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Resumo

A compreensao de grande parte dos conceitos de algebra linear exige um nivel de abstragao
que quase sempre os estudantes do primeiro ano das licenciaturas de engenharia t€m
dificuldade em atingir. E consensual que se a sala de aula corresponder a um espago
dindmico, onde os estudantes t€ém a oportunidade de interagir e de manipular os objetos em
estudo, tal favorece o desenvolvimento de raciocinios que levam a identificacdo de
relagdes/propriedades desses objetos. Varios estudos apontam para o facto de o software
Geogebra facilitar a aprendizagem, muito por via da concretizagdo de conceitos mais
abstratos. Neste contexto, propomos uma abordagem para a compreensdo da nogdo de
transformagdo linear através das suas possiveis representagdes. Trata-se de uma
experiéncia baseada na resolug@o de tarefas que incluem a construgdo em Geogebra de
algumas aplicagdes, que se realizou em sala de aula no &mbito da unidade curricular de
Algebra Linear ¢ Geometria Analitica de um curso de licenciatura em engenharia. Tais
aplicagdes, ao permitir a exploragdo de multiplas transformagdes lineares através das suas
representagdes, contribuiram para uma melhor apreensdo dos conceitos envolvidos.

Palavras-Chave: transformagdes lineares, Geogebra, ensino superior.

Abstract

Understanding most linear algebra concepts requires a level of abstraction that first-year
engineering students almost always have difficulty achieving. It is consensual that if the
classroom corresponds to a dynamic space where students can interact and manipulate the
objects under study, this favours the development of reasoning that leads to the
identification of relationships/properties of these objects. Several studies point out that
Geogebra software facilitates learning, mainly due to implementing more abstract
concepts. In this context, we propose an approach to understanding the notion of linear
transformation through its possible representations. It is an experience based on solving
tasks that include the construction of some applications in Geogebra, which was carried out
in the classroom as part of the Linear Algebra and Analytical Geometry curricular unit of
an engineering degree. By allowing the exploration of multiple linear transformations
through their representations, such applications contributed to a better understanding of the
concepts involved.
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Keywords: linear transformations, Geogebra, higher education.

1 Introducao

Os cursos de licenciatura em engenharia integram habitualmente no seu plano de estudos
unidades curriculares que envolvem temas de algebra linear. Porém, o nivel de abstragao
exigido em alguns desses temas (Barros, 2018; Gueudet-Chartier, 2004; Dorier &
Sierspinska, 2001; Hillel, 2000), aliado a dificuldades relativas a conhecimentos
anteriores (e.g. Barros, Silva & Fernandes, 2021; Barros, Fernandes & Aratjo, 2016;
Uzuriaga, Arias & Manco, 2010), pode constituir uma barreira para a aprendizagem.
Compreender profundamente conceitos mais abstratos prende-se com ser capaz de os
aplicar. A integracdo dos principios da algebra linear para a automatizacdo de processos
possibilita desvendar camadas de complexidade e extrair insights significativos (e.g.
Kaiser, 2020; Rani 2024). O software Geogebra (https://www.geogebra.org), ao permitir
exploracdes interativas e a visualizacdo de multiplas representacdes, pode representar
uma mais-valia para a compreensao mais profunda dos objetos de estudo (e.g. Cordeiro
& Barros, 2023; Handhika & Sasono,2021; Santos & Di Blasi, 2011; Pires & Marques,
2009; Karrer, 20006).

Com base nestas ideias e tendo por objetivo levar os estudantes a apropriarem-se de
conceitos relativos as transformacgdes lineares e suas propriedades, tema do dominio da
algebra linear, realizou-se uma experiéncia de ensino em que se prop0s uma sequéncia de
tarefas a fim de explorar tais conceitos através da interagdo de diferentes representagdes.
Assim, para além da tarefa inicial realizada com papel e lapis, foram realizadas mais duas
com recurso ao Geogebra. Optamos por este software por ja se encontrar disseminado na
comunidade educativa do ensino basico/secundario, existirem tutoriais inerentes as suas
funcionalidades e aplicagdes, ser de cddigo aberto e ser gratuito. Pode considerar-se de
facil usabilidade mesmo no dominio da algebra linear, particularmente se for explorado
com a orientagdo do professor. No caso particular dos conceitos que se pretendem
explorar, o Geogebra possibilita representagdes simbdlicas de multiplas transformacdes
lineares do plano através de matrizes e de expressoes analiticas, a0 mesmo tempo que
permite observar a imagem de certos objetos associada a cada uma dessas transformacdes.
Discutiremos a importancia de os proprios estudantes construirem aplicagdes dinamicas
que lhes permitam visualizar, explorar e investigar propriedades das transformacgdes
lineares, com vista a generalizagdo deste conceito.

2 Metodologia

A experiéncia foi realizada com os estudantes que frequentavam a unidade curricular
(UC) de Algebra Linear e Geometria Analitica do curso de Licenciatura em Engenharia
Informatica de uma institui¢do do ensino politécnico portugués. As aulas desta UC sdo
teorico-praticas, sendo habitual a professora comecar por introduzir os principais
conceitos sobre os topicos abordados, seguindo-se a proposta de tarefas em torno dos
mesmos numa dindmica de interajuda entre colegas e com a orientagdo da professora,
com o objetivo de que a aprendizagem seja efetiva.

Esta UC inclui o estudo de aplicagdes lineares, sendo que a compreensdo dos conceitos
relativos a este topico passa por ser capaz de relacionar as suas diferentes representagdes.
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Assim, em sala de aula foi introduzida a defini¢do de transformacgdo linear e a sua
representacdo através de uma expressao analitica e por uma matriz que depende das bases
consideradas nos espagos vetoriais envolvidos. Posteriormente disponibilizou-se aos
estudantes uma sequéncia de trés tarefas com o intuito de promover, de forma evolutiva,
a apreensdo dos conceitos envolvidos, suas propriedades e a inter-relagdo entre as
referidas representagdes. Tais tarefas foram desenvolvidas em grupo e com a ajuda da
professora que, sempre que solicitada, esclareceu duvidas, ajudou a conjeturar
possibilidades de resolug¢do e fomentou a discussao sobre os conceitos envolvidos. Houve
também alguns momentos de debate em grande grupo sobre dificuldades transversais.

A primeira tarefa consistiu em considerar a reflexdo de um poligono através de cada um
dos eixos cartesianos e obter a sua representacao analitica. Propds-se que esta tarefa fosse
realizada com papel e lapis porque, tratando-se de transformacdes geométricas ja
conhecidas dos estudantes, facilitou que percecionassem as suas representacdes no plano
cartesiano e verificassem as propriedades da linearidade das mesmas. As restantes tarefas
foram realizadas com recurso ao Geogebra por permitir observar as representagdes
analitica e matricial de multiplas transformagdes lineares do plano, bem como o seu efeito
geométrico quando aplicadas a um qualquer objeto.

Este ¢ um estudo exploratorio de natureza qualitativa. A experiéncia foi avaliada com
base nas notas de campo da professora enquanto orientadora do trabalho (estatuto de
observador participante), nas produgdes realizadas pelos estudantes e num questiondrio
aplicado apos a concretizacao da tarefa. Com este questionario, procurou-se perceber se
os estudantes ja conheciam o Geogebra, em que medida as representacdes geométricas
ajudaram na compreensdo do conceito de transformagdo linear, testar alguns dos
conhecimentos adquiridos e auscultar a opinido dos estudantes sobre o Geogebra no
ambito da experiéncia realizada.

3 Resultados e sua discussao

3.1 Resultados observados

Ao resolverem a tarefa 1, todos os estudantes relacionaram as representagdes grafica e
analitica da fungdo reflexdo segundo um dos eixos coordenados, que aplicaram a um
quadrilatero e verificaram as propriedades da linearidade.

Com a resolugdo da tarefa 2, os estudantes familiarizaram-se com o Geogebra ao mesmo
tempo que experimentaram implementar a reflexdo de um quadrilatero segundo a reta
y=x. Com esta aplicacdo os estudantes determinaram a expressdo analitica da
transformacgao linear, a partir da qual se debateu em grande grupo a seguinte equivaléncia

Ty =m0 e TN =[] o[}

que permitiu consolidar a nog¢ao da representagdo matricial de transformacdes lineares.

Com a tarefa 3, os estudantes experimentaram usar algebra para construir aplicagdes
dinamicas por via da variacdo dos seletores a,b,c,d para a visualizacdo da imagem
[A'B'C’'D'E'] de um pentagono [ABCDE], através de diferentes transformagdes lineares.

No processo de resolugdo da tarefa 3, observaram-se dificuldades que se prenderam mais
com a implementa¢do em Geogebra de uma qualquer transformacao linear do plano. Com
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a ajuda da professora, os estudantes obtiveram construgdes como a da figura 1, o que lhes
permitiu compreender que qualquer matriz quadrada de ordem dois,

¢ dl

c d

representa qualquer transformagdo linear T(x,y) = (ax + by,cx + dy), quando
considerada a base padrio de R?.

Figura 1
Exemplo de deformagdo
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Transformagao do poligono [ABCDE] associada a matriz M

A variagdo dos parametros a, b, ¢, d facilitou a observacdo de diversas transformagoes
lineares, bem como o seu efeito na transformagdo de um poligono [ABCDE] em outros
poligonos semelhantes ou em deformagdes do mesmo. Todos os estudantes manipularam
este tipo de construcdes e quase todos responderam corretamente as varias questoes da
tarefa. Especificamente, observaram que a imagem de um poligono através de uma
transformacao linear pode ser semelhante ao poligono ou corresponder a uma deformagao
do mesmo.

Apos a resolucdo das tarefas, os estudantes responderam a um questionario em que uma
das questdes visava avaliar as aprendizagens realizadas. Na primeira parte da questdo,
deveriam associar as expressoes de quatro transformagdes lineares a respetiva
representacdo matricial, o que foi realizado de forma correta por 96,1% dos estudantes.
A segunda parte da questdo implicava que, em continuidade, associassem a matriz a
respetiva designagdo geométrica da transformacao. Neste caso, embora a maior parte dos
estudantes tenha respondido de forma correta (98%, 72,6%, 70,6% e 94,1%,
respetivamente para cada um dos itens), o erro mais frequente (23,5%) foi confundirem
a designacdo de homotetia (dilatagdo) com a homotetia (contragdo). Na base deste erro
poderd estar o facto de a dilatacdo em causa estar relacionada com uma constante
negativa.
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3.2 Opiniao dos estudantes

Um dos objetivos do questionario era conhecer as percecdes dos estudantes sobre o
Geogebra e o contributo das tarefas realizadas para a sua aprendizagem.

De acordo com os resultados analisados, constata-se que a generalidade dos estudantes
considera que as representagdes dinamicas produzidas no Geogebra ajudaram a
compreender melhor o conceito de transformagao linear. Facto que ¢ corroborado pelos
seus comentdrios: ‘“Percebemos de uma forma mais dindmica como a manipulagdo de
variaveis se verifica no objeto e nas deformagdes que este sofre”, “Ter uma forma de
visualizar como a variacao de cada elemento da matriz afeta a imagem do objeto facilita
a compreensao do conceito”.

Esta constatag@o esta em sintonia com a percentagem de estudantes superior a 90% (ver
Tabela 1) que concorda ou concorda totalmente que o Geogebra ajuda a visualizar o efeito
grafico e facilita a identifica¢do de propriedades das transformagdes lineares.

Tabela 1

Opinido dos estudantes sobre o Geogebra

O Geogebra... DT/D C/CT
Facilita que eu aprenda sozinho 7,84% 92,16%
Tem comandos intuitivos 17,65% 82,35%
Permitiu-me visualizar o efeito grafico de multiplas transformacdes | 3,92% 96,08%
lineares
Facilita a identificag@o de propriedades associadas as 5,88% 94,12%
transformagoes lineares

DT — Discordo Totalmente; D — Discordo; C — Concordo; CT — Concordo totalmente

4 Conclusoes

Podemos concluir que, no caso das transformacgdes lineares, a abordagem sequencial de
tarefas associada a ambientes que permitem trabalhar diferentes representacdes, incluindo
a visualizacao do efeito da transformagao sobre o objeto, contribui para a compreensdo a
consolida¢do do conceito de transformacao linear e suas propriedades.

Este ¢ mais um estudo que confirma as vantagens da utilizagdo de soffware dinamico para
a concetualizacdo de temas de 4lgebra linear, tal como Karrer (2006) e Cordeiro e Barros
(2023), entre diversos outros autores, ja tinham sugerido. A implementacao de principios
da algebra linear para a automatizacao de processos revelou extrair insights significativos,
tal como o corroborado por Kaiser (2020) e Rani (2024).
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