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���� ������������ �� �� ��������� ��������� �� ���� ����� �������������
���������� ��� ��������� ������ �������� ��� ���� �� ����������� ������� ���� ����
� ������� ������� ������ ������	 ������� ��������� �� ����� ������������ �� ���
������������� �� ������� ���� ��� ������� ���� ������� �� ���� ���������� ���� ��
����� ��������� �� �������	 ����� ��� ������ ��������� �� ����� ���� ��� ���������
�������� ��� ������ ��������� ������ �� ��������� ���� �� ����������� ����� ��
����	 �������� ��� � ��� ���� �� ��� �������� ������ ��������� ����� �� ��
��������� ���� �� !���� �� �� ������� �� ����� ������������	 
��� ��������
�� ����� ���� �� �������� ��� ������� �������� �� �� �������� ����� "#� $� %&	

'�� ���� ���� �� ���� ����� �� �� ������� �� ��������� ��� �(����� ������)
������ �� � ���� ����� ����� ���� �* ��������� ������������ ����������� �������
�� ��� ������� �* ��!�� ������� ����������� ����� ��� ������ ��� �* ������
������� �� �������� ��+���� ���� ������ �������� ��� ����)�����	 '�� ���������
�� � ��� ��������� ��� ������)����� ������ ��� ������������ �� � ��� �������)
��� ��������� ��� ��� ����������� �� ���������� �������,�� ���� �� ����� ������
������� ��� ��� ���� ������������� �� ���� �����	

'�� ����������� �� ��������� ��� �������� ������� ������ ��� ���!������
�� ���� ������ �� ����� ��� ��������� �� ������� ����� ��������� ������� ����
����� ���������� ����� ��� �� ��������	 -����� ���� ���������� ������ �������



������ �� ���� ������� �����)�������� �������� ���� ��� ���������� ��������� ��)
����� ��� ��������	 .�� �������� �������� ������� ��� ��+���� �� �� ����)���������
���� � ������ �� ������� ������� �� ������ ���� � ������� ������ �� ���!������
�� ��������� �� ��� �� ��� ��+��� �������	

'�� ��������� ��������� �� ���� ����� ��� �� ���� ��������� ���� ��� ����)
���� �� ������ ������/���� ����� �� �������� ��� ����)������ ������)����� ���
��� ������������� ������/��� �������� ������� ��� ��������)����� ���������� ��)
������	 -����� ���� ����������� ��� ������ �� ������� ������������ ����������
�� ������� ���� �� ��� �� ���������� �� �� ����� ������������ ��������! ������
����� �������� ����� ������������ ���������� ���� ������� ����)������������
��� �� ���� �� ��� ����������� ������������ ����	

'��� ����� �� ������,�� �� �������0 �� 1������ 2 ��� �������� �� ��� ����������
�������� ������������ ��������� �� �����	 '�� ������� �� ��� �������� �����)
���! ��� ��������� �� 1������ 3	 ����� ���������� ��� ������������ ������� ���
���������� �� 1������ 4� ��� ���� ������� �� ������� �� ��� ���������� �����!�	

� �
��

�� �� ����
	���� ������
��� ����

1������� �������� �� � ������ �����)����� ������������ ������ ���� ���� ���
������������ ��� ����������� �� � ������ ������� ���� ��� �������� ������������
�� ����� �����	 '�� ������� �� ����� ������������ ����� �� �������� �������)
����� ��� �� ���������� �� � ����� ������������ ������� �� ��� ��������� ���0
�������� ��� �������� ���������� ����� G = (V, E, W ) ����� ���� ���� vi ∈ V
����������� �� � ������� ��������� ����� ��������� �	�	 ������ ��� ��� ���!� �� E
������� ����� �� �����	 � ������ wi,j ∈ R

+
0 �� ���������� ���� ���� ���! �����

�� ���� �������� �� ��� ����� ���� �� �������� 5�	�	� ��� �� ������ �� ����������
������� ������� �������� �� ���� ����� ����� ���������*	

6�� Γ = {Vi}k
i=1 �� � ���������� ���+���� ��������� �� V ���� �� V = ∪k

i=1Vi

��� Vi ∩ Vj = ∅, i �= j	 
���� ������������ �� ������� �� ��� ������� �� �����)
������� ��� ��� V ���� ���+���� ���)����� ���� �� ����� (V1, .., Vk)� ���� ����������
����� ����� �� Vi �� ���� ��� ���������� ������ Vi ��� Vj �� ���	 '�� ��������
�� ��������� ��� �������� �� ��� ����� ������������ �� ��� ������,����� �� ���
�������,�� ��� �� � ��������,�� ���������� �������	

1�� ��� 
���! "7& ���������� ��� �������,�� ��� 5NCut* ��������� ��� �����)
��������� ������������	 6�� VA, VB �� ��� ���+���� ���� �� ��� ����� VA∩VB = ∅	
�� ����� links (VA, VB) �� �� ��� ����� �������� ����������� ���� VA �� VB 0

links (VA, VB) =
∑

i∈VA,j∈VB

wi,j . 5#*

'�� ��������� ������ ��� �������,�� ��� ��������� �� ���� ��� ���� �� ����
� ��������� ���� ����� ���! ��� ��� �� ���� ���� ��� ��������� ������ �������
��� ������� ����� �� �� �� ����� �� ��������	 '��� ������ ��/�������� �� ���)
������ �������� �� ����������� ��� �������,��� ������������ �� ��� 8/	 5#*	 '��



�������,�� ��� ��������� ��� � ����������� �� ��� ����� �� ���� ������ �� �������0

Ncut (A, B) =
links (A, B)
links (A, V )

+
links (A, B)
links (B, V )

. 52*

9� ������,��� ���� ��������� �� �������������� ������,� ��� ���������� ������
���������� ��� ������,� ��� ���������� ������ ����������	 '��� ����������� ������
�� �� ��������� ��� ������� ���� � ��� �� ���������� ����� ��� ���������� � ��)
����� ����������� �������� ������ � ��������� Γ ���� ������,�� ��� ����������
�������,�� ��� 5kNCut*

kNCut (Γ ) =
links

(
V1, V1

)
links (V1, V )

+
links

(
V2, V2

)
links (V2, V )

+ ... +
links

(
Vk, Vk

)
links (Vk, V )

, 53*

����� Vi ���������� ��� ���������� �� Vi	
��� � ���� k ������������ �� ��� ����� �� G� ������� ��� ���� ��� �������

�� W ����������� �� ���� ��� ���� �� W ���������� �� ��� ����� �� Vi	 6��
D = diag (D1, ..., Dk) �� ��� n × n �������� ������ �� ���� Di �� ����� �� ���

��� �� ��� ������� �� ��� ���!� �� ���� i0 Di =
k∑

j=1

Wij 	 
� �� ���� �� ������ ����

links
(
Vi, Vi

)
= Di − Wii and links (Vi, V ) = Di . 54*

� ���������� ��������� �� ��� ����� �� G �� ����������� �� �� n× k ���������
������ X = [x1, ...,xk] ����� X (i, l) = 1 �� i ∈ Vl ��� : ��������� ";&	 1���� �
���� �� �������� �� ��� ��� ���� ��� ��������� ����� �� �� ��������� ����������
������� ������� �� � 0 XIk = In	 
� ������� ����

links
(
Vi, Vi

)
= xi

T (D − W )xi and links (Vi, V ) = xi
T Dxi . 5$*

'���������

kNCut (Γ ) =
x1

T (D − W )x1

x1
T Dx1

+ ... +
xk

T (D − W )xk

xk
T Dxk

= k −
(

x1
T Wx1

x1
T Dx1

+ ... +
xk

T Wxk

xk
T Dxk

)
,

5<*

���+��� �� XT DX = Ik	
'�� �������� ��� ��� ��������,�� -������� /�������� ���� ������� 8/	 5<*

�� ��� ��� �� ������������ X ���������� ���� ��� ��� �� ��� �������� �����������
Φ = {0 = ν1 ≤ ... ≤ νk} �� ��� ������

(D − W )X = ΦDX . 5%*

=������� ���� ������� �� >?)���� "7& ��� ��������� ��������� �����������	 
�
�� ������ ��� ���� ���� ��� �������� �� xi ��� ������ ,��� �� ���� ��� ����� ����
�� ��!� ���������� ������� �� ����� ��� ������ �� 6������� ������������ 8/	



5%* ��� �� ��������� �� ��� �������� ���������� �������	 6�� yi = D1/2xi ���
Y = [y1,y2, ...,yk]	

W̃Y = Y Λ , 57*

���+��� �� Y T Y = Ik� ����� W̃ = D−1/2WD−1/2 �� ��� �������,�� �����
6�������� �������� ���� Λ = {1 = λ1 ≥ ... ≥ λk} ����� λi = 1 − νi	


� Y �� ������ ���� ��� k ������������ �� W̃ ���� Λ �� ��� k × k ��������
������ ������ ���� ��� ����������� ������������� �� ��� k ������������ �� Y 	
'���� k ������������ ���� �� �������� �� ������� Y T Y = Ik	 '��� ����� ����

Y T W̃Y = Y T Y Λ = IkΛ = Λ , 5;*

��� ��� trace �� Y T W̃Y �� ��� ��� �� ��� ����������� ������������� �� ��� k
������������ �� Y 	 1�� 8/	 5<* ������� �/�������� ��

kNCut (Γ ) = k − trace
(
Y T W̃Y

)
= k −

k∑
i=1

λi . 5#:*


� ������� ���� ���@� '������ ���� ��� ������� �� ��� ����� ���� ����
�� 8/	 5#:* �� �������� ���� Y �� ��!�� �� �� ��� ����������� ����� ��� ���
�������� ������� �� ��� ������������ ������������� �� ��� k ������� �����������
�� W̃ 	 ���� ���� �� ��������� � ����� ����� l (k) �� kNCut (Γ ) ��

min
Γ

NCutk (Γ ) ≥ k −
k∑

i=1

λi , 5##*

����� λ1, ..., λk ��� ��� k ������� ����������� �� W̃ 	

��� k = 2 ��� ����� ������� l (2) = 2 − (1 + λ2) = 1 − λ2 = ν2 ���� ��
��� ������ �������� ���������� �� ��� ��������,�� ����������� �� 8/	 5%*	 '��� ��
���������� ���� ��� ��)������������ ������ �������� �� 1�� ��� 
���! "7&	

� �������� ����
� ���������

'�� �������� ����������� ��� ����� ��+�� ������ 5��� ���	 #*	 ������ �� ������
����� ������ �� � ���)���������� ������ ����� �� ����������� ������ ��� ������ ��
����)��������� ����� ����� �� ��� ��������� ��������� �� ��� �������� �����	

� ��� ������ ������ ��� ����)��������� ����� ���� �� ��� ����� ��� ��� ������
���������� ����� 5-1A* ������������	 �������� �� ����� � �������� �������� ��
��� -1A	 '��� ��������! ���������� ����� ��� ������)����� ������������ ����
��������)����� ���������� ������� ��� ������������� ����������	

� )����
�� ��� *�����
�	 ����
" 
� 
�
���� �������	��� �� I − W̃ � ������
	� W̃ �
��
I − W̃ �	�� ���	��� ��� �
��	���
��  ���� λ �� 1 − λ! �	� 	�� ��� �
��	��������



 �! �	�
� 
����  �! )���
� ���
�	�  �! &����	���
�	

	
�� �� '"����� �� 
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�	 
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	 ��� ����� G�  �! &����	���
�	  ������
	�! ���
���

��� �����	
�� �
���	�����������

� �������� ����� �� ��������� ������/��� �� !���� �� �� ����)������������ �	�	 ���
�������� �� ������� ��� ���� ������ "#&	 1������ ������� ���� ���� ��������
�� ��� ���������� �� ������ ��� �������� ���������� ������� ��� �� ����� ���
������� � ���������� ������������	


� ���� ���! �� ������� ����� ������� �� �������� ���� �������	 ������ �����)
���� ����������� �������� ��� �� ������� �� ������ ����� ���� ��� �����	 1��������
���� �� ��� ���!��� ����� ��� ������� �� � �������� ������ ����������� �������
!���� �� ��������	
�	 '��� ������� ���� � ������� �� ����� �� � ������� �����	
?���� �� ��� ���������� ���� ��������� ����� �� B����� �� �� � ������� ������
����� ��� ������� �	�	 ��� ������ �������� ��������� ��� �� ��� �� ������� �� �
B������ �� ��� ����������� ����� �� � ������� ����� 5B������ �����*	 '��� �������
���� ������ � ������ �� ��!��� �������� ��� ��� ������ ���� ��� ����� ��� B������
�����	

'�� ����� ���� ������� �� ������� ����)������������ ����������� �������� ����
������� ���������� ���� ������� ������� ������� � ������� ����	 '��� ����������
���� ������� ����� ���� ������� ��+����� �������� ����� ����������� ��� ��������
�� ��� ���������	 '��� ����� �� ��/����� �� ������ ��� ������������� ����������
�� ��� ����� ������������	 ������� ��������� �� ����� ����� �� �� ������� �����
����������� 5B��* ������� ���� ����� ����� �� ��� �����)����� ������������ 5�
������ ������� ���� �������� ����� ��� �������*	

��� ������ 	��������� ����


1�������)����� ������� ��� ��� ������������ ��� ����������� �� � ������ ��)
����� ���� ��� �������� ������������ �� �������� 5������ �� �������*	 '��� � ���
�� �������� �� ������������ � ����� ��������� �����	 ����������� ��� ��������
����� ��������� �� �� ����� ��� �� ��� ������������� ���������	 C���!� �����
���� !���� ���������� ������� "7� ;& ����� ��� ����)�������� �����)����� ��
��������� ��� ������ ��� ������ �� ����� �� ��������� ���!� ���� � ��������
���������� ����� G = (V, E, W ) ����� �� � ������ ���������� ����� ����� ����
���� ����������� �� �� ������ ������	



1��� ��������������� �� ��� -1A ����� ���� ����� �� �������� ���������� ����
������ �� ��� ������ ��+������ ����� ����� ���0 �* ��� -1A ������ ��� ���������
�� ���!� ������� ����� �� ���)��+����� �������	 ��* �� �� ������ ���� ��� �� ����
��� ���� ��� ������� �������� ���� ������� �������	

'�� �������� -1A ��������� ��!�� ��������� �� ������)����� ��������������	
'�� ��� �� ����� V ��� ����������� �� ��� �������� �� ���� �����)������	 '��
���� �� ���!� E ��� ���! ������� W ���������� ������������� ������������� ���
���������� �������� ������� ���� �� �������	

������	� 	������ 	��������� 8��� ������ ri ���������� � ����� ����� �� ������
����� ��� �������� xi �� �����,�� �� � ���� �� ��� �����	 ��� ���� ���� �� ������
���� ���������� �� ��������� ���������� ���� ��� ������� ������� ������ ������)
����� ����� ��� ���� ���������� ��� ��������� �� ��� �������	 
� ����� ��� ������
�������� ����� � ���� ���������� ��� ���������� ����� ������ ������� ��������
������ �� �� ����� �������� ��� ������ �� �������� �� ����������	 6�� i ��� j
�� ��� ������ ������� ��� ��� ����������� ������ OE∗ ������� ����� ���� ���
����������� �������� ������������ �� ��� ���! ������ �� ����� ��0

wic (i, j) = exp

[
−maxt∈line(i,j) ‖OE∗ (xi, xj)‖2

σ2
ic

]
, 5#2*

����� line (i, j) �� ��� ���� ������� ��������� xi ��� xj ������ �� t ������	
'�� ���� ��������� �� ���� ���� ����������� ��� ��� ���! ������ ��������� ��

��� ��������� ��������0

wI (i, j) = exp

(
−
(
Ixi

− Ixj

)2
σ2

I

)
. 5#3*

'���� ���� ��� �������� �� � ���� ���! ������ ���������� ��������� ���� ���
������ σic ��� σI �������� �� ����� �� ������,� ��� ������� ����� �� W0

W (i, j) = wic (i, j) · wI (i, j) . 5#4*


� ������ ��� ��� �����)����� ���������� �������� �� ��� ���������� ��� ���)
���� �������� ��� �� ���� ���� �� ������� ��� ���������� ������� ����� �����	
=������� ������ ��� ������������ �� ���� ���� ���� ��� �� ����������� ��� ���
��������� �� ����������� ����� �� ��� ����� ) �� ����� �������� ����������
�� �������,�� ��� ���������	 
������� �� ��� ����������� �������� ����� ���
�/�������� �� ������� �������� ������� �� ����� ���� ��� ���� �������� "%&	

�������������� ������	 �� �
� ��� ��� � ������������� ������������� ��
�� ��������� �� ���� ��� ����� ��� ��� ������� ������� �� ��� ��������� ���)
���������	 
� ��� ��������� ���� �������������� ������� ��� ����� ����� ���
������������ �� ��� -1A	 ��� ���� ������ ri� ������� �������� xi �� �������� ��
��������� �� ����� ������	 '�� ������� ���� ���������� ��� ���� ������� ����� ��
�� ���� ���������� �� ��� �� ������ �������0 #* � ����� ��� �� ����� ���� �����



����� ����������� �� ��� ����� �� ��� ������� ���� ���� ����� ������� ��D 2* ��
����� �� �������� ����� ���� ������� �� ����������� �� � ���!��)���� �� ������
����� ���������� �� ��� ������ ���� ������ �� ��� �������	 '��� ���� �������� ���
�������� ��� ��� ����)����� �� ���� �����	

'��� ���� �������������� �� � ����������� ����� ������ ��� � ���� �(�����
��������������	 '�� ����� ��� ������ �� ��������� ������ �� ��� ����� �� �����
����� �� ��� �����	 '�� ����� �� ����� ����� �� ��������� ������ �� ��� ��� �� ������
���� ������ �� ���� �������	 C���� ���� �������������� ��� �� ����� ��������
��� �� ������ ���� ��� �� ��������� ������� ��� ������������� ���!��)����� ���
�������� ��� ����� ���	 8��� ����� �� ��� ������ ������ ��� �������� ��� ���
���� ����� �� ���� �������	

'� ������� ��� ���������� ������ ��� ������� �������� ���� ���� �����
���������� ��� ��������� ��������	 ���������� �������� ���� �� �������� �����
�� ����� �� ��� ���������� ���������	 '��� ��� ���� ��� ������������ �� ��� -1A
��� ��� ���� �� ��� ��������� ���� ������� ���� �� ������	
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� ����� �� �������� ��� ����������� �� ��� �������� ������ ����������� ����
���� ��������� �� ������� �� ���� ���� �� ��� ���� ������� ����������0 5�*
���� ����� 58E
1.>* "2&� 5��* � ���������� ����� ����� ������������ ������
5
>�C'* "3&� ��� 5���* F18A "4&	 '� ������� � ��������� ���������� �������
��� ���� ����� ������������ ��� ����������� ��� ��� ���������� ���� ���������
�� ��� ������ ������������� �� ��� �������� ��������� 9��!���� 1�����������
E������� "<&	 E�� �� ��� ����� ������ �� ������� �� ������ �� ����� ��� �����)
���! �� ������ ���� ������ �� ��	 '�� ���! �� ���� �� � �������� ��������� ����)
���� ���� ������� ��������� �� ����� �� ?�������� 5?* ��� -����� 5-* ��������	
'�� ��������� �������� � ������ �������� ��� ����� �� ������ ������� ���� ���
�� ��� ����)��������� ������� �� 9��!���� E������� ��������� � (R, P, F ) �����	
'�� ���� ����� �� ����� �� ��� ������� �� ����� �����������	 '�� /�����������
���������� �� ������������ ������� 5�)�������* �� �������,�� �� '���� #	
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�	 
	 ����� �� ,�����
�� ��� ��� ������
�
��	 ������	 ��� �������� ������  #-./�!� 0��	 ��
��  '1�&2-!� %&'( �	� ���
�
��
����� �����	���
�	 0-./��

0����� 34567 88958: 8895;; 8<6586 38:5;8 335567 3<8555 9:8585

#-./� 5�:: 5�:; 5�:: 5�63 5�:7 5�:7 5�:< 5�6;
'1�&2- 5�:8 5�;8 5�;6 5�:< 5�:5 5�9: 5�97 5�76
%&'( 5�;3 5�77 5�79 5�;: 5�;5 5�93 5�;8 5�;<

0-./� 5�37 5�95 5�97 5�;4 5�9: 5�96 5�3; 5�74
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�����������
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�����	��



'�� �������� �������� �������� ������������� �� ���� /������ ��� ���� ���)
��� ������� ���� ��� ����� ������� ��� ��� ������ ������	 '��� ��� �������� ����)
����� ���� ����������� ������� ���������� ���� �������� ���������� ����������	
1��� ������������ ������� �� ��� �������� ������ ��� ����� �� ���	 2	 1���� ���
�)������� �� � ��������)����� ������� ��� ������������ ������� ��� ���������
�� ���������� ���� ��� �������� ������	
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��� ��� 	���		 �� ���	�

'� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� �� �������� �� ������ ��� ������ ����
��������� ���� ���� ������ �� A������� �������� ����� ���� �������� ����������
σ = $� #:� 2:� 3:	 '�� � ��� �� ��� ���)���������� ���� �� �������� ��� ������ ����
� ��������� �� ��� ������ �� ���������� ������� �� ��� ������ �� ��� ���������
���������� ��� �� �������� �� ���	 3	
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.�� ������ ������ ��� �� �� ��������� ������ �� ����������� ����� A�������
�����	 �� ��� ������ ���� ������������ ������� ��� ��� ���� � ����� ���� σ = 20�
��� �� �������� � ���� ������������ ���� ��� ����� A������� ����� ���� ��
��������� �� σ = 30	 '��� ������ �� ����� �� ������� ���� ����� �� �������� ��
� ������ ���� �����	

# ���	���
��

'��� ����� �������� �� ����� ������������ �������� ����� �������� ����) ���
������)����� ����������� ���� �������� ������/��� ������� ��� ������������� ��)
������� �� ����������	 C���� ����� ������ ������� ������� �� ������ ����� �� �
���� ������� ����� �������������� ) ��� ������ ��� ������ ��� ������ �� ��� �������
����� ��������,����� ������� ��� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� �����	 9������ ���)
������ �������� ������������� ���� �����)����� ������������ �������� �� ����
������� ��� ������������� ���� �� ������� ������ �� ���������	 '�� ���������)
��� ������� ����������� ��� � ���������� �� ��� �������� �������� �� �������
���������� ���� ���� �� ��� ���� ������� ����� ������������ �������	
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