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Resumo

RESUMO

O estudo de estruturas deve ser realista para que se tenha um perfeito conhecimento do seu
comportamento, pelo que ¢ necessario analisar ndo s6 a capacidade resistente em regime
linear, mas também a estabilidade do modelo estrutural, sobretudo em estruturas

tridimensionais onde esta analise € mais complexa.

Neste contexto, o objectivo desta tese consiste na elaboracdo de uma analise ndo linear
geométrica de estruturas metalicas reticuladas 2D e 3D, com o recurso a formulagdes exactas
e aproximadas da matriz de rigidez, variando parametros geométricos previamente definidos e

representando graficamente a sua influéncia no comportamento da estrutura em estudo.

Para concretizar este objectivo foi desenvolvida, conjuntamente pelo autor da dissertacdo e
pelo orientador cientifico, uma ferramenta computacional (INST3D) baseada num método
simplificado de analise de estruturas 3D (3 graus de liberdade por piso), com a formulacao
exacta da matriz de rigidez total. Como a maioria dos pacotes comerciais se fundamentam
numa abordagem aproximada com formula¢des simplificadas da matriz de rigidez total, torna-
se necessario aferir o seu rigor, e consequentemente, a possibilidade deste software realizar
analises de 2* ordem. Também sdo apresentadas as bases tedricas usadas para este tipo de

analise, nas quais se fundamentam os seus algoritmos de resolugéo.

Assim, foi comparado o INST3D com pacotes comerciais, universalmente utilizados na
investigacdo e projecto de estruturas de engenharia civil, nomeadamente o SAP2000, LUSAS
e ANSYS. Em primeiro lugar, utilizaram-se estruturas com solug@o analitica conhecida para
calibrar este software e posteriormente, em funcdo do resultado obtido, seleccionaram-se os

parametros que devem ser utilizados em cada programa para obter um resultado rigoroso.

Ap6s a calibrag@o do software, realizou-se o estudo paramétrico de varias estruturas 2D e 3D
constituidas por porticos metalicos rectangulares. Nesta abordagem, torna-se importante a
garantia de que a estrutura mantenha a sua geometria e tipologia apds carregamento, pelo que
se introduziram elementos de contraventamento como sistemas estabilizadores da geometria

da estrutura, permitindo desta forma aumentar a sua capacidade resistente.

Finalmente, sdo apresentadas as conclusdes sobre o estudo elaborado neste trabalho,
apontando caminhos para o desenvolvimento de futuras investigagdes que permitam

aprofundar a analise de instabilidade em estruturas tridimensionais.




Abstract

ABSTRACT

The study of structures must be realistic in order to have a perfect knowledge of its behavior,
by wich it is necessary not only to analyze its resistant capacity under linear behavior but also
the stability of the structural model, namely in three-dimensional structures where this

analysis is more complex.

The purpose of this thesis consists in the accomplishment of parametric studies on the bi-
dimensional and three-dimensional frame global instability. In this way it is intended to
proceed to geometric nonlinear analyses of framed structures, through exact formulations of
the stiffness matrix, varying geometric parameters previously defined to graphically represent

the influence of each parameter in the behavior of the studied structures.

To proceed the study was developed jointly, by the author of the thesis and the scientific
advisor, a computational tool named INST3D that appeals to a simplified method of analyses
of 3D structures with the exact formulation of the global structure stiffness matrix. As the
majority of commercial software packages are based on the Finte Element Method (FEM)
with aproximate formularizations of the stiffness matrix, it becomes necessary to survey the
accuracy, and consequently the possibility, to carry out 2nd order analyses. Still in this
context the theoretical bases for these type of analyses are presented, to clarify the algorithms

of the mentioned computational tools.

Thus, INST3D was compared with commercial packages universally used in the design of
civil engineering structures, namely SAP2000, LUSAS and ANSYS. Firstly, known structures
with analytical solution have been used to calibrate the afore-mentioned software and later,
attending on the obtained results, some conclusions were drawn on characteristics that must

be used in each software to get a rigorous result.

After carrying out the software calibration, a parametric study of 3D rectangular framed
structures was made. Since it must be guaranteed that a variety of structure geometry and
tipology is not significantly affected after loading, the introduction of bracing elements to
stabilize the structural geometry becomes important, to allowing the resistant capacity to

increase.

Finally the conclusions on the study elaborated in this work are presented and future
development are pointed-out in order to deepen the instability analysis in three-dimensional

structures.
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Resumé

RESUME

L'étude de structures doit &tre réaliste pour laquelle il faut une parfaite connaissance de son
comportement. Dans ce contexte, il est nécessaire d'analyser non seulement sa capacité
résistante en régime linéaire, mais aussi la stabilité du mode¢le structurel, notamment dans des

structures tridimensionnelles ou cette analyse est plus complexe.

Ainsi, l'objectif de cette thése consiste a la réalisation d'études paramétriques sur l'instabilité
des ossatures bidimensionnels et tridimensionnels. De cette fagon on prétend procéder a une
analyse non linéaire géométrique de ossatures tridimensionnels, avec un recours a des
formulations exactes et approximatives de la matrice de rigidité, en variant des parameétres
géométriques préalablement définis de maniére a représenter graphiquement l'influence de

chaque parameétre dans le comportement des structures en étude.

Pour procéder a 1I'étude il fut développé, communément par l'auteur de cette dissertation et par
l'orienteur scientifique, un outil informatique désigné par INST3D dont on a fait appel a une
méthode simplifiée d'analyse des structures 3D avec la formulation exacte de la matrice de
rigidité totale. Comme la majorité des software commerciaux se basent dans un abordage
approché, avec des formulations approximatives de la matrice de rigidité, il est nécessaire
d’examiner la netteté et en conséquence la possibilité de réaliser des analyses de 2éme ordre.
Egalement dans ce contexte, sont présentées les bases théoriques utilisées, dans lesquelles se
basent les algorithmes de résolution. Ainsi, ont ét¢ comparé I'INST3D avec des softwares
commerciaux utilisés dans la recherche et le projet de structures d'ingénierie civil, notamment
SAP2000, LUSAS et ANSYS. D’abord on a utilisé des structures avec la solution analytique
connue pour calibrer le logiciel utilisé et ensuite en fonction du résultat obtenu on a
sélectionné les parameétres qui doivent étre utilisés dans chaque programmes pour obtenir un

résultat rigoureux.

Aprés avoir réalisé le calibrage du logiciel, on a procédé¢ a la réalisation d'une étude
paramétrique de structures 3D constituées par des ossatures rectangulaires. Dans cet abordage,
I’important c’est la garantie que la structure maintient de sa géométrie aprés expédition, par
laquelle on a introduit des ¢léments de contreventements des batiments pour stabiliser la

géométrie des structures, ce qui a donc permis d'augmenter sa capacité résistante.

Finalement, sont présentées les conclusions sur l'étude élaborée dans ce travail et sont
indiquées quelques données pour le développement de futures recherches, qui permettent

d'approfondir I'étude de I’instabilité des structures tridimensionnelles.
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Resumen

RESUMEN

El estudio de estructuras tiene que ser realista para posibilitar un conocimiento profundo de su
comportamiento, siendo necesario analizar, no solo su capacidad resistente en régimen lineal,
pero también la estabilidad del modelo estructural, sobretodo en estructuras tridimensionales

donde este analisis es mas complejo.

El objetivo de esta tesis consiste en la realizacion de un andlisis no lineal geométrico
(instabilidad) de porticos metalicos, recurriendo a formulaciones exactas y aproximadas de la
matriz de rigidez, variando parametros geométricos previamente definidos estudiando su

influencia en el comportamiento estructural.

Se desarrollo, conjuntamente por el autor de esta disertacion y el orientador cientifico, una
herramienta computacional, designada por INST3D, que utiliza un método simplificado de
analisis de instabilidad de estructuras 3D, con la matriz de rigidez total exacta. Como Ia
mayoria del software comercial se fundamenta en un abordaje aproximado de la matriz, es
necesario verificar su rigor y la posibilidad de realizar este tipo de analisis. También se

presentan las bases tedricas, en las cuales se fundamentan sus algoritmos de resolucion.

El software INST3D fue comparado con programas comerciales utilizados en la investigacion
y proyecto de estructuras de ingenieria civil, como SAP2000, LUSAS y ANSYS. En primer
lugar y para calibrar el software, se utilizaron estructuras con solucion analitica conocida,
seleccionando, en funcion del resultado obtenido, los parametros que deben ser utilizados en

cada programa para obtener un resultado riguroso.

Después de haber realizado la calibracion del software, se procedié a la realizacion de un
estudio parametrito de estructuras 2D y 3D constituidas por porticos metalicos rectangulares.
En este abordaje es importante garantizar que la estructura mantiene su geometria pos-
cargamento, por lo que se introduzco elementos de arriostramiento para estabilizar la

geometria de las estructuras, aumentando su capacidad resistente.
Los resultados obtenidos son expuestos en tablas y graficos para facilitar su interpretacion.

Finalmente, son presentadas las conclusiones sobre el estudio elaborado en este trabajo y son
apuntados algunos caminos para el desenvolvimiento de futuras investigaciones, que permitan

profundar el estudio de la instabilidad de estructuras tridimensionales.
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Capitulo 1

1-INTRODUCAO

1.1 ASPECTOS GERAIS

No dimensionamento de estruturas com efeitos de 1* ordem, € necessario proceder a dois tipos
de verificagdes: a resisténcia, pela capacidade que a estrutura apresenta para suportar os
esfor¢os actuantes; e a deformabilidade, para que a estrutura mantenha a forma de projecto ou

para que a deformagao néo prejudique o seu funcionamento durante a vida util da mesma.

Para satisfazer estes dois requisitos, os projectistas normalmente recorrem a simplificacdes do
comportamento das estruturas, quer do ponto de vista do comportamento dos materiais que a

constituem, quer do comportamento estrutural global e da estabilidade da geometria.

Alguns exemplos destas simplificagdes, associadas ao comportamento das estruturas, podem
ser observados nos graficos da Figura 1.1, nos quais estdo representadas varias aproximagdes

do comportamento real de uma estrutura composta por pecas de aco macio.

| G|
Suit c
oy A /
(O A B (O
Elastica-perfeitamente
E E plastica
d -— -—
€ € € €
Y a) * b)
G| G|
E Andlise Elastica Andlise plastica
€ €
c) d)

Figura 1.1 — Modelos de calculo (relagdes tensao - extensao).

O comportamento real do material, representado na Figura 1.la, pode ser simplificado em
funcdo do tipo de analise que se pretende, adoptando leis constitutivas de facil utilizagdo no
projecto e analise de estruturas de engenharia, Figuras 11b, 11c e 11d. Embora os graficos

apresentados sejam constituidos por trocos rectilineos, na maioria dos casos 0 comportamento
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dos materiais ¢ ndo linear, e o seu estudo corresponderd a efectuar uma analise ndo linear

material (Chen e Lui 1991, Chen e Sohal 1995).

Na analise de estruturas com efeitos de 1* ordem, também se admite a hipotese dos pequenos
deslocamentos em relagdo a configuracdo nio deformada da estrutura. Por outras palavras, os
deslocamentos elasticos sdo considerados tdo pequenos que a deformada da estrutura coincide

com a configuracao inicial.

Se os elementos que constituem as estruturas (e as proprias estruturas) apresentarem
caracteristicas geométricas que validem esta hipotese, como em algumas estruturas de betdo
armado em que os elementos sdo geralmente pouco esbeltos, entdo é possivel a sua analise
sem a consideracdo das deformacgdes geométricas. No entanto, para estruturas constituidas por
elementos de grande esbelteza, como as estruturas metalicas, ¢ necessario contabilizar essas
deformacdes na estabilidade global da estrutura sob pena de ndo obter o resultado esperado,

quer em termos de resisténcia, quer em termos de deformacao (Almeida et al. 2003).

Esta simplificacdo foi utilizada como consequéncia do método manual de andlise de
estruturas. A complexidade dos sistemas em estudo requeria a simplificacdo através da
adop¢do de esquemas estruturais conservativos ou através da subdivisdo das estruturas em
modelos mais faceis de analisar. Esta abordagem ainda é preconizada nos regulamentos e
codigos existentes como o Eurocddigo (CEN 1992), mas apenas para a realizagdo de pré-

dimensionamentos ou para estudar esquemas estruturais simplificados.

A medida que os computadores aumentaram a capacidade de processar informagio, a
possibilidade de realizacdo de calculos de grande complexidade com intimeras variaveis
permitiu aos engenheiros estudar o comportamento dos esquemas estruturais. Apos introduzir
as formulacdes baseadas no equilibrio na configuragdo ndo deformada das estruturas,
aperceberam-se que a deformagdo condicionava a resposta da estrutura assim como o seu

dimensionamento.

Neste contexto, a maior parte das estruturas de engenharia civil apresentam um
comportamento elastico linear quando sujeitas a cargas de servico, pelo que o recurso a
analises de 1* ordem fornece bons resultados, permitindo o seu dimensionamento. Existem, no
entanto, excepgdes a este tipo de funcionamento como o comportamento apresentado por
estruturas esbeltas, arcos, edificios altos e estruturas com zonas sensiveis onde a tensdo de
cedéncia ocorre para valores baixos de carregamento ou que possuam elementos com um
elevado nivel de esforgo axial de compressdo, pelo que as das referidas analises ndo podem

ser utilizadas, pois, negligenciam a influéncia da instabilidade estrutural. Estas estruturas tém




Introducio

de ser, obrigatoriamente, analisadas através de teorias mais precisas, nomeadamente, analises
ndo lineares, que introduzam o comportamento real, quer dos materiais, quer do efeito da

deformacdo da estrutura.

Quando se efectua um analise linear, ou de 1? ordem, assume-se que a rigidez dos elementos e
da propria estrutura permanecem constantes, situacdo valida, no caso de ndo existirem
esfor¢os axiais nos elementos ou que permanecem constantes durante o processo de analise da
estrutura. Assim que os esforcos axiais variarem, a rigidez altera-se, e consequentemente a

rigidez global da estrutura.

No caso mais simples, para descrever o comportamento de uma estrutura, recorre-se a uma
analise elastica, e ap6s obter a resposta da estrutura, o projectista normalmente faz
verificagdes pontuais para contabilizar os efeitos subjacentes a ndo linearidade da estrutura,
situag@o permitida pelos regulamentos actuais. No entanto, quando se pretende conhecer com
maior rigor o comportamento da estrutura, torna-se necessario recorrer as relacoes
constitutivas dos materiais que compdem a estrutura e a resposta da estrutura apds a actuacao
das cargas. Neste ultimo caso, as estruturas que definem o seu comportamento em fungéo da
sua deformacdo, apresentam uma resposta ndo linear, antes de atingirem o seu limite de

resisténcia (Figura 1.2).

P
P P=0
P=P
Py \j/ \i/
] ] g™
P 8‘ P=0 P=P
ELEMENTO RIGIDO a
P
P
Pe
| :
P ELEMENTO FLEXIVEL P=P

Figura 1.2 — Comportamento de um elemento de barra.

Compete entdo, ao engenheiro, definir o grau de precisdo necessario para representar a
resposta da estrutura, pelo que ¢ normal aceitar analises que correspondam a erros

insignificantes e que possam traduzir convenientemente o comportamento estrutural.
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Quando se utilizam andlises elasticas lineares, os materiais apresentam propriedades
constantes no tempo, pelo que as tensdes nos elementos estruturais ndo atingem a tensao de
rotura e consequentemente as equacdes de equilibrio podem ser formuladas para a geometria

ndo deformada da estrutura.

Considerando que o material estrutural continua a ter comportamento elastico, pode ser
apenas contabilizada a ndo linearidade geométrica, ao incluir os efeitos da deformacdo da
estrutura e dos seus deslocamentos finitos na formulacdo das equagdes de equilibrio. As
consequéncias desta ndo linearidade sdo: as imperfeigcdes iniciais nas pegas estruturais, o
efeito P-6, que corresponde a influencia do esfor¢o axial na rigidez a flexdo de uma barra
individual e o efeito P-A, que corresponde ao aparecimento de um momento destabilizador
nas condi¢des de equilibrio da estrutura devido ao deslocamento lateral do ponto de aplicacao
das cargas (Chen e Lui 1988, 1991).

E, |

Figura 1.3 — Efeitos P-A (a) e P-§ (b).

Pode também ser introduzida a ndo linearidade material na analise estrutural, ou seja o
comportamento real do material que define os elementos estruturais, ao serem atingidos
determinados estados de tensdo. As principais causas deste tipo de ndo linearidade,
correspondem as deformagdes plasticas em estruturas de ago, a fendilhagdo ou fluéncia em
estruturas de betdo armado, a interac¢do inelastica da forg¢a axial, momento flector, esfor¢o
transverso ou tor¢do, em estruturas. Embora este tipo de ndo linearidade seja de grande
importancia no estudo do comportamento dos sistemas estruturais, ndo serd abordado
explicitamente no presente trabalho mas apenas pontualmente, quando se mencionar o efeito

das ligagdes semi-rigidas no desempenho de porticos metalicos.

Existe ainda a possibilidade de combinar estes dois tipos de ndo linearidade, a qual

corresponde a uma analise mais realista da estrutura em estudo.
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Para finalizar a enumeragdo dos tipos de ndo linearidade, menciona-se a alteragdo das

condicdes de fronteira do sistema estrutural, conforme mencionado por Coates et al. (1988).

Quando se utiliza a analise ndo linear geométrica, ¢ comum utilizar o termo “instabilidade”
associado a perda global da geometria da estrutura (P-A), ou pode ainda ser associado a

fenomenos locais ao nivel do elemento (P-9).

A instabilidade de colunas-viga tubulares em ago com desempenho tridimensional elasto-
pléstico foi estudada por Barros (1983) para colunas-viga imperfeitas (com deformacodes
iniciais e com excentricidades), com ligacdes espaciais semi-rigidas de extremidade e com

possibilidade de existéncia de tensoes residuais de fabrico.

Tratou-se de uma analise bastante completa do tipo de instabilidade (P-8) ao nivel do
elemento estrutural, que permitiu determinar a carga ultima ou de colapso de colunas-viga
considerando as progressivas plastificacdes (e eventuais descargas elasticas). Esta analise
elasto-plastica de 2* ordem com espalhamento de plasticidade forneceu resultados

praticamente exactos validados experimentalmente (Barros 1986, 1988).

No presente trabalho sera utilizado o termo instabilidade como sendo a necessidade de manter
a integridade estrutural de uma estrutura (2D e 3D) na sua globalidade, ou seja, considerando
a perda de estabilidade por deformacdo instantinea aquando da aplicagdo de cargas

consideradas criticas.

A andlise de segunda ordem (ou ndo linear geométrica) ¢ sempre necessdria para a
investigacdo da estabilidade estrutural. O estudo desta matéria pode ser dividido em dois tipos
de andlise (em fun¢do do comportamento dos materiais que constituem a estrutura), a
instabilidade elastica e a instabilidade inelastica. A instabilidade eléstica de equilibrio
normalmente ocorre em estruturas esbeltas sujeitas a esforcos axiais de compressdo (Gerard,
1962, Kirby 1979), como os pilares dos edificios, as torres de alta tensdo, etc., e corresponde

ao tipo de instabilidade abordada neste trabalho.

Na analise ndo linear, o principal objectivo ¢ melhorar qualitativamente o dimensionamento,
permitindo ao engenheiro uma melhor avaliagio do desempenho do sistema estrutural
adoptado. Assim, torna-se mais dificil distinguir os conceitos de analise estrutural e de
comportamento estrutural, conforme referido por Meek (1971), em que a analise corresponde
a determinagdo de forcas e deslocamentos em funcdo das cargas aplicadas, e¢ o
dimensionamento a defini¢do das dimensoes das pecas estruturais para resistir aos esforgos de

calculo.




Capitulo 1

Para a analise linear elastica de estruturas porticadas, equaciona-se o equilibrio da estrutura na
configuragdo geométrica inicial da estrutura (ndo deformada) e resolve-se um conjunto de
equagdes de equilibrio, que correspondem aos elementos de barra com condigdes de apoio e
propriedades mecanicas especificas, para determinar deslocamentos generalizados e obter os

diagramas de esforgos internos de cada elemento da estrutura.
{r}=[&N{u} (1.1.1)

Nesta abordagem, a solucdo analitica do problema ¢ unica e as condigdes de equilibrio e
compatibilidade sdo satisfeitas em relagdo a geometria original da estrutura o que corresponde
a designada solugdo exacta numa andlise linear. No entanto, a solugdo analitica encontrada
numa analise linear, pode ndo representar o comportamento da estrutura, ao ser omitido o

comportamento real dos materiais e ainda a deformacao estrutural (Yeong-bin et al. 1994).

Pela ndo introdugdo do comportamento real das estruturas, esta analise estrutural corresponde
a utilizagdo de modelos simplificados que se baseiam em formulagdes lineares da matriz de
rigidez pelo que se designa por analise de 1* ordem. Contudo, apos aplicagdo das cargas as
estruturas deformam-se, ¢ o equilibrio tem de ser equacionado na configuracdo deformada

para contabilizar os efeitos da deformagdo na determinacdo dos esforgos internos.

N /

/
/
/ Elastica de 12 ordem
/
/ Carga critica elastica

Nivel de carga

/ / Mecanismo

Elasto-plastica de 12 ordem

Elasto-plastica de 22 ordem

Plastica de 22 ordem (teoria da plasticidade)

~
>

Deformacéo caracteristica

Grifico 1.1 — Niveis de analise (comportamento) para um poértico plano.
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Se for considerada a deformagdo da estrutura (ndo linear geométrica), a analise torna-se mais
complexa uma vez que as solucdes ndo sdo obtidas de forma directa mas sim utilizando um
processo iterativo. A deformada da estrutura ndo ¢ conhecida aquando da formulagdo do
equilibrio pelo que € necessario proceder a uma analise utilizando uma equacao incremental

de equilibrio (Majid 1972, Chen e Lui 1988).

Quando se utiliza uma analise ndo linear, geométrica ou material, a incerteza em relagdo ao
comportamento actual da estrutura diminui, mas o trabalho de modelacdo da estrutura e o
numero de equagdes envolvidas na analise, aumentam significativamente. Compete ao
engenheiro escolher o tipo (ou tipos) de ndo linearidade a considerar e avaliar a importancia

de cada uma no modelo estrutural escolhido.

Na realidade, o funcionamento estrutural ¢ sempre ndo linear e as simplificagdes utilizadas so
sdo validas para niveis de tensdo baixos e para configuragdes especificas onde o equilibrio
linear € possivel. Existem todavia estruturas nas quais ndo ¢ possivel aplicar estas
simplificagdes e o seu estudo s6 pode ser efectuado recorrendo a uma analise nao linear, como
a estrutura representada na Figura 1.4 que corresponde a configuracdo critica de um arco de

trés rotulas.

P P
A B
H
v
-
Figura 1.4 — Esquema estrutural, equilibrio na configuragdo nao deformada.

Como se pode verificar, recorrendo a uma andlise linear, o equilibrio ndo pode ser
equacionado, uma vez que ndo ¢ possivel a passagem da carga vertical para os elementos

horizontais.

Figura 1.5 — Equilibrio na configura¢do deformada.
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Apo6s deformar a estrutura, esse equilibrio pode ser atingido em funcdo do nivel da carga
aplicada que, obviamente, influencia a deformacdo e consequentemente os esforgos

resultantes (Figura 1.5).

Na natureza ¢ comum encontrar esquemas estruturais que apresentam um funcionamento
estritamente ndo linear, ¢ que tém sido objecto de estudo por parte de investigadores e
engenheiros. Para exemplificar este comportamento, pode-se referir as investigagdes de Kwan
(2004) no estudo do esquema estrutural utilizado pelas aranhas na construcdo das suas teias,
em que a resolugdo desse esquema so ¢ possivel recorrendo a configuragdo deformada da

estrutura, neste caso a teia da aranha.

A aranha utiliza instintivamente esta analise na aplicacdo do pré-esforco aos diferentes

filamentos que compdem a estrutura (teia).

Z|A B (o] N 1 1 N |
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Figura 1.6 — Esquema estrutural idealizado para as teias de aranha — Kwan (2004).

O esquema estrutural idealizado por Kwan (2004) permite compreender o funcionamento
desse pré-esforco, Figura 1.6. Este esquema ¢ bastante parecido com a configuracao critica do
arco de trés rotulas (Figura 1.4), pelo que € necessario utilizar uma andlise ndo linear

geométrica para atingir o equilibrio das forcas aplicadas.
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Figura 1.7 — Analise de 2* ordem do esquema estrutural idealizado por Kwan (2004).
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Na Figura 1.7, observa-se ainda o nivel de pré-esforco aplicado a cada filamento da teia e
ainda a deformagdo estrutural que permite formular o equilibrio. Neste caso, a analise nao

linear, garante a sobrevivéncia de uma espécie.

Para finalizar, ¢ abordando de uma forma geral o problema da ndo linearidade, pode-se
afirmar que o principal obstaculo para a realizagdo de analises ndo lineares esta relacionado
com o elevado ntimero de equacgdes resultantes que € necessario resolver e consequente
escolha do melhor método de resolucdo. Se no passado este tipo de analise s6 era realizada em
estruturas simples, com o aumento da capacidade dos meios computacionais, ¢ possivel
estudar estruturas de geometria complexa e assim aumentar a qualidade final da estrutura e a

quantidade de informag&o sobre o seu comportamento.

Neste contexto, a instabilidade (associada a ndo linearidade geométrica) ¢ uma das areas
menos estudadas no dominio do comportamento estrutural, assim como uma das menos
aplicadas no dimensionamento de estruturas, pelo que se torna necessario proceder a estudos
pormenorizados para concluir qual a sua importancia no desempenho estrutural e, no caso de

se revelar critica, propor solu¢des para minimizar o seu efeito.
1.2 OBJECTIVOS DO TRABALHO

Como se referiu, existe a necessidade de analisar as estruturas de forma a contabilizar os
efeitos ndo lineares. A ndo linearidade material ¢ importante quando se utilizam as
capacidades efectivas dos materiais que, nos casos correntes de estruturas utilizadas na
engenharia civil, ndo corresponde a verdade, pois, o nivel de tensdes a que as estruturas estao
sujeitas, sdo muito reduzidas e o comportamento pode considerar-se linear. Este problema
torna-se mais importante na analise de materiais compositos, como as estruturas mistas ago-
betdo (e até o proprio betdo armado), a utilizacdo de fibras de reforgo, etc., cuja utilizagdo esta
cada vez mais banalizada, ou entdo quando se explora a ductilidade dos materiais para niveis

de carga elevados.

O problema da ndo linearidade geométrica ou de 2* ordem estd, no entanto, presente na
maioria das estruturas de engenharia civil, em particular nas estruturas metalicas que, pela
esbelteza dos elementos que a constituem, sdo susceptiveis de apresentarem deformagdes
globais significativas e consequentemente um comportamento estrutural diferente do
inicialmente admitido. Dentro desta analise, na abordagem de problemas de instabilidade, os
codigos permitem o recurso a simplificagdes conservativas, como os porticos planos, para a

analise de estruturas tridimensionais. Se por um lado, estas simplificagcdes permitem prever
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rapidamente o comportamento da estrutura, também introduzem erros que, no caso de serem
significativos, representam um afastamento entre as hipdteses admitidas no projecto e o

comportamento real, alterando o resultado estrutural pretendido.

Assim, para optimizar o desempenho estrutural, ¢ necessario estudar com maior rigor o
comportamento ndo linear geométrico das estruturas, em particular nas estruturas
tridimensionais cujo modelo de calculo deve corresponder a estrutura efectivamente
idealizada, evitando o recurso a simplificagdes que podem comprometer o comportamento do

esquema estrutural idealizado.

Devido ao elevado niimero de variaveis envolvidas na analise de instabilidade de estruturas, é
necessario recorrer aos meios computacionais para obter os resultados em tempo ttil. Embora
exista software comercial capaz de elaborar estudos sobre a instabilidade de modelos
tridimensionais, torna-se imperativo aferir o seu rigor e validar os seus resultados através da
comparagdo com exemplos de solucdo analitica conhecida, para identificar os problemas —

tipo para os quais ¢ possivel a sua utilizagdo.

Neste contexto, foi elaborado o presente trabalho no qual se pretende atingir os seguintes

objectivos principais:

— Estudar o comportamento de porticos bidimensionais e tridimensionais, numa
abordagem matricial, com o recurso a uma analise ndo linear geométrica,

considerando a perda de estabilidade global da estrutura;

— Comparar metodologias ¢ formula¢des de analise ndo linear geométrica para

identificar possiveis deficiéncias na modelagdo estrutural.

— Analisar o desempenho de porticos 2D e 3D, optimizando a geometria estrutural
através da utilizacdo de esquemas de contraventamento para impedir a deformacao

excessiva (ou limitando-a), e simultaneamente aumentar a capacidade resistente.

Para atingir estes objectivos foi necessario:

— Identificar os principais fundamentos tedricos nos quais se baseia a analise ndo linear

geométrica em estruturas reticuladas;

10



Introducio

— Desenvolver uma ferramenta computacional que permite realizar uma analise ndo
linear geométrica exacta, uma vez que a maior parte do software disponivel utiliza

métodos aproximados para este tipo de analise;

— Utilizar software comercial, baseado em formula¢des aproximadas, comparando os

resultados obtidos com os resultados da analise exacta;

— Calibrar os programas de célculo automatico recorrendo a exemplos com solucdo

exacta conhecida;

— Elaborar um estudo paramétrico sobre a geometria de porticos 2D e 3D;

— Introduzir elementos de travamento em cada um dos exemplos estudados.

1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertacdo pretende apresentar um estudo paramétrico sobre a instabilidade de porticos 2D
e 3D, através de uma abordagem matricial da analise ndo linear geométrica. Este estudo,
fundamenta-se na utilizagdo de software, pelo que, em primeiro lugar, ¢ necessario apresentar
as bases teéricas utilizadas nos algoritmos de resolucdo, aferir o seu rigor e comparar os
resultados obtidos relativamente a solugdo exacta. De seguida, e apos validar o software, ¢
necessario estudar algumas configuragdes estruturais, variando alguns parametros, para
relativizar a sua importancia neste tipo de analise. Finalmente, apresentar as conclusoes
relativas aos estudos efectuados e indicar linhas futuras de investigagdo que permitam

continuar o trabalho desenvolvido nesta dissertacao.

Para atingir os supra referidos objectivos, a dissertacdo foi organizada tematicamente em
capitulos, incluindo a introdugdo, as conclusdes e as referéncias bibliograficas. De seguida

serdo sucintamente descritos os assuntos abordados em cada um desses capitulos:

No capitulo 2, sdo apresentadas as bases tedricas nas quais se fundamenta a analise ndo linear
geométrica de porticos 2D e 3D, sendo utilizada uma abordagem matricial para equacionar o
problema da instabilidade estrutural. S3o também apresentadas as formulagdes utilizadas para

o estudo de poérticos com ligagdes rigidas e semi-rigidas.
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No capitulo 3, descreve-se o software com o qual se elaborou esta dissertagdo, nomeadamente
uma ferramenta computacional desenvolvida pelo autor e pelo orientador cientifico, a qual se
designou de INST3D e o software comercial SAP 2000, LUSAS ¢ ANSYS. Sdo ainda
esquematizados os processos de analise utilizados por cada software na formulacdo do

problema nao linear geométrico.

No capitulo 4 esta sintetizada a calibragdo do software, utilizando a comparagdo entre os
resultados obtidos com os programas de calculo automatico, relativamente a exemplos 2D e

3D com solucdo analitica conhecida.

No capitulo 5, s3o modeladas varias estruturas elaborando um estudo paramétrico, incidindo
sobre a definicdo geométrica dos porticos, apresentando os resultados obtidos para cada
geometria. Posteriormente, para optimizar o desempenho estrutural, sdo introduzidos
elementos estabilizadores que impedem a deformacdo lateral da estrutura (translagdes nodais

ao nivel dos pisos).

No capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes sobre o estudo paramétrico elaborado neste
trabalho relativamente a cada um dos objectivos propostos. Face as conclusoes sdo apontadas

linhas de desenvolvimento futuro desta dissertagao.
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2 - ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA 2D E 3D

2.1 INTRODUCAO

A evolucdo dos sistemas computacionais permitiu desenvolver software capaz de resolver a
maioria dos problemas da engenharia de estruturas. As dificuldades iniciais relacionadas com
a grande quantidade de informag@o que era necessario processar para proceder a modelacdo
de sistemas ndo lineares, assim como, a obtencdo em tempo util dos resultados, foram
ultrapassadas através da facilidade de armazenamento de dados e da velocidade de

processamento dos computadores actuais.

Neste contexto, o recurso ao computador potenciou o desenvolvimento de algoritmos para a
resolucdo desses problemas. Inicialmente, as analises efectuadas eram do tipo linear
geométrico sendo o equilibrio obtido na configuracdo ndo deformada da estrutura, em que as
accOes se apresentam proporcionais as deformagdes. A necessidade de estudos mais realistas
impos a introdugdo de formulacdes ndo lineares geométricas na elaboracdo dos algoritmos.
Neste caso, o equilibrio é obtido na configura¢do deformada, constituindo um problema nédo
linear, Figura 2.1 (Leipholz 1970, Majid 1972, Chen e lui 1988).

I I

C D

A B

77777 77777
a) b)

Figura 2.1 — Portico 2D: a) configuracdo ndo deformada, b) configuragdo deformada.

De entre os algoritmos computacionais existentes, a metodologia mais utilizada para abordar
este tipo de analise, baseia-se no método dos elementos finito (MEF), que corresponde a uma
simplificacdo numérica da andalise analitica exacta. A utilizacdo intensiva deste método
provém da sua simplicidade de programacdo e da existéncia de algoritmos universais, pelo

que se torna no processo numérico escolhido pelos programadores de software comercial.
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Esta metodologia requer a discretizagdo da estrutura em elementos finitos e a determinacgao
das matrizes de rigidez elementares [K°] que apOs assamblagem constituem a matriz de

rigidez global [K]. Para resolu¢do do problema utiliza-se o sistema de equagdes
{/}=[K1{u} @.1.1)

em que {f} representa o vector das forgas nodais e {u} o vector dos deslocamentos nodais.

Figura 2.2 — Elemento de barra 3D. Graus de liberdade.

A diferenga entre uma analise de 1* ordem e a de 2* ordem reside na definigdo da matriz de
rigidez [K]. Na analise de 1* ordem, a matriz [K] depende das propriedades materiais e
geométricas dos elementos que constituem a estrutura e o vector {f} das caracteristicas das
cargas aplicadas. No caso da andlise de 2* ordem, a matriz de rigidez e o vector das cargas
nodais estdo interdependentes, ou seja, as cargas contidas em {f} provocam uma deformacao

do elemento de barra, em que [K] depende dessa deformag@o para poder ser determinada.

Xl 5x1 X2 5)(:2
Y, 5y, Y, oy,
Z1 521 Zz 522

/= = /- — = 212)
Mxl [M} 0x1 MxZ { - L 7“7} exz
My, e 0y, My, Kai | Kaa 6y,
_MZI _021 _MZZ _022

Para a obtengdo de [K], diversas abordagens podem ser feitas aquando da resolugdo de
problemas ndo lineares geométricos (determinacdo de cargas criticas e respectivos modos de
instabilidade). Neste capitulo, ¢ apresentado o suporte analitico no qual se fundamenta a

resolucdo deste tipo de problemas, recorrendo a formulagdes classicas baseadas em modelos
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exactos e aproximados. As metodologias para determinacdo dos parametros criticos e

respectivos modos de instabilidade serdo descritas no capitulo 3.

2.2 ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

O principal inconveniente na avaliagdo do problema ndo linear geométrico, reside na
definicdo da matriz de rigidez, que permite relacionar as ac¢des com as deformacdes. Para a
sua determinagdo, normalmente sdo usadas duas formulagoes distintas; uma fundamentada
numa analise exacta, através da utilizacdo da matriz de rigidez total exacta, na qual estdo
introduzidos os efeitos do esfor¢o axial sob a forma de fungdes de estabilidade, e outra, com o
recurso a uma formulacdo aproximada da matriz de rigidez total, em que as fungdes de
estabilidade associadas a contribuigdo do esforgo axial se encontram linearizadas, ou seja, sdo
simplificagdes lineares das fungdes de estabilidade exactas. As fung¢des de estabilidade
introduzem o efeito do esfor¢o axial na diminuicao da rigidez a flexdo do elemento, podendo

as duas formulagdes ser utilizadas em problemas bidimensionais e tridimensionais.

A maior parte das estruturas utilizadas na engenharia civil apresentam configuracoes
geométricas que correspondem a estruturas reticuladas, nomeadamente, porticos constituidos
por elementos de elevada resisténcia a esforcos axiais (pilares), e elementos de elevada

resisténcia a momentos flectores e esforcos de corte (vigas).

)
N\
;

] Pl o vy

Figura 2.3 — Modelagdo estrutural — Pérticos.

Supondo que sdo estas estruturas que garantem a capacidade resistente, omitindo a
contribuicdo dos elementos laminares como as lajes e considerando que as cargas aplicadas

sd0 na sua maioria suportadas por esses porticos, pode fazer-se uma andlise baseada no
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Me¢étodo dos Deslocamentos (MD), que corresponde a uma simplificacio do MEF para

estruturas constituidas por elementos lineares ou de barra.

Para estudar o comportamento dos porticos, relativamente ao seu desempenho ndo linear, ¢

necessario analisar os varios tipos de ligagcdes entre os elementos de barra que constituem

esses porticos. Neste contexto, ¢ comum classificar essas ligagdes da seguinte forma:

(i)

(ii)

(iii)

Ligacdes rigidas, onde existe transmissdo de momentos (rotag@o relativa entre as

extremidades das barras impedida).

Ligacdes semi-rigidas, onde ha transmissdo de momentos (impedimento parcial

da rotacdo).

Ligagoes articuladas, onde ndo ha transmissao de momentos e existe liberdade de

rotagdo relativa entre as extremidades das barras.

Como ja foi referido, os porticos sdo constituidos por barras, que devem estar ligadas entre si,

de forma a impedir a deformagéo da estrutura. Para determinar a equagdo de equilibrio de um

sistema de barras ou portico, contabilizando o efeito da deformacgdo, torna-se necessario

impor condic¢des a modelagdo do elemento, assim:

(1)

(ii)

(iif)

(iv)

V)

(vi)

Todos os elementos sdo, inicialmente, prismaticos e rectilineos. As secgoes

permanecem planas apos deformacao.

Todas as secgdes do elemento sdo compactas de forma a ndo permitir a

existéncia de fendmenos locais de encurvadura.

Todos os elementos estdo suficientemente contraventados de forma ndo permitir

flexao ou flex@o-tor¢ao no plano perpendicular ao plano que contém a estrutura.

As deformagdes e extensdes sdo consideradas muito pequenas, mas permitindo

grandes deslocamentos transversais de corpo rigido.

As forgas de corte sdo suficientemente pequenas para se poder desprezar a

deformacao por esforgo transverso.

O encurtamento axial por flexdo ¢ insignificante.
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Estas condicdes sdo validas para a maioria das estruturas metalicas, e permitem descrever as
bases tedricas que definem a andlise de instabilidade de um elemento do tipo Viga-Coluna,
em que se contabiliza a influéncia do esforgo axial na deformagdo da barra, ou seja, uma

analise de 2* ordem (Huseyin 1975, Narayanan 1983, Chen e Lui 1988).

As hipoteses foram equacionadas com base na capacidade das estruturas poderem apresentar
grandes deformacdes de corpo rigido antes do colapso, em que as seccdes ndo apresentam
distor¢des significativas e o comprimento da linha que define o eixo do elemento permanece
praticamente inalterada mesmo na configura¢do deformada. A encurvadura perpendicular ao
plano da estrutura estd estudada para que n3o surjam fendmenos de instabilidade nessa
direc¢cdo, nomeadamente flexdo-tor¢do. Como nos casos mais comuns sdo usados perfis de
séries comerciais, ndo ocorrerem fenémenos locais de instabilidade (como o enfunamento da

alma).

O estudo efectuado pelo autor, sintetizado neste trabalho, estd fundamentado na utilizagdo de
software capaz de realizar analises ndo lineares, nomeadamente, instabilidade de estruturas.
Neste tipo de analise pretende-se determinar a capacidade ultima de uma estrutura, ¢ 0 modo
de instabilidade que caracteriza essa mesma capacidade. Se for considerada uma analise de
instabilidade elastica, entdo a capacidade resistente estd relacionada linearmente com as

cargas aplicadas através de

{F}=2{R} 2.2.1)

em que {F;} corresponde a carga de instabilidade da estrutura, {P;} representa as cargas
aplicadas e A o pardmetro de carga. E ainda considerada a actuacio de cargas nodais de forma
a ndo surgirem momentos primarios nos nos que definem as ligagdes viga-pilar.

g

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2.4 — Modos de instabilidade — com e sem deslocamentos laterais.
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Os modos de instabilidade estdo relacionados com o tipo de mobilidade da estrutura,
podendo-se distinguir dois tipos: porticos com deslocamentos laterais dos nos (Sway frames)
e porticos sem deslocamentos laterais dos nos (Un-Sway frames). O caso mais desfavoravel
corresponde ao portico com deslocamentos laterais dos nds, em que a estrutura perde a sua
geometria inicial através de uma translacdo dos nds que ndo possuem restricdes aos

deslocamentos.

A generalidade do software comercial utiliza modelos numéricos simplificados, obtidos
através da linearizagdo das equacdes analiticas exactas, para abordar a analise ndo linear
geométrica de estruturas, sendo a formulagdo exacta utilizada no desenvolvimento de
programas de céalculo na area da investigagao.

A utilizag@o destas duas abordagens esta dependente do tipo de problema em estudo, no caso
de dimensionamento, o recurso a formulacdo aproximada ¢ mais vantajoso, pois consume
menos recursos computacionais e permite obter os resultados num periodo de tempo mais
reduzido. No caso da investigacdo, em que o maior rigor deve prevalecer em relagdo ao tempo

de calculo, a formulag@o exacta revela-se a opcao mais correcta.

Desta forma, cada formulacdo apresenta vantagens e inconvenientes. A formulacdo exacta
permite, com o recurso a um unico elemento, determinar a influéncia do esforco axial na
flexdo da barra, apresentando como principal inconveniente a alta ndo linearidade das fungdes
de estabilidade, tornando mais complexo o problema da determinagdo dos pardmetros criticos
e respectivos modos de instabilidade. Relativamente as formulagdes aproximadas, sdo mais
faceis de programar e modelar uma vez que o problema ¢ de resolugdo linear, tendo como
inconveniente o facto de ser necessario proceder a subdivisdo das barras em 3 ou mais

elementos, para obter erros inferiores a 3% relativamente ao resultado de uma formulacao

exacta.

De seguida, sdo apresentados os casos mais comuns de modelacdo de elementos,
apresentando formulacdes correspondentes as modelagdes 2D e 3D de elementos de barra.
Como se usou software, cujos algoritmos utilizam uma abordagem matricial para resolver este
problema, a definicdo dos fundamentos tedricos que explicam o funcionamento ndo linear das

estruturas sera abordada recorrendo a notagdo matricial.

Estas formulagdes foram estudadas por diversos autores pelo que a sua demonstracdo sera
efectuada de acordo com a notagdo por estes utilizada. Em cada secc¢do serdo referidos os

autores e a respectiva notacao.
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2.3 ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA 2D

A analise linear de instabilidade pode ser feita através de métodos baseados em formulacdes
matriciais exactas e aproximadas, para determinar o pardmetro de carga A, que provoca a
perda de estabilidade da estrutura e caracterizar o respectivo modo de instabilidade.
Recorrendo a equagdo de equilibrio, equacdo 2.2.1, a formulacdo aproximada corresponde a
uma simplificagdo da matriz de rigidez exacta [K], que relaciona o vector das cargas {f} com

o vector dos deslocamentos {u}.

No caso de se utilizar a formulagido exacta, o valor de A, é obtido directamente através da
resolucdo da equacdo analitica exacta que define o equilibrio estrutural. Ao utilizar a
formulagdo aproximada, com a matriz de rigidez aproximada, a equacdo analitica ¢
simplificada recorrendo a linearizacdo da matriz de rigidez exacta, o que implica um erro na

avaliagdo de A, que deve ser correctamente estudado para garantir um resultado rigoroso.

Figura 2.5 — Elemento de barra 2D. Graus de liberdade.

No caso de estruturas 2D, a matriz de rigidez elementar [K°] tem uma dimensdo (6x6) que

corresponde aos graus de liberdade nodais do elemento de barra 2D (Figura 2.5).

4 09 o 4 0
I I

26 , =12 6

rr L rr L

-6
[K"]:ﬂ 40 N 2 (2.3.1)

L 4

Z 0 0
I

Sim. lL—z _76

4
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Se o equilibrio do elemento for realizado na configuracdo inicial (ndo deformada) entdo [K]
correspondera a matriz utilizada na analise linear; se o equilibrio for efectuado considerando a
deformacdo do elemento, [K] tera que incorporar o efeito dessa deformagdo e
consequentemente a influéncia do esforco axial, que associado a deformacdo altera a

capacidade resistente do elemento.

De seguida, s@o apresentados os fundamentos tedricos que permitem definir as matrizes de
rigidez. Inicialmente, procede-se a determinagdo da matriz de rigidez total exacta, para varias
condi¢des de fronteira, e posteriormente determina-se a formulacdo aproximada da matriz de

rigidez para as mesmas condi¢des de fronteira.

2.3.1 Matriz de Rigidez Total Exacta 2D

As primeiras investigacdes efectuadas para estudar a analise linear de estabilidade foram

efectuadas recorrendo a formulacdo exacta da matriz de rigidez de um elemento de barra 2D.

Esta formulagdo permite determinar os valores exactos dos pardmetros criticos e respectivos
modos de instabilidade. Sera apresentada a formulacao classica da matriz de rigidez para trés
situacdes: quando ndo existe translacdo das extremidades da barra, quando existirem
translacdes laterais das extremidades das barras e quando as liga¢des entre os elementos sdo
flexiveis, ou seja, quando as estruturas apresentam ligacdes semi-rigidas. Este Gltimo caso
revela-se de grande importincia pois a maior parte das estruturas rectangulares metalicas

apresentam este comportamento.

2.3.1.1 Modelacao sem translacao das extremidades

Em todos os casos que se apresentam, o fundamento matematico esta apoiado no equilibrio de
um elemento na configuracdo deformada em fungdo das suas condicdes de fronteira. A
complexidade da matriz de rigidez aumenta a medida que aumentam as varidveis associadas
as condicdes de fronteira e o caso mais simples consiste no equilibrio de um elemento que nao
possui translagdes nas extremidades, que constitui o primeiro esquema estudado para a

determinacgdo da matriz de rigidez exacta de um elemento de barra 2D.

Neste caso, procede-se ao equilibrio de um elemento de uma barra 2D na sua configuragdo
deformada, impedido de sofrer translagdes nas suas extremidades, conforme ilustrado na
Figura 2.6. O elemento esta sujeito a um esforgo axial P e aos momentos nas extremidades My

e Mp. As deformacdes por rotacio das extremidades correspondem a 6, e 6.
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Figura 2.6 — Elemento 2D sujeito a momentos e esforgo axial nas extremidades.

Como se pode observar, a barra ndo apresenta translagdes ¢ a equagdo de equilibrio sera
encontrada procedendo ao equilibrio de esfor¢os numa porcdo infinitesimal do elemento na

configuragdo deformada, Figura 2.7 (Chen e Lui 1991).

M
P %>A 1
k% \\\‘%j T
Ma + Mg M ot
L X

Figura 2.7 — Diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal.

Assim, a equacgdo diferencial de equilibrio fica definida por

2
B gy Mat My M, (232)
dx? LEI El

em que p=P/(r’EI/L’) e cuja solugio geral é

M, +M M
Sy (2.3.3)

w= Asin px+ Bcos px+ x
LEI p2 Elp2

As constantes A e B podem ser determinadas através das condi¢des de fronteira

w(0)=0, w(L)=0 (2.3.4)

assim, A e B serdo
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1

A=—— (M L+M 235
El p? sian( 48P ) (2:3)
p=2 (2.3.6)

Elp2

procedendo a substituicdo de A e B na equagdo 2.3.3 obtém-se

1 L . 1
w= [COS’O s1npx—cospx—%+l}MA— {

. X
— sin px—— |M 2.3.7
Elp?| sin pL El p? P L} s 237

sin pL

de onde

dw__ 1 |cospl cos px———|M,  (238)
dx Elp| sin pL

COS px +sin x—i M !
P P pl sin pL pL

CElp

e as rotacoes 64 e G5 sdo obtidas tomando respectivamente x=0 e x=L,

0A=@ =L 51an—{0LcospL MA+£ smp‘L—pL M, (239)
dx|,_, EI| p2sin pL EI| p2sinpL |

6’3:@ :i s1np.L—pL M +i s1an—PLcospL M, (23.10)
dx|,._, EI| p*sinpL El prsin pL |

a relagdo forga-deslocamento, desprezando o encurtamento devido a curvatura, ¢ dada por

p=Lls (2.3.11)
L
em que 0 corresponde ao deslocamento axial.
Resolvendo 2.3.9 € 2.3.10 para M, e Mz em relagdo a 8 ¢ 6 obtém-se
M, =ﬂ(Sﬁ-aA+Sﬁ-eB) (2.3.12)
M, :E(Sji-9A+Sﬂ»6’B) (2.3.13)
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As equagdes 2.3.11, 2.3.12 e 2.3.13 podem ser escritas na forma matricial

M, s, S, 06,
M, =% s, S, 0 |le, (2.3.14)
P 0 0 A/I)\&

em que S;=S;=S; e S$,=S;=S; sdo as fungdes de estabilidade, M,, Mp, os momentos
incrementais, P o esfor¢o axial incremental, 64, Op, as rota¢des incrementais, J o0
deslocamento transversal incremental, 4 a area, [ a inércia, L o comprimento do elemento e £

o modulo de elasticidade.

As fungdes de estabilidade associadas a matriz sdo definidas por:

psin(p)— p2 cos(p)

. se P<0
2—2cos(p) - psin(p) (2.3.15)
p>cosh(p) = psinh(p) o _
2—2cosh(p)— psinh(p)
p2 — psin(p) se P<0
2-2 - psi
5= cos‘(,o) psm2(,0) (2.3.16)
psinh(p) - p se P>0

2—2cosh(p)— psinh(p)

em que ,0=P/(712EI/L2 ) com P positivo nas tracgdes.

Como se pode verificar, a matriz de rigidez ¢ uma funcdo do esfor¢o axial, pois as fungdes S;
e S, dependem de p (P), e da deformacao da estrutura, que ndo € conhecida no instante inicial.

Desta forma, a solug@o s6 pode ser encontrada através de um processo iterativo.

2.3.1.2 Modelacido com translacio das extremidades

Se a estrutura admitir deslocamentos transversais, como no caso de porticos de ndés moveis,
entdo as condicdes de fronteira sdo alteradas em relacdo ao problema anterior. A formulacdo
da matriz de rigidez total exacta pode ser determinada introduzindo o deslocamento

transversal na equagdo dos momentos M, ¢ Mg (Chen e Lui 1991).
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A
85
5,
Figura 2.8 — Elemento 2D com transla¢des nas extremidades.
Se A representar o deslocamento transversal entdo os momentos M, e Mp sdo
El A A EI A
M, = T{sii (QA —zj +s, (GB —zﬂ = T[siﬂA +5,;6, - (sl.l. +5; )Z} (2.3.17)

El A AY|_EI A
M, = T{sﬁ (eA _fjﬂf'f (493 —zﬂ = T{sﬁeA +5,0, (s, +s, )ﬂ (23.18)

em que 04= 6;, e 9= 04, sdo as rotagdes medidas em relagdo a posi¢do inicial do eixo do

elemento e S;; = Sj;, Sij = Sji representam as fungdes de estabilidade S; e S> respectivamente.

O esforco transverso, 7, ¢ dado por

T = _(Mj (2.3.19)
L
na qual substituindo M, e Mg resulta
EI A
= _T{(sﬁ +5,)0,+(5,+5,)8,-2| (s, +s,) —(kL)ZJZ} (2.3.20)

A relacdo forca-deslocamento, desprezando o encurtamento devido a curvatura, ¢ dada pela
equacdo 2.3.21, em que u representa o deslocamento transversal.
EI

P=—u 2.3.21
7 ( )
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As equagdes 2.3.17, 2.3.18, 2.3.20 e 2.3.21 podem tomar a forma matricial

S+,
Sy Sy 7 - 0
M, s |[*
Sll - ‘
MB El L 93
= i (2.3.22)
T 2(sil.+sii)—(kL) 0 A
P r u
Sim. ?

Introduzindo os graus de liberdade r;, 7, 73, 74, ¥s € ¥s para o elemento deformado, como

indicado na Figura 2.9

posicéo inicial—

Figura 2.9 — Elemento 2D com translagdes nas extremidades — graus de liberdade.

e, associando esses graus de liberdade ao sistema de forcas actuante, My, Mg, T, P, entdo a

equagdo de equilibrio sera

n 0 0 0 1
7, 0 0 -1 0|(M,
7, 1 0 0 0 || M,
- (2.3.23)
7, 0 0 0 -1 T
v 0 0 1 0\ P
r) |0 1 0 0 |
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Considerando pequenos deslocamentos nas extremidades

dl

6y [0 o 1 0o 0 0|4

6,/ |0 o o o o 1|4
= (23.24)

Allo -1 0o o 1 0|d

w) 1 0 0o -1 0 0]d,

d

Combinando as equagdes 2.3.22, 2.3.23, 2.3.24, obtém-se um sistema de equagdes no qual a

matriz de rigidez assume a forma

4 09 o0 4 0
7 7

2. 6 12 6

P(ﬁ] Z¢2 0 _?(b] Z¢2

a9, 0 24, 29

(k)= ’ A (23.25)

L A

2 9 0
7

. 12 6

Slm. ?¢1 —Z¢2

49,

em que ¢, (j =1,2,3,4) representam as fungdes de estabilidade conforme definidas por Reis e
Camotim (2000), Barros (1999-2000) e relacionaveis com as fungdes de estabilidade

originalmente desenvolvidas por Livesley e Chandler (1956).

Para o caso de se considerar P um esfor¢co de compressdo, entdo as funcdes de estabilidade

sdo definidas por

_pisinp

¢ = 20 (2.3.26)
_ p>(I1—cos p)

P, = 5 (2.3.27)

26



Analise Nao Linear Geométrica 2D e 3D

g, = LEIMP=peosp) (23.28)
49,
g, = LL=SNP) (2.3.29)
‘ 29,
com p= kL,
¢.=2—-2cos p—psinp (2.3.30)
P
k=,— 2.3.31
Zl ( )
Para P de tracgdo
3sinh
0 =208
129,
p2(cosh p—-1)
T
! ) (2.3.32)
4, = p(pcosh p—sinh p)
3 49,
4, = p(sinh p—p)
, =
20,
com p= kL,
@ =2—-2cosh p+ psinh p (2.3.33)

As fungdes de estabilidade ¢, (j =1,2,3,4) podem apresentar uma notagdo equivalente como

a referida por Barros (1999-2000). Para o caso de P<( (compressao):

¢, =¢,fcot B
__ P
%= 3(1-Bcot p)

3 1 (2.3.34)
P, = Z¢2 +ZIBCOtﬂ

3,1
0.=30,~ Beot B

27



Capitulo 2

com

kL L [P x [P
kK _L P 7 2.3.35
p 2 2VE 2\P ( )

2
Pe:ﬂE]
L2

(2.3.36)

Se o esfor¢o axial for nulo, P=0, pode-se provar, aplicando a regra de L’Hospital, que
9, (j=1,2,3,4)=1. Se o esfor¢o axial for pequeno, as fungdes de estabilidade conduzem a
uma indeterminacdo. Para evitar esta situacdo as fungdes podem ser desenvolvidas em séries

de Taylor (Chen e Lui 1991):

2 4 6 8

ool4Pl P P 3P (2.3.37)
10 8400 108000 2328480000
2 4 6 8

ool P P3P (2.3.38)
60 8400 756000 2328480000
2 4 6 8

=4l L P S0P (2.3.39)
30 25200 108000 2328480000
2 4 6 8

o1 B Mpr | 907p (2.3.40)
60 25200 756000 2328480000

onde
p>=(kL)" = PL (2.3.41)
= 3.

¢ positivo no caso de esforgos de trac¢do e negativo para esforgos axiais de compressao.

Para evitar a utilizacdo de diferentes equagdes para as forgas de compressdo e de traccdo, os
autores Goto ¢ Chen (1987) apresentam outro desenvolvimento em série para simplificar as

fungoes de estabilidade:

@ :{HZ(Znil)'[(kL)z] }/12¢ (2.3.42)
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com

1 « 1 2 !

& —{T;m[“‘” } }/@’ @34
1 & 2(n+) !

0, {5 > ot [ J}/4¢ (2.3.44)

4={% i e [ ]n}/Zqﬁ (2.3.45)

n

=L2 22”” [ 2} (2.3.46)

n+4)!

Nestas equacdes (kL)’=p’=PL*/EI é positiva para traccdes e negativa para compressdes.

Nos graficos 2.1 e 2.2 estd representada a variagdo das fungdes de estabilidade em fungdo de

P/P, , em que P, representa a carga critica de Euler, para os casos de trac¢do e compressao.

9.

0.5

P/Pe

Grafico 2.1 — Fungdes de estabilidade — compressao.
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2.5 3.5

0.5 1.5 2
P/Pe

Grafico 2.2 — Fungdes de estabilidade — trac¢éo

2.3.1.3 Modelacao com ligacdes semi-rigidas

Nas seccoes anteriores foram estudadas barras com continuidade de transmissao de esforgos
nas extremidades. As ligacdes entre pilares e vigas (Figura 2.10) normalmente, ndo podem ser

consideradas como unides de continuidade, situando-se entre uma configuragdo de barra

biarticulada (1) e encastrada (3) nas extremidades o que confere as ligagdes um

comportamento semi-rigido (2) (Narayanan 1989, Xu 2000).
M
A ®

M
=
=0
r / @

Comportamento
__ real I

///’_/ ~~
|

_
_
/

b
g L Modelo de calculo
|

Figura 2.10 — Ligagdes. Relagdo momentos — rotacdo.

Rigida

Semi-rigida

Articulada
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Na realidade, praticamente todos os porticos metalicos apresentam um comportamento semi-
rigido ja que as ligacdes apresentam sempre um certo grau de rigidez e o uso de modelos
continuos ou rotulados consiste numa simplificacdo para facilitar a andlise e o

dimensionamento, mas ndo corresponde ao comportamento real das estruturas.

VIGAS DIAGRAMA DE MOMENTOS
w
,/.::\;\\\\\\\4\ )<////// w2 X
M="g"
e
M
WP
w 0<M<ﬁ
— — ~
I W, we
M 24 <M<78
2
M-
w

/i
I
/
I
I
]
|
|
|
|
|
\\
\
\
\
\
I
‘ N J
=<

Figura 2.11 — Momentos e flechas para varias condig¢des de fronteira.

Na maior parte dos casos, o comportamento apresentado pelas ligacdes com flexibilidade,
corresponde a uma lei ndo linear o que obriga a processos iterativos para determinar a solugao
(Aristizabal-Ochoa 2001). Esta nao linearidade esta associada a factores como a cedéncia

local, encurvadura local, concentracdo de tensdes, deslizamento dos parafusos, etc.

Para analisar estruturas com ligacdes semi-rigidas, ¢ necessario seleccionar um método que
simule o seu comportamento. Para numa andlise de instabilidade, pode-se simular o
comportamento das ligagdes utilizando elementos lineares com rigidez inicial constante,

situacdo também valida para andlises de utilizacdo (Chen e Lui 1991).

Na determinag¢do do pardmetro critico, ¢ necessario escrever as equacdes de equilibrio da

estrutura, relativamente a configuragdo deformada considerando o efeito P-9.
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Na modelacao das ligagdes semi-rigidas podem ser utilizadas as equagdes de equilibrio que se
apresentaram para as ligacdes rigidas, alterando-as para introduzir o efeito da flexibilidade das

ligacdes na instabilidade global da estrutura.

Dada a importancia do funcionamento das ligagdes na andlise ndo linear geométrica e
consequente determinacdo do pardmetro critico, sera apresentada uma formulacdo da matriz

de rigidez total exacta que introduz o efeito da flexibilidade das ligacdes.

Considerando um elemento de barra com molas de rotagcdo nas extremidades, para simular a
flexibilidade da ligacdo, pode-se equacionar o equilibrio na configuragdo deformada, Figura
2.12 (Chen e Lui 1991, Chen e Seung-Eock 1997).

Figura 2.12 — Elemento 2D com rotagdo parcial nas extremidades.

Sendo R4 € Ry a rigidez inicial das ligagdes em A4 e B, respectivamente a rotagdo relativa

entre o n6 e a extremidade da viga pode ser escrita como

0, = M, (2.3.47)
RkiA
M

6, = R—B (2.3.48)

Como se pode observar, M, e Mz sdo os momentos nas extremidades da viga e as equagoes

dos momentos, modificadas pela presenca da rigidez das ligacdes, sdo

Mﬂ{ 0,11\ (g, - Mo (2349)

L RkiA RkiB

Mﬂ{ 6,-Ms),s (g, -Ma (2350
L RkiA RkiB
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onde E/ ¢ arigidez a flexdo e L o comprimento da viga.

Resolvendo as equagdes 2.3.49 ¢ 2.3.50 para M, ¢ Mg, obtém-se:

EI
M, :T[S“HA +5;0, | (2.3.51)
EI
M, === [ 10,+5,6, | (2.3.52)
com
Els2  Els?
st =| s, i - 0 /R (2.3.53)
! LRkiB LRkiB
Els2  Els?
R (P M A ) & (2.3.54)
! LRkiA LRkiA
st =85 =5, / R* (2.3.55)

onde Sj; e Sj sdo as fungdes de estabilidade como apresentadas para o caso das ligagoes rigidas

nas extremidades do elemento de barra, e
Els

R =|1+—=— || 1+
LRkiA

As equagdes podem ser associadas a um elemento com seis graus de liberdade, Figura 2.13,

Els

H El j i
kiB L RkiA RkiB

2.3.56
TR ( )

relacionando os esfor¢os nodais 7,(i =1,...,6) com os esfor¢os P, My, e M3

_‘_‘
S ——
AN =
NN
\
\
\
\
\
\
\
|
|
/
[
|
|
\
>

[
Y

3 L

Figura 2.13 — Elemento 2D — graus de liberdade.
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1 0 0 0
" 1 1 P
0o - — —A
r L L L
P
rl |0 1 0 0
= M, |+ (2.3.57)
nl -1 0 0
MB
Kl -1 1 _PA
L L L
r6
0 0 1|

onde A corresponde a translacdo relativa do elemento.

Da mesma forma, u, 64 e Oz podem ser relacionados com d,(i =1,...,6) através de

_ _ dl
1 0 0 -1 0 0|l d,
u
1 1 d3
0,|=l0 — 1 0 -— 0 (2.3.58)
L L d,
HB
0 1 0 0 Loy dy
L L L i
d

As equagdes 2.3.57 e 2.3.58 podem ser combinadas tendo em consideragdo que

P AT 0 0\ u
M, =% 0 s 5|6, (2.3.59)
M, 0 S S )N6,

Substituindo a equacdo 2.3.59 na equacdo 2.3.56 e posteriormente em 2.3.57, obtém-se uma

relagdo entre 7; e d; dada por
(r)=[],,(d) (2.3.60)

Em que [k]viga representa a matriz de rigidez de um elemento de barra do tipo viga, pois numa
estrutura com ligacdes semi-rigidas a rigidez parcial nas extremidades encontra-se associada

as vigas.
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] 0 o -4 0 ;
! 1
(S;+2S;+S;)_P2 (S;-I—S;,-) 0 _(S;+2S;+S;)+p2 (S;+s;)
I’ I B -
* (S: +s;) .
I si 0 7 5 lasen
viga L
A 0 ;
1
Sim (25 +5)-0" _(5+5))
I 17
com p=kL.

A equagdo 2.3.61 pode ser simplificada considerando que o esfor¢o axial numa viga de um
portico rectangular ¢ normalmente desprezado. Assim, tomando S; = S;; =4 e S; = Sj; = 2 nas

equacdes 2.3.63, 2.3.64, 2.3.65 ¢ 2.3.66, obtém-se

é 0 0 —é 0 0
I I
(s;.+2s;+3;j) (s”+sjj) 0 _(s;.+2s;.+s;j) (s;.+s;j)
I L I L
) (si+s7) .
], =£ S 0 Si (2.3.62)
viga L
ﬁ 0 0
1
Sim. (s;+2s;.+s;) _(s;.+sj.j)
r L
com S; e S definidas por
- (4+ 123 jR* (2.3.63)
LRkiB
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2
s =| a4 12EBE | p. (2.3.64)
! LRkiA
em que
st =s" =2/Rx (2.3.65)
onde
2
R*:(H 4ET J(H 4E1 J—(ﬂj 4 (2.3.66)
L RkiA L RkiB L RkiA RkiB

com k=+/P/EI

Como ja foi referido, esta matriz ¢ valida para elementos de barra do tipo viga. Para
elementos de barra do tipo pilar, onde se garante a continuidade entre os varios elementos, a

matriz de rigidez corresponde a matriz apresentada na equagéo 2.3.25.

2.3.2 Matriz de Rigidez Aproximada 2D

Para utilizacdo em algoritmos computacionais, as formulagdes anteriores sdo de dificil
aplicagdo, sobretudo na época em que foram apresentadas, pelos escassos recursos
computacionais existentes e pela grande quantidade de informag¢do envolvida no
processamento. Com a chegada dos computadores pessoais com grande capacidade de
processamento, os programadores introduziram a formulagdo dos elementos finitos (MEF),
para resolver problemas relacionados com engenharia. Este método utiliza uma discretizagao
da estrutura em elementos finitos com a determinacao da matriz de rigidez para cada elemento
relacionada com os seus graus de liberdade. A matriz do sistema ¢ construida por

assamblagem das matrizes elementares por compatibilizagdo dos graus de liberdade.

Como se pode verificar na equacdo 2.3.25, a matriz de rigidez total exacta assemelha-se a
matriz elastica utilizada na analise de 1* ordem, equacdo 2.3.1, & qual foram adicionadas as
fungdes de estabilidade @, ¢, @ e ¢. No desenvolvimento de software para a analise de
estruturas, a primeira formulagdo utilizada corresponde a analise de 1* ordem pelo que se
torna mais facil ter um algoritmo com a matriz de rigidez elastica (ou de 1* ordem) a qual
seria adicionada, no caso de se proceder a analise de 2* ordem, uma matriz com as fungdes de

estabilidade.
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Como estas fungdes na sua formulacdo exacta sdo altamente nao lineares, optou-se por as
linearizar, discretizando as barras em varios elementos de forma a obter valores proximos do

resultado exacto.

i i
y y
EAI EAI EA I EAI
| - - . = ° - ° = * r
- L | ‘ L3 ‘ L3 ‘ L3 ‘

Figura 2.14 — Discretizagdo de um elemento de barra 2D.

Desta forma foi desenvolvida uma formulacdo aproximada, baseada nas funcdes de
estabilidade, que permite a separagdo da matriz de rigidez total exacta da equagdo 2.3.25 em
duas matrizes: a matriz de rigidez elastica [K], usada na analise de 1* ordem; ¢ a matriz de
rigidez geométrica [(], associada as funcdes de estabilidade e usada para introduzir o efeito
do esfor¢o axial na diminuicdo da rigidez a flexdo, ou seja o efeito provocado, na matriz de

rigidez total exacta, pela introdugdo das fungdes de estabilidade.
{/}=1K{u} (2.3.67)

Entdo, a matriz de rigidez total [K,] da equacdo 2.3.67, pode ser obtida através de [K] e de [G],

como indicado na equagdo 2.3.68.

[K.]=[K]+[G] (23.69)

Na defini¢do da matriz de rigidez exacta [K o] foram apresentados dois casos, um caso em
que [Kewea] foi obtida pelo equilibrio na configuragdo deformada de um elemento sem
translagdes das extremidades e outro caso, mais geral, em que o equilibrio se fez para um
elemento com translagdes das extremidades. A matriz de rigidez total [K;], simplificacdo de
[Kexacta), Sera determinada a partir da formulagdo com translagdes das extremidades e que
corresponde a formulacdo classica. Como a matriz de rigidez total ¢ composta pela matriz de
rigidez elastica [K] e pela matriz de rigidez geométrica [G], na realidade, a matriz que

interessa obter € a geométrica ja que a elastica coincide com a matriz de rigidez de 1* ordem.
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2.3.2.1 Modela¢io com translaciao das extremidades

Para escrever a matriz de rigidez total 2D exacta procede-se ao equilibrio de um elemento de

barra na configura¢do deformada, Figura 2.15 (Johnson 1960, Chen e Lui 1991).

Mg
Tg

Figura 2.15 — Elemento 2D — configuragdo deformada.

Para obter a matriz de rigidez geométrica sera utilizado o método de Rayleigh-Ritz (MRR),

equacao 2.3.69.
OV =8U+6°Q (2.3.69)

em que

SVEL d*w ’
o == 3.
![Z(dxzj}x (2.3.70)

L 2
§2U:_J|:§(Z_2}j }dx_(MAeA +TAWA +MBeB+TBWB) (2371)
0

Introduzindo as condi¢des de fronteira

w, =w(0), w, =w(L)

(2.3.72)
dw dw
6, =—1(0), 8, =—(L
g dx() 5 dx()
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e recorrendo a funcao deformada aproximada

w(x) = q1x3 + qzx2 +q,x+q, (2.3.73)

pode-se escrever as constantes ¢q;, ¢», ¢3, ¢4 em relagdo aos deslocamentos nodais Wy, 64, Wp

65 obtendo

w, =w(0)=gq,, wy, =w(L)= q1L3 + qu2 +q,L+gq, (2.3.74)

eA = ﬂ(o) =45, 93 = ﬂ([*) = 3%[‘2 + ZQ2L +q, (2.3.75)
dx dx

Substituindo em 2.3.72, obtém-se ¢, 42, ¢3, g4

2 1 2 1
ql:FWA+70A_FWB+F%
-3 2 3 1
=W, -20,+=W,——8
G pam Pt e T (2.3.76)
q; =0,
q, =W,

que introduzidas na equagdo 2.3.73 permite obter a fungdo aproximada

3 2 3 2 3 2 3 2
w(x)=19A(%—%+xJ+(%—%+lj+9g(%_%J+WB(_2L+3LJ (23.77)

ou
w(x) =0, (x)+ O, (x)+ 0, (x)+ O,¥,(x) (2.3.78)
A equagdo 2.3.78 pode ser apresentada em fungao de {=x/L

W(é:) =0W, (é:) +0,v, (é:) + 0y, (é:) +0v, (é:) (2.3.79)

sendo as fungdes y; (i=1,2,3,4) designadas por fungdes interpoladoras de Hermite, definidas
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por

v, (§)=L(¢*-28"+¢)
Wz(é-‘):253_3§2+1
v, (§)=L(& &%)

W4(§):_2§3+3§2

(2.3.80)

As funcdes y; (i=1,2,3,4) correspondem as fungdes de forma associadas a cada um dos

deslocamentos generalizados Q; (i=1,2,3,4) e representam uma configuracdo deformada Q;=1

e 0 i=0.

Recorrendo novamente ao MRR
1
2
8V =_[K,+G,]00,-FQ,
em que Kj; e Gj; sdo obtidas por

dx

dy, 4y,
X2

L
Kii:EIJd 2
0

dx

Gij :—Pj.%%dx
/ dx dx

0

Utilizando o equilibrio definido por

a(6°7)
00,

=0

obtém-se a equagdo de equilibrio

I:Kii+Gi/:|Q.i_F;' =0=F :|:Ki/’+Gii:|Qj

F=K;0,

1

(2.3.81)

(2.3.82)

(2.3.83)

(2.3.84)

(2.3.85)

(2.3.86)
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A equacio 2.3.85 pode ser representada na forma matricial

[K,]1=

y

[G,]

g

AEI  6EI  2EI —6EI
L I L L
6EI 12EI  6EI —12EI
I’ r L r
2EI  6EI  4EI  —6EI
L L L L
—6EI —12EI —-6EI 12EI
L r L r
2PL P PL P
15 10 30 10
i e
10 5L 10 5L
PL P 2PL P
30 10 15 10
P 6P P 6P
10 5L 10 5L

(2.3.87)

(2.3.88)

A matriz [K] corresponde a matriz de rigidez elastica, usada na analise de 1* ordem e [G] a

matriz de rigidez geométrica, associada a diminui¢ao da rigidez a flexdo, devido ao esforgo

axial.

Agrupando as duas matrizes obtém-se a matriz de rigidez total aproximada, equacao 2.3.89,

onde esta representada a equagdo de equilibrio utilizada na modelagdo aproximada da matriz

de rigidez.

My

6E1
L

12ET

L

6E1
L

-12E1

LS

+
5L

1
10

o
5L

1

10

6

2EI L -6E[
—+—P
L 30 L’
6El 1 -12E1
> 10 L
4E1 2L -6E[
L 15 L
-6E[ +i 12E1
1210 IE

+p

+2p
5L

1
10
6P

5L

(2.3.89)
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Nesta equagdo, verifica-se que a matriz geométrica reduz as parcelas correspondentes a matriz
elastica o que comprova que a utilizagdo do esforgo axial na formula¢do da matriz de rigidez

total, contribui para a diminui¢@o da rigidez do elemento a flexao.

Quando se abordou a determinacdo da matriz de rigidez total exacta, foram definidas as
funcdes de estabilidade exactas através do seu desenvolvimento em série de Taylor, equagdes
2.3.37, 2.3.38, 2.3.39, 2.3.40. Se forem eliminadas as parcelas de ordem superior, equacao
2.3.90, as fungdes obtidas para cada desenvolvimento apresentar-se-20 como rectas tangentes

as funcdes exactas que lhes deram origem.

+(kL)2 (kL)4+_(kL)6 37 (kL)'
8§, = - -
’ 10 | 8400 108000 2328480000

s3:1+(kL)2_(kL)4+(kL)6 37k’

60 8400 756000 2328480000

(2.3.90)
H_(kL)2 (11kL)4_F (kL)*  509(kL)"
S, = - -

) 30 25200 108000 2328480000

1__(kL)24_13(kL)4__11(kL)6+_ 907 (kL)"
60 25200 756000 2328480000

S =

Desta forma, definem-se novas fungdes aproximadas, ¢j'. (j=12,3,4), equagdo 2.3.91.

, 7t P
-1-2
) 0P
, 7t P
-1-2
9, 60 P
(2.3.91)

, 7t P
9= 307
, z* P
1+ 2L
9, 60 P

Assim, a matriz de rigidez total aproximada, também pode ser obtida através da linearizagdo

da matriz de rigidez total exacta, usando as funcdes de estabilidade. Para o caso de P=0 a
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matriz torna-se exacta (sem a contribui¢do do esfor¢o axial) e para P#0 a formulacdo sera

aproximada.

Comparando a matriz exacta com a matriz aproximada, constata-se que a principal diferenca
se refere a dependéncia do esforgo axial P. No caso da matriz exacta, as fun¢des sdao
altamente ndo lineares, enquanto que na formulacdo aproximada a dependéncia ¢ linear.
Assim, como ja foi referido, a matriz geométrica corresponde a linearizacdo da matriz exacta

através da substituicao das fungdes de estabilidade pelas tangentes na origem.

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
P/Pe

Grifico 2.3 — Fungdes de estabilidade exactas e aproximadas.

No Grafico 2.3 estdo representadas as fungdes de estabilidade exactas ¢, (j =1,2,3,4) e as

correspondentes linearizacoes ¢j'. (j=1,2,3,4). A introdu¢do das fungdes aproximadas
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produzem erros pequenos para relacdes P/Pe de valor reduzido, mas a medida que se aumenta

essa relacdo, ou seja, para valores elevados de P/Pe, os erros associados s2o significativos.

Devido a simplificag@o introduzida na obtencao das fungdes de estabilidade aproximadas, a os
valores dos parametros criticos € modos de instabilidade podem apresentar erros expressivos
se nao for utilizada uma discretizagdo correcta das barras, ja que as funcdes estdo associadas a
configuragdo deformada, e como no caso aproximado elas sdo lineares, ¢ necessario aumentar
o nimero de elementos (discretizagdo) para que a deformada se aproxime de uma deformacgao

ndo linear.

Para obter resultados proximos do valor exacto, com erros inferiores a 3%, ¢ necessaria uma

discretizagdo de 3 elementos por barra.

2.4 ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA 3D

Como foi referido, as primeiras investigacdes efectuadas para estudar a analise linear de
estabilidade foram efectuadas recorrendo a formulagdo exacta da matriz de rigidez de um

elemento 2D.

Com o aumento da capacidade de processamento dos computadores tornou-se mais facil
introduzir algoritmos com formulagdes baseadas em elementos 3D, permitindo um estudo

mais rigoroso do comportamento estrutural.

De seguida, sdo apresentadas as formulacdes exacta e aproximada para o caso de se

considerarem elementos tridimensionais.

2.4.1 Matriz de Rigidez Total Exacta 3D

O objectivo da utilizacdo da analise de estabilidade consiste na determina¢do dos valores
exactos dos parametros criticos e respectivos modos de instabilidade, estando a analise mais
completa baseada na utilizacdo da matriz total exacta com formulagéo tridimensional (Seung-
Eock et al. 2001, 2001a, 2001b, Kuw e Ju 2001). Diversos autores estudaram esta matéria
desenvolvendo varias formulagdes, mais ou menos refinadas, para introduzir os efeitos nao

lineares geométricos na resolug@o de problemas estruturais 3D.

De seguida, serdo apresentadas algumas formulacdes da matriz de rigidez para elementos 3D,
de acordo com as nota¢des de Chen e Lui (1991), Ekhande ef al. (1989), Seung-Eock et al.

(2001c) e sera ainda mencionada a abordagem feita por Mijalkovi¢ (1999).
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2.4.1.1 Formulac¢ao de Chen e Lui

A matriz apresentada para o caso 2D de uma barra sujeita a momentos e esfor¢os axiais nas

extremidades pode ser adaptada ao caso 3D.

A
y
% Mya Myp %
T P P T
— > ZZ/ / —_— <<t o
Mzq Mzp

Figura 2.16 — Elemento 3D — esforcos nas extremidades.

Neste caso, a matriz de rigidez tem que apresentar a influéncia do esforco axial na defini¢do

dos momentos associados a uma representacao espacial do elemento, Figura 2.16.

Assim, a equacdo de equilibrio forca-deslocamento para um elemento 3D pode ser obtida por

By 0 0 0 0
L
EI,  EI,
p 0 S—~ §,—~ 0 0 0|9
L L
M 6,
. EI, _ EI, "
M, 0 S,— 85— 0 0 0 g,
= ' (24.1)
M 6
“ 0 0 0 S, £, S, EL. o || %=
MZB L L 923
T 0 0 0o S, £, S, By p
L
0 0 0 0 o
L

em que Sy, S> e Sz sdo as fungdes de estabilidade relativamente ao eixo yy e S, relativamente
ao eixo zz. Myy, M,p, M4, M.p os momentos incrementais, P o esforgo axial incremental, 7" a
tor¢ao, 0,4, 0,5, 0.4, O-p as rotagdes incrementais, 0 o deslocamento transversal incremental, ¢
o angulo de tor¢do, 4 a 4rea, /,, I. as inércias em yy e zz, L o comprimento do elemento € £ o

modulo de elasticidade.
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Figura 2.17 — Elemento 3D — graus de liberdade.

As fungdes de estabilidade associadas a matriz sdo definidas por:

Jr\/z sin(ﬂ\/pj )—7T2p, cos(ﬂ\/pj ) o P<0

2-2cos(n\[p,) - 7\[p, sin(z,[p,)

S, = (2.4.2)
p, cosh(ﬂ\/7 )— 71'\/_ s1nh(7z'\/_ )

2— ZCosh(zf )— 71'\/7 s1nh(7r\/7 )

wp, - JZ'\/Z sin(ﬂ\/;y )
2—200s(7r\/p7y)—7[\/;sin(7[\/z) se P<0
S, = (2.4.3)
x\/p_y sinh(;z'\/p_y )—T72p,
2-2cosh(zy/p ) - 7,[p, sinh(z[p,) se >0

z\/p_z sin(ﬂ\/p_z VT2 p, cos(fr\/p_z ) e P<0
2-2 cos(ﬂ\/p_z) - ﬂ\/p_z sin(z\/p_z)

Sy = (2.4.4)
ﬂzpcosh(ﬂ'\/_ )— 71'\/_ smh(;z'\/_ ) 50
2—- 2cosh(71'\/_ )— 71'\/_ s1nh(71'\/_ )
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TP, —ﬂ'\/p_z sin(;z'\/p_z ) e P<0
2-2cos(m\[p.) -7 \[p. sin(z\[p.)
S, = (2.4.5)
z\Jp. sinh(z\[p.) - z2p. o PO
2-2cosh(\[p.)—7\[p. sinh(z\[p.)

em que py=P/(7r2EIy/L2), p.=P/(r’EL/L’) ¢ P positivo nas trac¢des.

Pode-se relacionar os esfor¢os nas extremidades (Figura 2.16) com os deslocamentos nodais

(Figura 2.17), obtendo as relagdes

{1} =10 (1 (24.6)
{d}=[T] . 1d.} (24.7)
em que
U =m0 s T o T s T o T T o (248)
{dL }T = {dl,dz,d3,d4, ds,dg, d7,d8,d9,dm,du,d12} (2.4.9)

¢ a matriz de transformacéo [T] é

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1
o 0 — 0 1 0 0 0 — 0 0 0
L L
| 1
O 0 — 0 0 0 0 0 — 0 1 0
L L
(7] a2 = (2.4.10)
o L 0o 0 0 1 0 2 0o 0o 0o o0
L L
1 -1
O — 0 0 0 0 0 — 0 0 0 1
L L
o 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0

47



Capitulo 2

Assim, a relacdo for¢ca-deslocamento pode ser dada por

{f”} - [K" ](12><12) '{dL} (2.4.11)
com
[K”](IZXIZ) = [T]f(yxlz) [Ke][T](éxlz) (2412)

2.4.1.2 Formulaciao de Ekhande, Selvappalam e Madugula

A matriz que foi apresentada na secg@o anterior, ndo contabiliza todos os efeitos associados a
deformacdo espacial do elemento de barra 3D. No final da década de 80, Ekhande,
Selvappalam e Madugula (1989) estudaram com grande pormenor a estabilidade de elemento
do tipo viga-coluna 3D, apresentando uma formulacao da matriz de rigidez, fundamentada em
nove fungdes de estabilidade. O estudo foi elaborado com base na projec¢@o espacial de um
elemento 3D, Figura 2.18, analisando o comportamento de cada projec¢do do elemento de

barra nos planos X-Y e X-Z.

Figura 2.18 — Elemento 3D — Decomposicdo nos planos X-Y e X-Z.
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I I

MZA MZB MYA MYB
=] A_--"""=~_ El B 2] p A ---"~~=-~_ El B P
\\,~\;*///// X \\N\;*//,/’ X
ZTF Lo J7F fF (A J7F
YA FAY vB A FAZ 78
\ \ \ \
- -
a) b)

Figura 2.19 — Elemento 3D — Flexo nos planos nos planos a) X-Y e b) X-Z.

Para determinar as fungdes de estabilidade do elemento de barra, projectado nos referidos

planos, estudaram-se as seguintes situacgoes:

— O efeito do momento flector na rigidez axial;
— O efeito do esforco axial na rigidez a flexao;

— O efeito do esfor¢o axial na rigidez de translacio;

Nesta formulagdo, os efeitos do esforco axial na rigidez a tor¢do e do momento torsor na
rigidez axial, ndo foram considerados. O estudo da tor¢do foi abordado por Yang e McGuire
(1986) que apresentaram uma formulacdo aproximada da matriz de rigidez (elastica +
geométrica) para analise de elementos 3D. Esta formulagdo sera apresentada posteriormente

neste capitulo.

De seguida, sdo apresentadas as bases teodricas que permitem definir as funcgdes de

estabilidade em fun¢do das referidas situagdes (efeitos).
(i)  Efeito do momento flector na rigidez axial

A rigidez axial de uma barra, no caso de ndo existirem momentos, ¢ dada por EA/L, e a
deformacgdo axial devido a carga P ¢ dada por PL/EA. Se existirem momentos nas
extremidades da barra, surge uma deformacdo adicional pelo que € necessario introduzir o
efeito do momento flector na deformacao axial do elemento. Considerando que a nova rigidez
axial € s;(EA/L), define-se o factor s; como sendo a funcdo de estabilidade que introduz o
efeito do momento flector na rigidez axial. A equagdo da fungdo de estabilidade pode ser

obtida analisando as projec¢des do elemento de viga-coluna, Figura 2.19.
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Assim, pode-se dizer que

ds* =dx’ +dy* +dz° (2.4.13)

ou

2 2 2
(?j =1+(Z_yj +[;’_j (4.1
X X X

O encurtamento devido a flexdo (aproximado) ¢ dado por

do, =ds—dx (2.4.15)
pelo que
‘% :%— (2.4.16)

Excluindo os termos de ordem superior, obtém-se
2 2
ds, _1 (ﬂj +(%j (2.4.17)
dx 2| \dx dx
e 0 encurtamento sera
tds, Lol (Y (dzY
8, =[“tar=—] (—yj +(—j dx (2.4.18)
o dx 2701  dx dx

O encurtamento total da viga-coluna, J, é igual a soma das parcelas relativas ao encurtamento
devido a carga axial, J, e o encurtamento devido a flexdo, J,. Assim, pode-se definir a
equagdo do encurtamento total, considerando que 9,=PL/EA e que &, corresponde ao valor

obtido pela equagdo 2.4.18, pelo que

2 2 2 2
s=tL,Lp (ﬂ) +(%j ae=LEl EA Y (ﬂ) +(@j dx (2.4.19)
EA 270 Udx dx EA 2PL 0|\ dx dx
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ou
P
0 = 2.4.20
s | —
L
em que
1
5, = T (2.4.21)
I+— (yj +(Z) dx
2PL 5|\ dx dx
sendo necessario definir (dy/dx) e (dz/dx).
Observando a Figura 2.19, conclui-se que a curvatura ¢ dada por
dy 1 x
=—|-M_ +—(M_+M_,)-P 24.22
dxz E[Z |: za L ( za zb) y:l ( )
Admitindo que
o’ = £ (2.4.23)
EI
e substituindo na equagao 2.4.22, obtém-se
dzy , o’ a’
=x'y=—"-(M_+M_)x——-M 2.4.24
dx2 Y PL ( za zb ) P za ( )
cuja solucdo é dada por
y={Asinax+ Beosax}+{——(M +Mb)—% (2.4.25)
PL> i P
introduzindo as condic¢des de fronteira y=0 para x=0 e x=L, retiram-se
A= —%(cosecaL)[Mm cosaL+M ]
(2.4.26)
B — MZ(l
P
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A deformacao da viga, no plano X-Y, ¢ dada por

@_ Aacosax—Basinax+%(Mm +M,,)

dx

(2.4.27)

Procedendo da mesma forma, determina-se a equagdo da flexao da viga-coluna no plano X-Z

x M,
z=Csin fx+Dcos fx+— (M +M , |——=
IB IB PL( ya yb) P

com

introduzindo as condi¢des de fronteira, z=0 para x=0 e x=L, obtém-se

1
C= —;(cosecﬁL)[Mya cosﬁL+Myh]
M
D=2
P

e a equacdo da deformag@o no plano X-Z ¢ dada por

dz . 1
—=Cpfcosfx—Dpfsin Bx+—(M_ +M
= CBcos fpx=Dpsin fx+—-(M,, +M,,)

Introduzindo as equagdes 2.4.27 e 2.4.31 na equagdo 2.4.21, resulta

dyY 1
Lj (d_i:j dx = [2P2L aL (M2, +M)(cotaL +aLcosec’al)

2(M_, +M,) +2aLM_ M., (cosecaL)(1+aLcotal)

ou

2
Jl & dx = 12 H_
0\ dx 2P°L

(2.4.28)

(2.4.29)

(2.4.30)

(2.431)

(2.4.32)

(2.4.33)
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€
I dz 2 2 2
- L(M2 +M t BL+ L L
IO(dxj = L[ﬁ (M2, +, ) (cot L+ L cosec )] (2.4.34)
2(M,,+M,,) +28LM M, (cosecSL)(1+ BLcot BL)
ou
2
jl(ﬁj dxz;z-Hv (2.4.35)
o dx 2P°L
permitindo definir a fungdo
5, = ! (2.4.36)
1 - EA . .
T [H,+H.]

Note-se que no caso de ndo existirem momentos, a fungdo s; sera unitaria. Pode-se elaborar
um estudo equivalente para determinar a func¢do s; no caso da carga P ser de trac¢do. A

funcdo neste caso sera

_ 1 (2.4.37)
5, 1+‘£;‘22[H; +H;]
com
H, = BL(M?,, + M, )(coth BL+ BLcosech’ BL)~2(M,, + M, )’ (2.4.38)
+2BLM M , cosechfSL(1+ BLcoth L)
e
H = aL(Mzm +M22b)(coth oL+ oL cos echzaL)—2(Mza +M, )2 (2.4.39)

+20LM M , cosechaL(1+aLcothalL)
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(i) Efeito do esforgo axial na rigidez a flexao

— Flexao no plano X-Y

A equacdo diferencial da viga-coluna com flexao no plano X-Y ¢ dada pela equacdo 2.4.24,

cuja solucdo ¢ dada pela equacdo 2.4.25. As rotagdes nas extremidade sdo obtidas substituindo

x=0 e x=L, obtendo

dy

(—) =0, = Aot M+ 0]
dx ) _, PL

dx

cuja representacdo matricial €

{Mﬂi ) [s2 (4EI./L) s,(2EI /L)

M, | |s,(2EL/L) s,(4EL/L)

zb

Quando P ¢ de compressao, as fungdes s; € 53 sdo dadas por

1 sinaL —alLcosalL
al

S, =—
! 2—-2cosal—alLsinal
ol —sinalL
S,=—«a -
2 2—-2cosal—aLsinaL
e para P de tracg¢do
g = 1 o oL coshaL —sinh L
! 2—2coshal —aLsinh alL

g a sinhaL —alL
) 2—-2coshal —alLsinh L

— Flexao no plano X-Z

M, | |s,(4E1,/L) s,(2EI, /L)
M

ss(2E1,/L) s,(4EI /L)

b

d . 1
(—yj =0, :AacosaL—BasmaL+E[Mm +M ]
x=[

I

(2.4.40)

(2.4.41)

(2.4.42)

(2.4.43)

(2.4.44)
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Quando P ¢ de compressao, as funcdes s4 € 55 sdo dadas por

—lﬂL sin fL— BLcos BL
Y477 2-2cos BL— BLsin SL
(2.4.45)
1 BL PBL—sin BL
> 277 2-2cos BL— BLsin SL
e para P de traccao
s —lﬂL BLcosh fL—sinh L
* 477 2-2cosh BL— BLsinh AL
(2.4.46)

1 sinh fL— L
S5 =—pL .
2" 2-2cosh fL— BLsinh L

Se as extremidades da viga-coluna estiverem impedidas de sofrer rotacdes, e uma delas
apresentar uma translacdo (Figura 2.20) a rigidez a flexdo e ao corte relativamente a esta

translacdo sdo afectadas pela forca P.

— Translagdo no plano X-Y

o]

P
%E\\\\\\EIZ M,

S RNve
| LR

b,

Figura 2.20 — Elemento 3D — Translagdo no plano X-Y.

Neste caso, a equacdo de equilibrio sera

A A
B (LS GEL (3 L) 6L

2L )L L )L [ 7|3° 3 L
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A fungdo s4 corresponde a funcdo de estabilidade associada ao efeito do esfor¢o axial na
rigidez a flexdo (em torno de Z) no impedimento da translagdo A,. Substituindo o valor das

funcdes s, e 53 para o caso de P ser de compressdo, obtém-se

1 o’ L’ (1-cosaL)
s =— : (2.4.48)
6(2—2cosaL—aLsinal)
e quando P ¢ de traccdo
1 o’ L’ (coshaL—1)
s =— : (2.4.49)
6 (2—2coshaL—aLsinhal)

Pode-se determinar a funcdo associada ao efeito do esfor¢o axial na rigidez ao corte contra a

translacdo A,. Observando a Figura 2.20, verifica-se que

M
F, :Z— (2.4.50)
L
com
dM=M_+M,—-PA (2.4.51)
com
A Al
M.  =s, AEL 12 + s, 2EL 12, (2.4.52)
L L L L
e
A A
M, =s, 2EL 12 +, AEL 12 (2.4.53)
L L L L
pelo que
8EI. 4E1 \ P
ij :|:S2( L3 j+S3 (TJ—I}AJ) (2454)
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e fazendo
o=t (2.4.55)
EI
obtém-se
EI AEI *El 12EI (2 1 *El
Fm =S i 3z +55 _3z Sk Av :—32 _S2+_S3_a - (2.4.56)
’ L L L ’ L 3 3 L
pelo que
12EI
wa{ Ezj (2.4.57)

Substituindo as funcdes s, e 53, obtém-se a funcdo s7, que no caso de P ser de compressdo €

dada por
1 a’L’ (1-cosaL 212
§,=— ( . ) @ (2.4.58)
6 (2—2cosaL—aLsinal) 12
e no caso da trac¢do
a’* (coshaL —1 2?
s, _1 ( . ) A (2.4.59)
6 (2-2coshaL—aLsinhal) 12

— Translagao no plano X-Z

Procedendo como na seccdo anterior, pode-se determinar a fungdo de estabilidade associada
ao efeito do esfor¢o axial na rigidez a flex@o contra a translagdo A,, sendo dada por
1

Sg :§s4 +§S5 (2.4.60)

Substituindo as fungdes s, € ss, obtém-se, para P de compressdo

5, Zlﬂsz (I_COSIBL) :
6 (2—2cos BL— BLsin BL)

(2.4.61)
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e para P de tracg¢do

| (cosh BL-1)
Se=—p°L ;
6 (2—2cosh SL— SLsinh BL)

(2.4.62)

Pode-se também, determinar a fungdo associada ao efeito do esforco axial na rigidez ao corte
contra a translagdo A,. Procedendo da mesma forma que na secc¢do anterior, obtém-se para P
de compressao

2 1 pL, 1 pr(l-cosplL) B

Sy ==8,+=s8 =— 2.4.63
3% 37 12 6(2-2cosBL—BLsinBL) 12 ( )

e para P de traccdo

? h BL-1 272
Sg:gs4+lss+ﬂL2:lﬂ2L2 (COS ﬂ ) +ﬂL

373 12 6 (2—2cosh BL—BLsinh BL) 12

(2.4.64)

Desta forma, ficam definidas as fungdes de estabilidade associadas as deformagdes espaciais,

representadas nos planos X-Y e X-Z, de uma viga-coluna 3D.

Definindo o vector das solicitagdes e o vector dos deslocamentos nodais, obtém-se a equacdo

de equilibrio do elemento, dada por

[F]=[K][U] (2.4.65)
em que
{FY ={Fu Foo Foo M M, M., F,, F,, F, M, M, M,} (2466
¢
{UY ={u, v, w,. 0,6, 0, w, v,, ., 6,6, 6, (2.4.67)

As fungodes de estabilidade s3o introduzidas na matriz de rigidez, associadas a cada grau de

liberdade, resultando a matriz definida na equagdo 2.4.68 (incluindo a deformagdo por corte).
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|,w| s
£
=T
o ora,
fiogal
R
1] 1] ] |Mm|._ml 7
T
n n n n =
(8907) [
89vC (B+1)7, (-
I n n n g n e
Y- o [+t
i +1),7 (E-1I7
I n B e n n I rmryae i1
TFC T+,
I - n n n i f E
)
n n n n I .@W&_.H_w 1
g _ *ray-
(e+3r, (B+1)7, (o+ia,
e n n n =k n =g f 1
T A L
n n n n n S I n 1
Vi~
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As fungdes @, e ¢. sdo definidas por

121
GA, I

A
3 =24(1- v)A—(

sy

o 12E1 ' 41— p) A(r, 2
= = —-V)—| —
*GAL A\ L

Sz

(2.4.69)

2.4.1.3 Formulacéo de Eock, Yosuk e Hyu

Outra formulacdo ¢ apresentada por Eock, Yosuk ¢ Hyu em que o elemento 3D estudado
permite ainda a introdug@o do efeito ndo linear material com a possibilidade de formagao de

rotulas plasticas, Figura 2.21.

i

P-M Hingse
I-'{Dptinna'l ]
% ' -
z ) .

., P-M Hinge(Optional)
“Up to 3 Pairs at any
locations along length

P-M Hinge
(Optional)

Figura 2.21 — Elemento 3D — Viga — Coluna com capacidade de formagao de rétulas plasticas.

Esta matriz considera a degradacdo da rigidez provocada pela interaccao entre o esforco axial

e os momentos flectores. A relagdo forca-deslocamento, neste caso, pode ser escrita como:

[F]local _ [K]local [U]IOC”I (2470)

a2x12)

em que a matriz [K] (12x12) representa a matriz de rigidez 3D tangente exacta para uma viga-

coluna, Figura 2.18, e os factores S; =1~9) sd0 as fungdes de estabilidade, com

{F}T ={an’Fya’F;a’an’Mya’Mza’Fxb’Fyh’th’Mxh’Myb’Mzh} (2471)
{d}T :{ua’va’wa’exa’0ya’0za’ua’va’wa’0xb’avb’ezb} (2472)
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sendo a matriz de rigidez dada por

[£]=

Sk, 0 0 0 0 0 Sk, 0 0 0 0 0
S.k,, 0 0 0 Sk, 0 Sk, 0 0 0 Sckiy s
Soks; 0 Sgksy 0 0 0 Spky, 0 Sk, 0
ky, 0 0 0 0 0 Ky, 0 0
Skss 0 0 0 Sikgs 0 Sk s 0
S)kes 0 Sekge O 0 0 Sk, ¢
(2.4.73)
Sk,, 0 0 0 0 0
Sikyg 0 0 0 Sekis
sim. Sokgo 0 Sk 0
kio10 0 0
Sk 0
Sykiy 1

Com as fungdes S; equivalentes as apresentadas por Ekhande, Selvappalam e Madugula

(1989), definidas da seguinte forma:

S -
S5 -

S3 -

Sy -

Ss -

Se -

S7-

Ss -

So -

Fungdo de estabilidade para o efeito da flexao na rigidez axial.

Fun¢do de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexdo contra a
rotacdo da extremidade proxima em torno do eixo Z.

Func¢do de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexdo contra a
rotag¢do da extremidade afastada em torno do eixo Z.

Fun¢do de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexdo contra a
rotacdo da extremidade proxima em torno do eixo Y.

Fun¢do de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexdo contra a
rotacdo da extremidade afastada em torno do eixo Y.

Fungao de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexdo (em torno do
eixo Z) contra a translacdo na direc¢ao Y.

Fung¢do de estabilidade para o efeito do esforco axial na rigidez ao corte no eixo Y
contra a translacdo na direcgdo Y.

Fungao de estabilidade para o efeito do esfor¢o axial na rigidez a flexao (em torno do
eixo Y) contra a translacdo na direcgdo Y.

Fung¢do de estabilidade para o efeito do esforgo axial na rigidez ao corte no eixo Z

contra a translacdo na direcgdo Z.
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No caso de cargas axiais de compressao, as funcoes de estabilidade sdao

1

S = (2.4.74)
EA
1+——(H +H
API} ( 7 2

s, =la' sma'L—aLcosqL (2.4.75)
4 2—2cosal—aLsinaL

S, =Lar al—snal (2.4.76)
2 2—-2cosal —aLsinalL

s, :lﬁL sm,b’L—,b’LcosﬁL 2.477)
4" 2-2cos fL— BLsin SL

s. =L g1 PL—sin SL (2.4.78)

> 277 2-2cos BL— BLsin SL

27201
s -1 al-cosal) (2.4.79)
62—-2cosal—alLsinaL

27201 272
S, :l a’L"(1-cos Odf) al (2.4.80)
62—2cosal—alLsinal 12

1 B°L*(1—cos BL) 2.481)
® 62-2cos SL— BLsin L o

2r20 272
ngl BL(1 COSﬂé) _pL (2.4.82)
62-2cos fL—PLsin fL 12

com

H,=BL(M*,+M*,)(cot fL+ BLcosec’ BL)-2(M,, + M, ) (2.4.83)

+2BLM M , cosecBL(1+ BLcot BL)

H =aL(M*,+M*,)(cotaL +aLcosec’al)-2(M +M,)’
(2.4.84)

+20LM M , cosecarL(1+aLcotalL)
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P
emque @ =—— ¢ B =

EI

z

P

EI

y

Quando o esfor¢o axial é muito pequeno ou proximo de zero, as funcdes de estabilidade S5,

S3, Sy e S5 tornam-se instaveis. Usando desenvolvimentos em série retira-se a referida

instabilidade obtém-se

71.2

s, =1

7[2
S, :1+5pz+

7.[2

s, =1

7[2
Ss :l‘l‘%py‘l‘

1z

. 509"

4

146177

13z*

11z® 9077

8

4

7307 72520077 T 1080007 23284800007 ~ 2724321600000 -

276417"°

25200 Pz

11zt

+ + +
756000 P 2328480000 P 2724321600000 P

zt 509"

4

14617x"

730 725200” T108000°" 2328480000 ~ 2724321600000 "

137* o 11z° 9077* . 276417"° o
2520077 756000 " 2328480000 ¥ 2724321600000 ”
_ P
v (7El,
.
P

2 1
S6—§S2+§S3
S —S +lS asz
73737 12

2 1
Sg §S4+§S5

2 1 B
Sg =—8, +—8.—
>3 37 12

5

5

5

5

(2.4.85)

(2.4.86)

(2.4.87)

(2.4.88)
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Se o esforco axial é de traccdo, as fungdes s@o definidas por

com

1

S=—F

142
4AP°L

(H,+H)

alcoshal —alsinhal

sinhal —aL

1
—
4 2—2coshal + oL sinh &L

a
2 2—2coshalL —aLsinhaL

_1 SLcosh BL—sinh SL

4" 2-2cosh fL+ fLsinh SL

1 sinh L — BL

2" 2-2cosh SL+ fLsinh SL

1 a’ L’ (cosh L —1)

6

=g2—2cosh0{L+0{LsinhaL

S a’ L’ (cosh L —1)

az L2
+

1
77 6 2-2coshaL+aLsinh aL

1 S (cosh BL—1)

® 62—2cosh L+ BLsinh BL

_1 S°L* (cosh BL—1)

12

_ﬁsz

" 62-2cosh L+ BLsinh AL

12

H,=pL (sza M2, ) (coth BL+ BLcosech® BL)-2(M,, +M,,)

+2BLM M , (cosechSL)(1+ BLcoth SL)

H.=aL(M?, +M*,)(cothalL +aLcosech*aL)-2(M,, +M,,)"

+2aLM M , (cosecharL)(1+aLcotharL)

(2.4.89)

(2.4.90)

(2.4.91)

(2.4.92)

(2.4.93)

(2.4.94)

(2.4.95)

(2.4.96)

(2.4.97)

(2.4.98)

(2.4.99)
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P
2 6)2
em que a —_, e
E]

z y

Quando o esforgo axial ¢ muito pequeno ou proximo de zero, as fungdes de estabilidade S, até

S5 tornam-se instaveis. Usando desenvolvimentos em série retira-se a referida instabilidade

2

T 1zt , =& 509" i 146177" s

s,=l—-—p. — + -
2 3077 25200pz 108000pz 2328480000'02 2724321600000pz

T’ 13z, 11x® 9077* . 276417"° s
S3:1__pz+ pz_ pz+ pz_ pz
60 25200 756000 2328480000 2724321600000

(2.4.100)
‘- _7[_210 s o4 zt oo 509" oty 14617x"° 5
¢ 3077 2520077 108000 " 2328480000 * 2724321600000
E —l—ﬂ—zp N 137* . 11z° o+ 907" . 276417" 0’
: 60" 7 25200° 7 756000 " 2328480000 * 2724321600000
com
P
= 2.4.101
P, 7L ( )
L2
P
= (2.4.102)
p 7EI
L2
e as fungoes s, 57, 3 € 59
2 1
S6—§S2+§S3
S, =—s +ls oL’
T3 3 12
(2.4.103)
1
Sq §S4+§S5
2 1 B
S =—8, +—8.—
P33T 12
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2.4.1.4 Formulacao de Marina Mijalkovié

Para finalizar esta seccdo, apresenta-se a formulagdo de Mijalkovi¢ (1999), que estudou as
equagdes diferenciais da flexdo de um elemento tridimensional. O elemento espacial
estudado, antes e ap6s extensdo e os esfor¢os internos num sistema de coordenadas locais,

esta representado na Figura 2.22.

M, +dM,

o+ dhw L M, +dM,

e

M, +adM,

Figura 2.22 — Elemento 3D — Deformagao.

Foram consideradas extensdes e deformagdes independentes nos planos Oxy e Oxz e

considerou-se a possibilidade de apresentar carregamento distribuido no elemento.

dx X ‘

(y) = == ~ - y dx+du
u u+du
w w+dw by dx do,
(14€) dx
dx
p,dx Py dw P %((Pz dv
pzdx q (14+€) dx
Py
\ v+dv
dx+du u u+du
z (2) = =" -—
‘ dx X

Figura 2.23 — Elemento 3D — Deformagoes nos planos.

Da Figura 2.23 e depois de manipular as equacdes de equilibrio é possivel escrever as

equagdes diferenciais

4 2 i H 4 2 H
Dy dv by L dwy e diw b L g
a' T d EL EI a' " a’ EI \E
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Apo6s equacionar as equacdes diferenciais, Mijalkovi¢ apresenta as seguintes solugdes para o

elemento espacial apresentado na Figura 2.22

sink_x 1—cosk.x k x—sink x
v(xX)=v,+@,, kzz -M., H ——V,—= k.H :
(2.4.105)
ck (x=&)=sink_(x-£)
+[ i p,(£)d¢
k. sink x 1—cosk.x
=v'(x)=@., cosk.x—M_,—= =V 4+
¢z (x) v (x) ¢20 zx z0 H 0 H
(2.4.106)
s1=-cosk, (x—¢&)
+f0 o p,(&)dé
M _(x)=—EI v"(x)=Elk ¢_,sink x+M _,cosk x+
. . (2.4.107)
s]nkzx xsmkz(x—f)
e R L
V(x)=EIv"(x)—Hv'(x)=V, - jo" p,(£)dé (2.4.108)

Considerando que o elemento de barra pode ter carregamentos distribuidos, a equacdo de

equilibrio sera
{r}=[k|{d} +{r+} (2.4.109)

com

{r}T :I:Ni’V;’VVi’Mxi’Myi’Mzi’Nk’Vk’VVk’Mxk’Myk’Mzk (24110)
{d}T :[ui’vi’wi’¢xi’¢yi’¢zi’uk’vk’Wk’¢xk’¢yk’¢zk] (24111)

T
{”f} :[rl,rz,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r“,r12] (2.4.112)

em que {7y} corresponde as cargas nodais equivalentes. A matriz [k] ¢ obtida a partir das

equacodes diferenciais de equilibrio.
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2.4.2 Matriz de Rigidez Total Aproximada 3D

Da mesma forma que se obteve a matriz de rigidez aproximada 2D, através da linearizagdo
das fungdes de estabilidade exactas, pode-se obter a matriz de rigidez aproximada 3D,
considerando o desenvolvimento em série das funcdes de estabilidade em que as fungdes
aproximadas se obtém pela eliminac¢do dos termos de ordem superior. Na abordagem classica,
considerando pequenos deslocamentos, determina-se a matriz de rigidez total aproximada
através da analise de um elemento de barra rectilineo, prismatico, duplamente simétrico em

relacdo aos eixos da secc¢do e que apresenta 12 graus de liberdade, Figura 2.24.

y1 8 My2’ey2%

Y1’

—>—>4>

Mx1’ x1’ x2°7 x2 X2 x2
1 2)—= N
/ FZ1, / A/Fzz,w22
Mz1 ’621 Mz2 ’622
Ve

Figura 2.24 — Elemento 3D com dois eixos de simetria.

Desprezando a deformacao por esforco transverso e a deformacdo por flexdo-tor¢ao, pode-se
determinar a matriz de rigidez para este elemento considerando que os efeitos de cada esforco
sdo independentes, ou seja, considerando que cada esfor¢o s6 produz um deslocamento na sua

direc¢ao (McGuire et al. 2000).

Desta forma, o problema envolve a analise de quatro casos separados:
(i) Elemento com rigidez axial;
(i) Elemento com rigidez a tor¢ao;
(iii)) Elemento com rigidez a flexao no plano principal;

(iv) Elemento com rigidez a flexao no plano perpendicular.
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obtendo-se uma matriz [K] de ordem (12x12).

Para o elemento com rigidez axial, a equag@o de equilibrio ¢ dada por

F, 1 —1||u
g 1 (2.4.113)
F;IZ L _1 1 uZ

No caso do elemento com rigidez a tor¢do obtém-se

M. 1 —1](6.
.G/ 1 (2.4.114)
M, Li-1 1 0,

sendo G arigidez a tor¢do e J a constante de tor¢ao, dependente da geometria da seccao.

Para analisar a rigidez a flexdo, estudam-se dois casos — a flexdo em torno do eixo Z ¢ a

flexdao em torno do eixo Y, obtendo-se para o primeiro caso

(26 12 6]
I’ L I’
Evl 6 6 vl
— 4 | ——= 2
le E[ L L 021
I S (2.4.115)
Fol bl 12 6 12 _6|ln
I? L I L
z2 922
6 L, 1.6 4
| L L |
e para o segundo caso
2 61 12 6]
I’ L I’ L
szl Wl
y 6,0, )
yl EI» L L vl
= - (2.4.116)
Eol Bl2o6 120 6w
2 2
M, L L L L 0.,
O
| L L ]
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sendo I, a inércia em torno do eixo Z e I, a inércia em torno do eixo Y.

Das equagdes 2.4.113, 2.4.114, 2.5.115 e 2.4.116, reorganizando as linhas e colunas e utilizando

a relacgao

E

“20+v)

2.4.117)

obtém-se a matriz de rigidez [K] para o elemento 3D representado na Figura 2.24, dada por

% 0 0 0 0 0 —% 0 0 0 0 0
lif 0 0 0 6L]2 0—1?2 0 0 0 6L]2
121 6/ 1217 6/
> - 00 5 -3 0
L L L L
0o 0 ; 0 0 0 - J 0
2(1+v)L 2(1+v) L
6/ 2 6/ 27
0 0 —— O R 0 L0
L 15 L L
2 6/
0 6LIZZ 0 0 % 0 —L—zy 0 0 0 ZL[Z
K=F
% 0 0 0 0 0 % 0 0 0 0 0
0—1?2 0 0 0 —6LI; 0 lif 0 0 0 —6LI;
121, 61, 121, 61,
0o 0 - 3 0 — 0 S — 0
L L L L
0o 0 —; 0 0 0 0 ; 0 0
20+v)L 2l+v)L
6, 21, 61 Al
0 0 —— 0 L0 0 0 —2 0 L0
L L L L
0o L 0 0o Lo O 0 o 2L
L L L L L

(2.4.118)

No caso de se pretender uma analise de 2* ordem, a matriz de rigidez total aproximada [K/],

equacdo 2.4.119, sera obtida associando a matriz de rigidez elastica [K] a matriz de rigidez

geométrica [ G] formuladas para um elemento de barra 3D.
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A matriz de rigidez elastica, corresponde a matriz utilizada numa analise de 1* ordem,
equacdo 2.2.118, e a matriz de rigidez geométrica, & matriz que introduz a interaccao entre o
esfor¢o axial e 0 momento flector aquando da deformac@do do elemento, equagdo 2.2.153, com

[K,] dada por

[Kt](llez) :[K](12><12) +[G](llez) (24.119)
sendo [G] definida por
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 ]
ﬁ 0 0 0 — 0 _—6 0 0 0 —
5 10 5 10
S £ 0 0 0 2o £y
5 10 5 10
1 I
£ 0 0 0 0 0 £ 0 0
A A
2 72
ZL 0 0 0 i 0 i 0
15 10 30
2 _ 72
. s N B
G=—*2 2.4.12
L 1 0 0 0 0 0 ( 0)
S o9 o o =%
5 10
ﬁ 0 £ 0
5 10
I
Sim. £ 0 0
A
2
w
15
o
L 15 |
em que
I,=[ (22 +y")d4 (2.4.121)

¢ o momento polar de inércia da secgao.

Esta matriz corresponde a formulagdo classica da matriz de rigidez geométrica, sem a

introducdo da deformagdo por corte e dos efeitos de flexdo-torgao.
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Para introduzir a interac¢do entre a tor¢do (Saint-Venant) ¢ a flexdo, na matriz de rigidez
geométrica, utiliza-se o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) aplicado a um elemento de

barra, Figura 2.25

Txy dA |

Figura 2.25 — Elemento 3D: a) tensdes, b) deformagdes.

obtendo-se a equacgao

1 Y (ovY [(owY
[1y0m,av ==[o.8|| == | +| == | +| == | |V (2.4.122)
AR 25 ox ox ox

de cujo desenvolvendo resulta a matriz Grr, equagdo 2.4.123, que permite contabilizar o efeito

da flex@o-tor¢ao, quando associada a matriz de rigidez geométrica classica.

_ Wl 0)/1 WZ 0)/2 _
0 Mx2 0 _Mx2
L L
le le+M22 _le _MZI_MZZ
L 6 L 6
Mx2 0 _Mx2 _MYIZ
L L L
G,y = (2.4.123)
0 _Mx2 0 Mx2
L L
MZZ _MZI_MZZ _M22 MZI+M22
L 6 L 6
_Mx2 Mx2 Mx2 0
L L L L i
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A matriz Grr ndo ¢ valida para a situagdo ilustrada na Figura 2.26, em que o equilibrio do

ponto B, considerando pequenas rotagdes, ndo se verifica.

TY

B %P X

T/2

Figura 2.26 — Rotacéo finita nodal.

Se 0 nd B tiver uma pequena rotacdo &, o momento incremental em torno de yy, gerado pelo
momento flector M € superior ao gerado pelo momento torsor 7. Compatibilizando os

esforcos e as deformagdes, obtém-se a matriz Gy

9:( 1 ey 1 ez 1 9‘( 2 ey 2 ez 2
0 -M, M, 0 0 0 |
0 0 o 0 0
) 0 0 0 0
G =— (2.4.124)
2 0 _Mz 2 Mv 2
sim 0 0
- 0 -

que associada a matriz G, permite obter uma nova matriz de rigidez geométrica, equacgao

2.4.125.
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i s
T
g
T4
0 -
L9
T
0 I e
4
(Sz1rv0) _
7 o1 g
= 1] =
- £ T 4T
01 7 1
s P 0 ) P
o - 7T
7 T 3 i Ty
= 0 —
- - s
T T T
ﬂ.ll- 0 0 - -
A5 o' EL
T4 01 7 7
0 — 0 = — - 0
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T
1 1] 1 ] I = J l ] I
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Existe ainda a possibilidade de estudar o problema da tor¢do ndo uniforme no elemento de

barra (Figura 2.27).

I:y1 Vys Fy2’0y2 Zr
My10y1 Fypily E,A I Frele Mo Oy
~ @—D —== —
> F #F "
21 W21 / 2222
I M,,.6 Mz2.02

Figura 2.27 — Elemento duplamente simétrico, com 14 graus de liberdade.

McGuire, Gallager e Ziemian (2000) estudaram este problema, apresentando um elemento
que incorpora dois novos graus de liberdade, para introduzir a taxa de tor¢ao nas extremidades

da barra. A matriz de rigidez geométrica obtida, ¢ dada por

Gl,l ! G1,2
G = | T { '''''
G2,1 i G2,2
* (2.4.126)
com
F —
= 0 0 0 0 0 2
L L
6F 1M -M M F,
0 —=x2 0 [ L S— x2 x2 0
5L 10L L 10
6F, 1M, -M, -F,L M,
0 0 x2 z z2 x x2 0
5L 10L 10 L
UM -M , 11M_ -M 6F 1 M,-2M_  2M -M,
Gl,] — 0 y1 y2 z1 z2 x2"p z2 z1 vl y2 0 (24127)
10L 10L 54L 5 5
0 sz _F;zL M;z _2M:1 2Fr2[‘ 0 0
L 10 5 15
0 £, M, M, -M 0 2F L 0
10 L 5 15
F,
0 0 0 0 0 0 =
L
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0 0 0 0 0 0 0
_6sz _M,vl +1 lMyZ _sz sz vl _Mﬂ
5L 10L L 10 10 10

—6F —1\4"1+11M"2 F —M,2 Ml —sz
0 x2 : : x x :
5L 10L 10 L 10 10
MyZ _llMyl M_.z _llM_.l _6Er21p _Mﬂ —2le My2 +2Myl F;cZIP F;ZIP
10L 10L 54 10 10 10A4L 104L
_sz F;z _ZM_-z _M:l _F;zL sz _(3M:1 _Mzz)L leL
L 10 10 30 2 30 30
_sz _sz M,vl + 2M,v2 _sz _sz[‘ (SM,H B M,vz ) L _M,vlL
10 L 10 2 30 30 30
0 0 0 0 0 0 0
-F
0 0 0 0 0 —=
10
—6F | M_z—llM_I F —M,2
0 0 = = = —= -
5L 10L 10 L
_M,vl +1 lMyZ _le +1 lez _6Fr2[p _2Mzz B Mz] M,vl + 2My2
10L 10L 54 10 10
=lo _sz _F;2 _M_-z —-2M _szL _Mrz
! L 10 10 30 2
F, -M My2 +2MH M | -F,L
0 ey x ) x2 x
10 L 10 2 30
0 M,vl z1 FxZ]p _(3le _M_-z )L (3M,vl _MyZ)L
10 10 104L 30 30
0 _Myl _M_-z Fd[ﬂ M:IL _MNL
10 10 104L 30 30

(2.4.128)

(2.4.129)
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6sz 0 M,vl _llM,vl sz _F;—z _M,vl M,vZ
5L 10L L 10 10 10
6F ZW_I—IIM_2 F, M, —M_I M
0 2 P P x x : 22
5L 10L 10 L 10 10
Myl _llMyz le _11M_.2 6F;21p M“ _2Mzg _Myl +2My _F;le _Fvllp
10L 10L 5AL 5 5 10A4L 104L
G sz sz Mz] _2Mzz 2szL 0 _M:zL (3M:1 _Mzz )L
22 L 10 5 15 30 30 (2.4.130)
- M M, +2M 2F L ML (M, -3M )L
x2 2 y 2 0 2 2 y y
10 L 5 15 30 30
-M -M —F,1, -M_,L M L 2F 1, —2F .1,
10 10 104L 30 30 154 304
Myz Mzz _F;cZIp (3M21 _M:2 )L (Myl _3My2 )L _2Frzl,u 2F;t2]p
10 10 104L 30 30 304 154
2.5 CARGAS NOS VAOS

A equagdo de equilibrio {f/} =[K]{u} (equagdo 2.1.1), apresentada no inicio deste capitulo, so
¢ valida quando as cargas sdo aplicadas nos nds. Se existirem cargas aplicadas no vao, Figura
2.28, entdo € necessario corrigir a equagdo de equilibrio para introduzir os efeitos dessas

cargas na analise da estrutura.

Wiy

Tes Mes
e Y =
e T T Tra
"es

Mr2
Figura 2.28 — Elemento de barra com cargas no vao. Forcas de fixacao.

Para inserir estas cargas na equacdo 2.1.1, procede-se a transformacdo das mesmas em cargas
nodais equivalentes, situacdo analoga ao método dos deslocamentos. Se o vector forcas nodais

equivalentes for {/,}, a equagdo de equilibrio sera dada por

2.5.1)

U =[K{u}+{1}

No quadro 2.1 (Chen e Lui, 1991) sdo apresentadas as for¢as nodais equivalentes para as

situacdes mais correntes de carregamento.
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Momentos nodais equivalentes u=kL/2=L/2 w/(P/EI); EI ¢ constante.
w
MA \LQ MB MA MB
P ;i DA BD ; P P ;i A B ; P
| L2 L/2 \ \ \
— L — L—LJ
OL[ 2(1-cosu) wr | 3(tanu—u)
Mmoo | T ’MFB:_MI"A MpA:_ - ’MFB=_MFA
8 usinu 8 u” tanu
Q
M, l/ Mg
o ot
‘ a b ‘
L
OL | 2ub 2ub | o 2ua . 2ub 2ua
= | —— 008 2u —2ucos — —sin 2u +sin — +sin —+——
d|lL L L L L L
QL | 2ua 2ua | o 2ub . 2ua 2ub
s =———| —— 08 2u — 2u cos—— —sin 2u +sin— +sin —+ —
d| L L L L L
d =2u(2~-2cos2u—2usin2u)
w
MA MB
-0, 0
‘4 a b “
- L —
wr 2ub | 2ub ub  2u’b’
M, = (2cosec2u—1)| — —sin— |+ (tanu)| 1 —cos— -
/ 2 2
8u'e L L L L
-wr 2ub  2ub 2ub  2u’h’ 2ub
M, =— (2cot2u—1)] ——sin— |+ (tanu)| 1-cos— ——— |- 2u| 1—cos—
8u'e L L L L L
e=tanu—u
MA MO MB
(1
%DA N BD%TD
‘4 a ‘ b ‘
L L
M, [ 2ub 2ub
M, =L (2ucosec2u—l)sin——(tanu)(l—cos—):l
2e L L L
M, . 2ub 2ub 2u
M, = (1-2ucot 2u)sin— —(tanu)| 1+cos— |+2u cos—
2e L L L
e=tanu—u

Quadro 2.1 — Momentos nodais equivalentes para uma viga-coluna.
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As equacles apresentadas neste quadro foram obtidas considerando insignificante o
encurtamento da barra, ou seja, 7, =7, =0.

A utilizacdo de cargas no vao dos elementos aumenta o grau de complexidade da analise da

estrutura, uma vez que, as forcas de fixacdo dependem da carga aplicada P.

Nesta dissertacdo ndo serdo analisados porticos nestas condi¢des, considerando que as cargas
verticais aplicadas no va@o das vigas podem ser directamente transportadas para as
extremidades como cargas pontuais equivalentes, eliminando a possibilidade de existirem
momentos primarios. Na realidade, a ndo introducdo destes momentos no calculo de
instabilidade, ndo altera significativamente o valor da carga critica, como se provara no

capitulo 4.

2.6 NOTA FINAL

As formulacdes apresentadas, exactas e aproximadas, podem ser aplicadas & maioria das
estruturas constituidas por elementos lineares (do tipo barra). A utilizacdo de cada formulacao
depende do resultado pretendido e das simplificagdes admitidas para modelar o sistema

estrutural.

Nos casos correntes, a utilizacdo das matrizes mais simples fornecem bons resultados,
sobretudo se forem correctamente idealizadas as ligacdes entre os diversos elementos. As
formulagdes fundamentadas em matrizes exactas sdo, obviamente, as que fornecem melhores
resultados, apresentando como principal inconveniente a utilizacdo de algoritmos mais
complexos. Os algoritmos com formula¢des simplificadas, baseados na matriz elastica e
geométrica, sdo as mais utilizadas na ANLG, nomeadamente, no desenvolvimento de
software comercial, tendo a desvantagem de ser necessario dividir as barras num niimero

suficiente de elementos para obter um resultado rigoroso.

No capitulo seguinte, serdo apresentados os principais métodos de andlise ndo linear
geométrica utilizados para determinar os parametros de carga e os modos de instabilidade,
com especial énfase para o Método dos Elementos Finitos e o Método dos 3 graus de
liberdade por piso, sendo o primeiro fundamentado numa andlise aproximada (matriz

geométrica) e o segundo na analise exacta (fungdes de estabilidade).
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3 - METODOS DE ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

3.1 INTRODUCAO

No capitulo anterior, foram introduzidos os fundamentos tedricos que permitem abordar o
problema da ndo linearidade geométrica. Apresentaram-se formulacdes 2D e 3D exactas e
aproximadas, considerando varias condi¢des de fronteira; translagdes laterais dos nods e

ligacdes semi-rigidas, para obter uma formulagdo o mais rigorosa possivel.

Quando se estudam sistemas estruturais recorrendo a analise ndo linear geométrica (ANLG),
uma das principais dificuldades reside no grande numero de equagdes que € necessario
processar para obter o resultado final, pelo que, ¢ comum recorrer ao calculo automatico
sendo esta ferramenta indispensavel para obter os resultados em tempo util. A sua utilizagdo
permite ainda o calculo repetitivo, apresentando-se como uma vantagem quando se pretende
analisar a influéncia da introdug¢do de pequenas alteragdes numa estrutura, ou no estudo de

alternativas a concepc¢ao estrutural de forma a optimizar o seu desempenho.

Assim, no presente trabalho pretende-se estudar a instabilidade estrutural de porticos 2D e 3D,
através de programas de calculo automatico, utilizando uma abordagem matricial

fundamentada nas teorias apresentadas no capitulo 2.

Para estudar estas estruturas, foram modelados varios poérticos 2D e 3D, com o recurso a
software que engloba pacotes computacionais comerciais € uma ferramenta computacional, a
qual se designou por INST3D, desenvolvida em linguagem FORTRAN. Nestes programas de
calculo automatico estdo implicitas as teorias apresentadas para a ANLG, sendo esta analise

conseguida através da resolucdo da equagdo 3.1.1
{11=[K{d} (.1.1)

em que {f} o vector das cargas nodais, [K] a matriz de rigidez da estrutura ¢ {d} o vector dos

deslocamentos nodais.

A principal diferenca entre os pacotes comerciais € 0 INST3D, reside na formulacdo da matriz
de rigidez total [K]. Enquanto o software comercial usado neste trabalho recorre a uma
formulagdo aproximada da matriz de rigidez total, em que esta matriz ¢ determinada pela
associacdo das matrizes de rigidez elastica e geométrica, o INST3D fundamenta a sua analise

numa formulagdo exacta da matriz de rigidez. Embora a abordagem seja diferente, na
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definicdo das formulacdes utilizadas, este software (comercial e o INST3D) permite realizar o
mesmo tipo de ANLG, em que sdo determinados os parametros criticos e respectivos modos

de instabilidade, para porticos 2D e 3D.

Referiu-se que o principal problema, quando se pretende analisar estruturas, esta relacionado
com o elevado niimero de equagdes que ¢ necessario resolver, motivo pelo qual se recorre ao
calculo automatico. Convém, no entanto, recordar que qualquer sistema estrutural pode ser
simplificado, para diminuir o nimero de incognitas ou para obter uma primeira aproximagao
do resultado final. Nestes casos, as metodologias de simplificacdo sdo utilizadas para
transformar um problema de dimensdo » num problema de dimensdo n—1, de forma a
eliminar uma dimensdo e consequentemente as incognitas associadas a essa dimensao. Como
exemplo, pode citar-se o estudo de estruturas tridimensionais, onde o numero de incognitas ¢é
significativamente elevado, com o recurso a formulagdes bidimensionais onde existem menos

equacgdes e incognitas.

Os programadores de software podem tirar proveito destas simplificagcdes, sempre que seja
possivel, para que o problema em estudo seja mais facil de modelar e analisar, pois existem
menos varidveis a introduzir na definicdo do modelo, mas também porque facilita a

interpretag@o dos resultados obtidos.

Desta forma, torna-se importante explicitar a metodologia utilizada por cada programa de
calculo automatico utilizado neste trabalho, nomeadamente o algoritmo de resolucdo, para
entender o modo de funcionamento desse software, assim como identificar as simplificagoes

introduzidas na modelagdo do esquema estrutural.

3.2 MODELACAO ESTRUTURAL

O software utilizado nesta dissertagdo permite a determinacdo dos parametros criticos de
porticos bidimensionais e tridimensionais, assim como a obtencdo dos respectivos modos de
instabilidade. Para proceder a esta analise, os programadores escolhem uma metodologia que
permita abordar o problema de forma rigorosa e que ao mesmo tempo permita uma facil
modelacdo do esquema estrutural. Quando se analisam estruturas 2D o estudo ¢ mais simples,
uma vez que hd menos varidveis no problema, consumindo menos recursos computacionais.
No caso de se analisarem porticos tridimensionais sdo mais dificeis de modelar, pois possuem
um maior numero de graus de liberdade e consequentemente um maior numero de equagdes

para resolver.
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Como foi referido, na analise matricial de estruturas existem varias modelagdes possiveis para

processar porticos tridimensionais:
— Meétodo dos Elementos Finitos;
— Método de 6 graus de liberdade por né (3GL/no).

No caso do Método dos Elementos Finitos (MEF), que corresponde ao método mais rigoroso,
a simplificagdo ¢ feita ao nivel da modelagdo matematica que define o comportamento dos

materiais € da estrutura.

Na analise de estruturas podem ser ainda usadas modelacdes em que se simplificam as

estruturas tridimensionais recorrendo a estruturas bidimensionais:
— Meétodo de trés graus de liberdade por piso (3GL/piso);
— Método dos porticos planos.

Embora estas simplificacdes estejam usualmente associadas a andlise dinamica de estruturas,
estes métodos podem ser utilizados na ANLG, uma vez que o problema dinamico é analogo
ao problema nao linear geométrico (na formulagdo aproximada), pois ambos constituem um
problema de valores e vectores proprios. No primeiro caso — a analise dinamica, as incognitas
sdo as frequéncias de vibragdo @ e os respectivos modos de vibragdo (Clough e Penzien,

1993), de acordo com a equagdo 3.2.1

det([K]-w’[M])=0 (3.2.1)

e no caso da nao linearidade geométrica (formulagdo aproximada), as incognitas sdo o0s

pardmetros de carga A e respectivos modos de instabilidade, de acordo com a equagao 3.2.2.

det([K]-4[G])=0 (3.2.2)

Estas simplificagdes podem significar a impossibilidade de aplicagio do método a
determinada situacdo ou a obtengdo de erros significativos, pelo que a sua utilizagdo deve ser
cuidadosamente ponderada. Para poder decidir sobre a utilizagdo de um dos métodos supra
referidos, ¢ necessario enunciar os fundamentos tedricos que justificam a sua utilizagdo e

apresentar as vantagens e inconvenientes de cada um.
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Os modelos mais completos usam matrizes de rigidez tridimensionais e permitem agrupar
elementos lineares, laminares e de volume de forma a simular com precisdo todos os aspectos

de uma estrutura, como no caso do MEF.

A andlise de instabilidade de porticos através do MEF pode ser feita recorrendo
a modelagdo tridimensional dos porticos. Neste método, ¢ possivel modelar os pilares, lajes
etc., recorrendo a elementos de barra e elementos laminares, ¢ no caso de estudos mais
rigorosos, a elementos de volume. Permite ainda a introdugdo de diversas formula¢des ndo
lineares (material, geométrica, de contacto, etc.), e também a detecg@o de efeitos localizados
de instabilidade para posterior analise, pelo que se torna no processo mais rigoroso, mas ao
mesmo tempo de maior consumo de recursos computacionais e de resolugdo mais demorada.

O software comercial, SAP 2000, ANSYS e LUSAS, utilizam esta modelagao.

Figura 3.1 — Método dos Elementos Finitos (MEF) 3D — Modelagéo.

Quando se utiliza 0 MEF, o nimero de graus de liberdade ¢ bastante elevado, e os resultados
obtidos podem ndo ser de interpretacdo imediata quando se pretende estudar o comportamento
estrutural, pois existem muitas singularidades que influenciam o desempenho da estrutura e
que ¢ necessario avaliar para identificar a sua importancia relativa no referido desempenho. A
associacdo de elementos de varias dimensdes ¢ uma vantagem, pois torna o modelo mais
rigoroso, mas ao mesmo tempo ¢ um inconveniente, ja que torna a estrutura mais dificil de

modelar e de interpretar.

Este método ¢ mais eficaz na procura de fenomenos de instabilidade em zonas localizadas ou
para andlises de pormenor em situagcdes onde uma andlise global ndo permite entender o

funcionamento da estrutura.
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Ty
T

Figura 3.2 — Método dos Elementos Finitos (MEF) 3D — Instabilidade local.

Se o estudo pretendido se refere a analise global da estrutura, entdo pode ser utilizada outra
metodologia que também se fundamentada numa andlise tridimensional, mas que recorre a
elementos lineares ou de barra para discretizar o sistema estrutural, com a vantagem de
diminuir drasticamente o nimero de incognitas do problema. Se as lajes forem consideradas
como tendo rigidez infinita no seu plano, o que normalmente sucede no caso de se utilizarem
lajes de betdo armado ou elementos com grande rigidez no seu plano, entdo este método pode
ser aplicado sem diminui¢do significativa do rigor do resultado final, mas com uma
diminuicdo expressiva do nimero de incognitas. Esta abordagem consiste na modelagdo dos

porticos tridimensionais usando um modelo de barras com 6 graus de liberdade por no.

S ~ -

Figura 3.3 — Modelo de 6 graus de liberdade por n6 — Modelacao.

85



Capitulo 3

As lajes sdo modeladas recorrendo a barras diagonais com reduzida rigidez a flexdo e elevada
rigidez axial. Os elementos lineares usados nesta metodologia possuem 6 graus de liberdade

em cada no6, ou seja um elemento linear 3D, Figura 3.4.

Figura 3.4 — Elemento de barra 3D. Graus de liberdade.

As vantagens da utilizagdo deste modelo englobam a facilidade de modelagdo, a diminuigéo
do numero de incégnitas e o estudo rigoroso de vigas e pilares. Como inconvenientes,
apresenta desvantagens na modelacdo dos elementos laminares, como as lajes e a necessidade
de estudar cuidadosamente a estrutura para saber como proceder a simplificagdo das lajes sem

perda de rigor.

Os métodos que foram apresentados utilizam uma abordagem 3D para analisar sistemas
estruturais. Contudo, podem-se usar metodologias que permitem o estudo de estruturas 3D
através de estruturas 2D, como o método dos 3GL/ piso e o0 método dos porticos planos.

Rigidez infinita
no plano *

Rigidez infinita ~

no plano

VR

-
= &7

Figura 3.5 — Método de 3 graus de liberdade por piso — Modelagéo.
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Na Figura 3.5 esta representada a modelacdo associada ao método de 3GL/piso, em que a
estrutura 3D ¢ transformada numa estrutura 2D multimodal (analise dinamica), constituida
por um elemento vertical com as massas concentradas ao nivel dos pisos, considerados
infinitamente rigidos no seu plano, sendo compatibilizados os deslocamentos dos elementos

verticais (pilares e paredes), Figura 3.6.

//V

V.

o/Z:}ez

M2 M,]=[M. ,M._, 10

[M2] el [MyJ-IM, M, 10,
X

//V

V.

(5:\791

M1 M,]=[M._ ,M_, 10

[M1] L My 1=, M, 10,
X

Figura 3.6 — Sistema equivalente para o método de 3 GL/ piso (dindmica).

Neste modelo sdo usados 3 graus de liberdade por piso, pelo que o numero de variaveis
necessarias para resolver o problema, ¢ significativamente reduzido com consequentes

implicagdes no tempo de resolug@o e nos recursos computacionais necessarios.

As principais vantagens deste método correspondem a diminuigao significativa do niamero de
incognitas e a facilidade da sua utilizagdo. Como desvantagens apontam-se a compatibiliza¢ao
dos deslocamentos verticais dos elementos lineares (pilares) e a eliminacdo da rigidez dos
elementos laminares, considerados rigidos no seu plano, simplificacdo que ndo pode ser
considerada como hipotese valida quando se utilizam elementos estruturais como lajes de

chapas metalicas, lajes finas, lajes do tipo “Sandwish”, lajes de madeira, etc.

A andlise tridimensional pode também ser realizada através da sua conversao num problema
bidimensional, na qual se associam no espago as sub-estruturas planares que constituem o
sistema 3D, compatibilizando os deslocamentos em cada andar. Esta metodologia consiste no

chamado método dos porticos planos em que a estrutura 3D ¢é substituida por numa estrutura
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2D equivalente através da associacdo em comboio dos porticos 2D que contribuem para a
rigidez numa determinada direcc¢do (Taranath, 1988), Figura 3.7.

Pértico 2

fZ
poicot 27 | —~ ""/;, I
o -

... .. - — Pértico 1 + Pértico 2

S | | i _ I | | i e~
z
- //
- ——

ol
e . b it b

Figura 3.7 — Sistema equivalente para o método dos porticos planos.

Neste método surge a obrigatoriedade dos deslocamentos serem iguais por andar e das

estruturas serem regulares em planta e alcado sem assimetrias acentuadas.

As vantagens estdo associadas a simplicidade da modelag¢do, ou seja, pelo reduzido nimero de
incognitas resultantes e pela possibilidade de utilizar métodos 2D universais na analise de

estruturas, como o método dos deslocamentos.

Estas metodologias pseudo-3D, devem ser aplicadas a casos onde a importdncia dos
elementos laminares ou o recurso a elementos volumétricos sdo relativamente pouco
importantes para a compreensdo do funcionamento global da estrutura. Também se deve
evitar estas simplificagdes em estruturas geometricamente complexas, onde o comportamento

ndo pode ser estudado sem uma rigorosa modelagao.

E possivel analisar estruturas tridimensionais, numa abordagem nio linear geométrica, através
de métodos simplificados preconizados nos regulamentos, nomeadamente o Regulamento de
Estruturas de Ag¢o para Edificios (REAE, 1985) e o Eurocddigo 3 (CEN, 1992), que permitem
o estudo global da estrutura e a posterior verificacdo da capacidade resistente. Estes métodos
obedecem a determinadas regras que impdem limitagdes a sua aplicagdo, pelo que, ndo sdo de

aplicagdo universal.

Neste contexto, uma das metodologias mais utilizadas corresponde ao método de ampliagdo

dos momentos de 1* ordem associados ao deslocamento horizontal relativo entre pisos, no
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qual os momentos obtidos na andlise elastica de 1* ordem sdo aumentados pela introdugdo de

um termo corrector (ECCS, 1991; Schimizze, 2001), equagdo 3.2.3.

(3.2.3)

1
e

Estes métodos ndo serdo abordados neste trabalho pois ndo se fundamentam na analise

matricial da ndo linearidade geométrica.

De entre os métodos apresentados, que sdo usualmente utilizados na analise dinamica, o MEF
¢ ao método mais frequente para qualquer tipo de analise, pois corresponde a modelagdo mais
universal, com teorias perfeitamente conhecidas e implementadas para o estudo da maioria
dos problemas estruturais, razao pela qual é a metodologia utilizada na maioria do software
comercial. Se as estruturas foram porticadas e regulares, o0 método dos 3GL/piso revela-se
vantajoso para a ANLG de estruturas 3D, pois permite reduzir as incognitas e simplificar a
analise sem perda significativa de rigor. Nesta dissertacdo, este ultimo método assume grande

importancia pois foi utilizado para a elaboragao do software INST3D.

Dada a importancia destes dois métodos no desenvolvimento do presente trabalho,
seguidamente sdo apresentadas as bases tedricas que definem estas metodologias (MEF e

3GL/piso) e a sua aplicagdo a ANLG de estruturas porticadas.

3.2.1 Método dos Elementos Finitos

Para a resolucdo das equagdes diferenciais que governam o comportamento das estruturas,
foram desenvolvidas ferramentas numéricas baseadas no calculo automatico, que com o
desenvolvimento da capacidade de processamento dos computadores, permitiram a resolucao

de problemas cada vez mais complexos.

De entre as ferramentas numéricas para a resolu¢do dos problemas de engenharia, o MEF
constitui uma das metodologias mais utilizadas. O MEF ¢ um procedimento numérico com o
qual se pode modelar o comportamento de uma estrutura com grande rigor, com a capacidade
de relacionar elementos de varias dimensdes geométricas (1D, 2D e 3D), variagdes nas

propriedades dos materiais e ainda variagdes nas condicdes de fronteira.

Uma das principais vantagens deste método, consiste na facilidade com que se implementa o

algoritmo de um programa de calculo automatico para resolver um problema especifico,
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motivo pelo qual se tornou na ferramenta mais utilizada na investigacdo e no projecto, em

todas as areas cientificas desde a engenharia até a medicina.

Nesta modelagdo, ¢ necessario dividir um dominio em varias partes, sendo cada uma das
partes designadas por elemento finito, que sdo associadas no espago para formar o esquema

estrutural (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Torrealba et. al, 1992).

a) b)

Figura 3.8 — Modelagao MEF: a) malha, b) mapa de esforgos.

A divisdo do dominio em partes, corresponde a geragdo da malha de elementos finitos (Figura
3.8) que ¢ escolhida de forma a simular o sistema estrutural a estudar (Bathe, 1996). A
quantidade de elementos finitos influencia o tempo de processamento ja que as incognitas
correspondem aos graus de liberdade de cada elemento e com o aumento do numero de

elementos, aumenta o niumero de equagdes a resolver (Weaver, 1967).

K, K, K; - K,||a 1

K, K, Ky a, F,

K, K, K, a, =15 (3.2.4)
_Knl Knn_ \an \Fn

As equagdes sdo formuladas para cada elemento, determinando a lei de comportamento
definida através da matriz de rigidez elementar. Apos ter determinado a matriz elementar, o

problema global ¢ equacionado combinando todas as matrizes elementares e escrevendo a
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equacdo que governa o comportamento estrutural, equacao 3.2.4.

Como supracitado, este método permite a introducdo de elementos do tipo barra (1D), de
superficie (2D) e elementos de volume (3D), permitindo a modelacdo rigorosa de qualquer

sistema estrutural.

a) b) °)

Figura 3.9 — Elementos MEF — a) barra (1D), b) laminar (2D), ¢) volume (3D).

Os modelos tridimensionais com modelagoes fundamentadas em elementos 3D, sdo mais
rigorosos e permitem estudar o sistema estrutural em varias direc¢des, mas possuem um maior
nimero de incoégnitas implicando uma maior complexidade na criagdo do modelo,

justificando a sua utilizagdo em casos especiais.

Para o caso de porticos rectangulares regulares em planta e algado, a modelacdo MEF pode

ser feita recorrendo a elementos do tipo barra (1D), Figura 3.10.

Figura 3.10 — Discretizacdo: a) modelo exacto, b) modelo aproximado (MEF).
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Esta metodologia pode ser aplicada a maioria dos edificios, utilizando os elementos de barra
para simular o esquema estrutural e assim simplificar a sua analise pela reducdo dos graus de
liberdade.

Na ANLG o principal objectivo consiste, como se viu no capitulo 2, na obtencdo dos
parametros criticos e dos respectivos modos de instabilidade, que numa abordagem matricial
do problema, podem ser obtidos recorrendo a formulagdes exactas e aproximadas da matriz de
rigidez. No caso do MEF, e como se trata de uma ferramenta numérica, a formulacéo utilizada

corresponde a aproximada, obtida por simplificagdo da formulagdo exacta.

Na criag@o de software para a analise de estruturas, ¢ comum a utilizacdo do MEF quando se
pretende abordar o problema da ndo linearidade geométrica, em particular no

desenvolvimento de software comercial.

O recurso a metodologia baseada em formulagdes aproximadas deve-se a facilidade com que
se implementa um algoritmo ndo linear, no algoritmo usado na andlise linear elastica ou de 1*
ordem, uma vez que este constitui a base de qualquer software de calculo estrutural. Ou seja,
o primeiro proposito de um software de analise estrutural consiste na determinacdo dos
esforcos e deslocamentos, formulando o problema na configura¢do inicial da estrutura
(indeformada), pelo que os programadores desenvolveram algoritmos universais para a sua
resolugcdo. Quando ¢ necessario estudar a estrutura na configuracdo deformada, ¢ mais facil
utilizar o algoritmo inicial (na configuracdo indeformada) e introduzir algumas altera¢des para
permitir este tipo de analise, o que € bastante facil quando se utiliza a formulacdo aproximada

da matriz de rigidez.

Assim, numa analise de 1* ordem (configuracdo ndo deformada da estrutura), a relagdo entre

os deslocamentos e as forgas aplicadas ¢ definida pela equagao
{71 =[K{u} (3.2.5)

em que { /] representa o vector das forgas nodais, [K ] a matriz de rigidez global da estrutura

e {u} o vector dos deslocamentos nodais.

Contudo, devido a ac¢do dos esforcos actuantes a estrutura deforma-se e a relacdo linear
apresentada deve ser alterada para contabilizar a deformacdo da estrutura no equilibrio da
mesma. Quando se formula o equilibrio na configuragdo deformada, obtém-se a contribuicao
do efeito do esforco axial na alteracdo da rigidez a flexdo dos elementos que compdem o

sistema estrutural.
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Para conseguir este objectivo, basta introduzir na equagdo uma nova matriz de rigidez, com a
contribuicdo dos esfor¢cos desenvolvidos por cada elemento aquando da sua deformacao

devido a ac¢do do esforgo axial, definindo a equacgdo de equilibrio
{r}=[K {u} (3.2.6)

onde [K t] corresponde a matriz de rigidez total da estrutura, sendo

[K,]=[K]+][C] (3.2.7)

em que [K] corresponde a matriz de rigidez elastica (utilizada na analise de 1* ordem) e [G]
(ou [K, ] ) a matriz de rigidez geométrica da estrutura e que permite introduzir o efeito do

esfor¢o axial na deformac@o da estrutura.

No caso do MEF (Wilson, 2000), a matriz [K] é determinada por

[K]=[B"D B av (3.2.8)

e a matriz [K, | por

(K, ]= j G'D G dv (3.2.9)

A matriz [K,] depende da deformagdo geométrica da estrutura e dos esforgos axiais aplicados.
Os deslocamentos alteram a posi¢cdo dos nds e consequentemente [K] varia durante a analise

da estrutura.

O célculo da carga critica de instabilidade, baseado na geometria inicial da estrutura, permite
obter a chamada carga de instabilidade linear. O objectivo da realizacdo desta analise consiste
na determina¢do de A, que corresponde ao pardmetro de carga critico, € com o qual é

possivel obter a carga critica de equilibrio na configuracdo deformada da estrutura.

Quando se analisa um sistema com um unico grau de liberdade, a instabilidade é calculada
tornando [K;] igual a zero e resolvendo a equacgdo de forma a obter o valor de {f}. No caso de
um sistema com varios graus de liberdade, o determinante de [K] sera igual a zero e obtém-se

varios valores de {f} em que o valor mais baixo corresponde a carga critica.

{P.} =41/} (3.2.10)
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P Ponto de bifurcagéo

/ Modo estavel

S Modo instavel

Figura 3.11 — Bifurcagdo de equilibrio.

Quando se estuda a instabilidade de uma estrutura, o que se pretende € encontrar o ponto de

equilibrio que identifica a passagem de uma estrutura estavel para uma estrutura instavel.

Matematicamente, este ponto pode ser obtido quando pequenas alteracdes no vector das
cargas originam deslocamentos infinitos no vector dos deslocamentos, Figura 3.11; ou seja, o
sistema de equagdes de equilibrio é singular em que o vector dos deslocamentos diferente de

zero satisfaz
[K ]{u} ={0] (3.2.11)

Se o objectivo ¢ a o estudo da instabilidade estrutural, entdo na maior parte dos sistemas,
pode-se excluir a influéncia da ndo linearidade material e assumir que a distribui¢do relativa
das forgas internas se mantém constantes para todas os factores de carga. Combinando estas
simplificagdes com o facto de todas as matrizes de rigidez geométrica dos elementos

apresentarem fungdes lineares, pode-se escrever a equagdo 3.2.11 como sendo
([K]+2[G]){u} ={0} (32.12)

ou ainda

[K{u}=A[-G]{u} (32.13)
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em que [-G] ¢ calculada das forcas nos elementos obtidas pela analise linear elastica para um
vector de carga de referencia {P,}, ¢ A representa o parametro da carga critica elastica para

essa carga de referéncia.

Assim, para um sistema estrutural pode escrever-se a equacdo de equilibrio como sendo
(IK]+A[G]){u} = 2A{ S} (3.2.14)
em que os deslocamentos nodais podem ser obtidos da equacdo 3.2.14, através de

{u}=([K]+A[G]) " A{s} (32.15)

A equacdo 3.2.12 corresponde a forma geral de um problema linear de vectores e valores

proprios do tipo (Champion, 1993)
([2],., = AL1],, {x},, =0 (3.2.16)

que pode ser apresentada na forma
(6], {3 = A{x} (3.2.17)

em que o vector coluna ¢ o vector de valores proprios (eigenvector) da matriz e o

multiplicador A é o valor proprio (eigenvalue).

A equagdo 3.2.16 representa um sistema de n equagoes lineares homogéneas e a solucdo de

{x}={0} obtém-se através de

det([6]-A[1])=0 (3.2.18)
Assim, a solugdo da equacado 3.2.12 reduz-se ao calculo de

det([K]+A[G])=0 (3.2.19)

sendo A a incognita.

A utilizagdo do problema de valores e vectores proprios corresponde & metodologia utilizada

pelo software MEF para a resolugdo da ANLG de estruturas.
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Comparativamente a realizacdo de um processo incremental, o recurso ao problema linear de
vectores e valores proprios (PLVVP) pressupdes, para um grande niimero de casos, uma

metodologia mais simples e de facil aplicagao.
Para a resolu¢do do PLVVP, podem utilizar-se varios algoritmos de resolucdo, dos quais se
destacam (Champion, 1993; McGuire et. al, 2000):

— M¢étodo de Reducao a forma standard;

— M¢étodo da Expansdo polinomial;

— Me¢étodo da potenciacio;

— Método de Jacobi;

— Método de Gauss-Siedel.

Bathe e Wilson (1976), apresentaram um método computacional designado por “método da
interaccdo inversa ou interaccdo matricial de Stodola”, para resolver os problemas
relacionados com a andlise ndo linear geométrica, e cuja principal vantagem consiste na

diminui¢@o dos recursos computacionais utilizados.

Azevedo (1993) utilizou este método para o desenvolvimento de um algoritmo
computacional, que foi implementado num programa de calculo automatico de estruturas
reticuladas tridimensionais em regime elastico designado por EIGENF, desenvolvimento a
partir do software FEMIX (baseado no MEF).

Neste método, a equacdo fundamental ¢ dada por
[K1{s}=4[-G]{¢,} (3.2.20)

em que {@} é o vector proprio ligado ao modo i e A; corresponde ao valor proprio associado

ao vector proprio {@}.

O primeiro valor proprio (pardmetro de carga, A) e o respectivo vector proprio (modo de

instabilidade, ¢) sdo obtidos a partir da equacdo 3.2.20, com

[K]{¢}=4[-Gl{a} (3.2.21)
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Inicialmente ¢ introduzida uma primeira aproximacdo para a configuragdo de instabilidade

através da deformacdo inicial {u, }, resultando
(KN}, =(4), [-Gl{u,} (3222)

ou entao

[K] A2}, =[-Gl{u} (3.2.23)

(/71)

Como [-G]{u, } pode ser associado a um vector solicitagdo {fs}, entdo a equagdo passa a ser

[K]—~1a} ={/:}, (3.2.24)

L
(4),
e da resolucdo do sistema de equacdes resulta

{u}, =—<A{a} (3.2.25)

L
(4),

No caso de se ter introduzido uma configuracdo exacta do modo de instabilidade {¢;}, entdo

as relagdes entre os vectores {u,} € {u } sdo constantes e definidas por

(j=12,..,n) (3.2.26)

Como a configuracdo inicial corresponde a uma aproximacao, o modo de instabilidade obtido
{¢}, ndo serd exacto, pelo que as relagdes entre os vectores {u,} € {u }| ndo sdo constantes e
consequentemente, ndo se pode utilizar a equagdo 3.2.26 para a determinac¢do do parametro de

carga A;.

Para iniciar o processo com uma aproximacdo de A; pode-se usar o quociente de Rayleight,

dado por

~Gl{u},
~G{u},

(3.2.27)

C)CD
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De modo a garantir a ortogonaliza¢do em relacdo a matriz de rigidez geométrica [ G], dada por

T
{u} [-Gl{u}=1
utiliza-se para configura¢do da deformada o vector

@),
Ji@ -1,

{u}, =

que corresponde a segunda aproximagdo de A;. Assim, para a determinagdo do valor da carga

critica de uma estrutura, pode-se utilizar o seguinte algoritmo:

Determinacao da configuracao
inicial de instabilidade {u},

v

[ Tolerancia - & ]

U6, e

s, -1, |
v
(@,

@) -oliah,
v

| ), =GN, |

{u}, =

nao

| P -] ]
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Para a determinacdo dos restantes modos de instabilidade, ¢ usada a ortogonalizagdo de
Gram-Schmidt que permite obter vectores ortogonais aos vectores previamente calculados,

cuja equagdo ¢ dada por
(), =(11- S0 {ad-61 u) 3230

e em que o vector {u }i substitui o vector {u, } no algoritmo de resolugo.

Para finalizar a apresentacdo do MEF, ha a salientar que o software comercial utilizado para
elaborar esta dissertacdo, nomeadamente SAP 2000, ANSYS e LUSAS se fundamenta nesta
metodologia e embora tenham algoritmos de resolugdo proprios, a formulagdo da matriz de

rigidez ¢ aproximada e a ANLG constitui um PLVVP como apresentado nesta secgao.

3.2.2 Método dos 3GL/piso — Software INST3D

No caso das estruturas tridimensionais apresentarem geometria regular constituida por
porticos rectangulares, para um grande nimero de casos, pode-se comparar estas estruturas a
um conjunto de porticos 2D, ligados entre si pelas lajes e para as quais se considera um

comportamento de diafragma rigido no seu plano.

Figura 3.12 — Diafragma rigido no plano.
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Esta analise permite concluir que ¢ possivel analisar porticos 3D com o recurso a formulagdes
2D, através da simplificagdo da modelagdo 3D, a qual ja se fez referéncia como Modelo de 3
graus de liberdade por piso (3GL/piso). O software desenvolvido (INST3D) baseia-se nesta
simplificacdo que, como anteriormente se referiu, se baseia na condensacdo da estrutura
tridimensional para obter uma estrutura bidimensional. Neste caso, os poérticos 2D sdo

associados no espago no espago para simular o comportamento tridimensional da estrutura.

I ]

E F
a 2 a
i f
$P PJ7 L @\ ‘ ©
C D
o ;
X : 5 :
2, A | |
| X |
A

Figura 3.13 — Modelagao INST3D: a) portico 2D, b) associacdo de porticos 2D.

Embora o INST3D utilize um modelo simplificado, a formulacao utilizada no algoritmo ¢
exacta e corresponde ao uso da matriz de rigidez exacta [K] na equagao 3.1.1. O recurso a esta
simplificagdo esta relacionado com a diminuigdo dos graus de liberdade e consequentemente
das equacdes que ¢ necessario resolver. Por outro lado, a universalidade dos algoritmos
fundamentados na utilizagdo da matriz de rigidez exacta para porticos 2D, justifica a sua

utilizagdo do ponto de vista computacional.

As matrizes de rigidez exactas baseadas em formulagdes tridimensionais sdo mais complexas
¢ a sua utilizacdo implica a resolu¢do de um nimero significativo de equagdes, dificultando a
sua programacao. No caso de se pretender estudar de forma simplificada o efeito do esforco
axial na rigidez da estrutura, entdo o modelo de 3 GL/piso apresenta-se como uma boa
alternativa, sobretudo pela facilidade com se implementa uma rotina computacional

(simplicidade de programacdo) e também pela reducdo do tempo necessario para processar 0s
dados.
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O software INST3D foi baseado num algoritmo originalmente desenvolvido em FORTRAN
77. Este formato de programacao corresponde a uma linguagem nao estruturada, dificultando
a interpretacdao do algoritmo, justificando a sua adaptacdo para uma linguagem mais recente,
neste caso o FORTRAN Powerstation. Simultaneamente, foram introduzidas alteragdes para
eliminar as limitagdes que o algoritmo inicial apresentava, como o niimero maximo de pisos,
a limitacdo no tamanho dos ficheiros de dados, a introdu¢do e o armazenamento de dados no
disco rigido, conforme mais detalhado no respectivo manual (César e Barros, 2003). Foi ainda
reformulada a analise matricial, para permitir estudar os sistemas estruturais para os quais se
pretende utilizar este software, que serve de base para o principal objectivo desta dissertagdo —
o estudo paramétrico sobre a instabilidade de porticos 2D e 3D, neste caso com o recurso a

formulacdo exacta do problema ndo linear geométrico.

J
P \? P
H It l
H Y o
- li
b $P c\ﬁpi 7 -
X
1r E =
L2 ®
H
A B D C
A S — p— — 7777
® L2
A B
J | R d 7777
L1 ‘
1 1
L1
a) b)

Figura 3.14 — Modelagdo INST3D — Pértico 3D: a) planta, b) al¢ado.

O algoritmo inicial e o algoritmo do INST3D fundamentam-se no método de 3GL/piso para
elaborar a ANLG de porticos rectangulares 3D, considerando que a estrutura 3D pode ser

obtida por associacdo de porticos 2D rectangulares, Figuras 3.13 e 3.14.

Como o objectivo ¢ analisar a instabilidade de porticos, torna-se necessario apresentar os
fundamentos e a metodologia utilizada para a obtencao dos pardmetros criticos e respectivos
modos de instabilidade, implicitos no algoritmo do INST3D, para se entender o

funcionamento deste software.
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Em primeiro lugar, refere-se que a utilizacdo deste tipo de modelacdo implica uma série de
condicionantes; no caso do INST3D, as estruturas analisadas deverdo apresentar as seguintes

caracteristicas:
— Indeformabilidade axial das barras;
— Porticos rectangulares com igual nimero de pilares em cada andar;
— Porticos com pilares situados na mesma prumada;
— Cargas concentradas aplicadas nos nos;
— Encastramento na base do portico (ligagdes ao exterior);
— Area e inércia constantes para cada elemento;
— Moddulo de elasticidade constante em cada portico 2D;

Como os porticos 3D sdo modelados recorrendo a formulagdes 2D, isto é, poérticos
bidimensionais ou planos, entdo a matriz de rigidez sera definida para um elemento linear do

tipo barra com 3 graus de liberdade por nd, como ilustrado na Figura 3.15.

Figura 3.15 — Elemento de barra 2D. Graus de liberdade.

Deste modo, considerando um sistema local de coordenadas Oxyz, os deslocamentos possiveis
{A} nas extremidades da barra sdo numerados como indicado na Figura 3.16, onde E ¢ o
modulo de elasticidade, Ax a area da secgdo transversal, L o comprimento da barra ¢ I, o
momento de inércia da sec¢do em torno do seu eixo pelo seu centro de gravidade,

normalmente ao plano da figura.
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£
. E,A I

Figura 3.16 — Elemento de barra 2D — numeragdo dos deslocamentos.

Se o equilibrio se fizer na configuragdo indeformada da barra, despreza-se a influéncia do

esforgo axial e obtém-se a matriz de rigidez 1* ordem do elemento de barra

EA
L L
. 1251 651 .
. 6L~;1 4EI
L L
&y 1= EA EA
L L
, L23EI —6L1291 .
o SEL 28
L L

A equagdo de equilibrio sera

{F} = [Kg/}{A}

-12E1

—6FEI
L2

61

2EI

6E1

4E1

(3.2.31)

(3.2.32)

em que {F} corresponde ao vector das solicitagdes, [K;] a matriz de rigidez do elemento e

{A} o vector dos deslocamentos nodais.

A equagdo 3.2.32, que corresponde a equagdo 3.1.1, pode ser apresentada em fungdo do

sistema de eixos admitido.
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Considerando os esfor¢os nodais H, V ¢ M e os deslocamentos nodais Ay, Ay e 0, entdo a

equagdo de equilibrio sera

4 o £ 0
L L
H 12E1 6EI —12EI 6EI .
! 0 3 2 0 3 2 i
L L L L
V. Ay,
0 6FEI 4ET 0 —6EI 2FEI ’
M, I’ L I L@
a7l 5 . (3.2.33)
S L
Vi A
0 —12EI —6EI 0 12EI  6EI
M J )5 I? )5 I? 0./’
6FEI 2FEI 6FEI  4EI
0 — — 0 > —
L L L L
Introduzindo as fungdes de instabilidade na matriz [Kj;], obtém-se
EA EA
— 0 0 — 0 0
L L
12E1 6FEI —12EI 6EI
L R
6EI 4FE] —6EI 2FEI
0 2 ¢2 L ¢3 0 12 ¢2 I ¢4
[Ki/.]emm = £ £ (3.2.34)
— 0 0 — 0 0
L L
—12FEI —6EI 12E1 6EI
O 7% =% 0 %
6EI 2FEI 6EI 4E]
CoEe T Yo e

A matriz anterior corresponde a numeragdo dos deslocamentos generalizados associada ao
referencial local da Figura 3.16, na qual as fungdes ¢,, @,, @, e ¢, sdo as fungdes de
estabilidade associadas aos termos da matriz de rigidez de 1* ordem. A obtengdo destas
fungdes foi abordada no capitulo 2 para diversas condi¢des de fronteira, nomeadamente, a

possibilidade de ocorrerem translagdes nodais e ligagdes semi-rigidas.
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Assim, as fungdes de estabilidade ¢, (j =1,2,3,4) sdo, para o caso de P<( (compressdo):

] :¢2:300t16
R —
> 3(1-Bcot f)
3 1 (3.2.35)
5 :Z¢2+Zﬂ00tﬂ
3,1
S 2¢2 21600tﬂ

com

i L [P x|[P
M _L/F_ 7 3.2.36
p 2 2VErl 2J; (3230

em que P, corresponde a carga critica de Euler

2
Pe:ﬂ'EI
12

(3.2.37)

No algoritmo original, a formulagdo utilizada no INST3D foi baseada na matriz de rigidez
exacta de vigas-coluna com as fungdes de estabilidade desenvolvidas por Livesley e Chandler
(1956):

em que para p > 0 (barras comprimidas):

S_(l—2a-cot2a’)a’

tana—o
(3.2.38)
o= 2—sin2a
sin2a—2a-cos’ &

onde

a=%[p (3.2.39)

2
P

com p=—.
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e para p < 0 (barras traccionadas) as equagdes adoptam a forma:

= (1-2y-coth(2y))y
tanh y—y
(3.2.40)
o= 2y —senh(2y)
senh(2y)—2y-cosh(2y)

Ainda nesta formulagéo, para considerar o efeito da translacdo da barra, Merchant (Merchant,
1955; Horne e Merchant, 1965) introduziu a fungdo m que permite representar a diminui¢ao
de rigidez a0 movimento transversal da barra prismatica bi-encastrada, como consequéncia da
inclinagdo que ocorre entre o eixo da barra e a direccdo das forgcas P responsaveis pela

compressao axial.

2s(1+¢)

= 3.2.41
" 2s(1+c)-7p ( )

em que p=P/P, sendo P,=n’EL/L’ a carga critica de Euler.

Estas fungoes de estabilidade, s, ¢ € m podem ser relacionadas com as fungoes de estabilidade
¢, ¢, ¢, ¢ ¢, apresentadas na equagdo 3.2.34. Adoptaram-se as fungdes ¢, (j=1,2,3,4)
com base na abordagem apresentada no capitulo 2, e ainda, por configurarem a teoria da

estabilidade na sua notag¢do mais recente.

A matriz [Kjj]exacta pode ser reorganizada de forma a obter uma matriz que agrupe os termos

que definem as translagdes e as rotagdes nodais, equagdo 3.2.42.

oz 0 0 0
L L
“EAE4 0 0 0 0
L L
12EI —-12EI 6EI 6EI
0 0 L3 ¢1 L3 ¢1 L2 ¢2 L2 ¢2
[Kij]exacta = (3242)
' —-12E1 12E1 6E] 6EI
O 0 L} ¢1 L3 ¢1 L2 ¢2 Lz ¢2
6E] —6E1 4E1 2FEI
O 0 L2 ¢2 L2 ¢2 L ¢3 L ¢4
—6EI 6El 2EI 4EI
0 0 L2 ¢2 LZ ¢2 L ¢4 L ¢3
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Associando os indices H, V e 0 a cada parcela da matriz Kj; obtém-se

KHH KHV KH9
(K Jexacra =| K+ Ky | Ky (3.2.43)
Ko | Koy | Koo

sendo H o deslocamento horizontal, V o deslocamento vertical ¢ 6 a rotacdo associados aos

graus de liberdade do elemento de barra.

3.2.2.1 Determinacio da carga critica em poérticos 2D

Quando se analisam estruturas porticadas, ¢ possivel observar dois tipos de comportamento
em fun¢do da mobilidade da estrutura. O poértico pode apresentar uma configuracdo

deformada de nos fixos, ou uma configuragdo de nés moveis (Figura 3.17).

Figura 3.17 — Mobilidade de porticos: a) portico de nos fixos, b) portico de nés moveis.

No caso do portico de nos fixos, os nds localizados nas extremidades dos elementos ndo
sofrem translacdes, pelo que, as cargas aplicadas apenas podem introduzir rotacdes do
elemento em torno dos nos de extremidade, e assim, a perda de estabilidade, estara associada
a rotacdo nodal. Para os poérticos de noés moveis, existe a possibilidade de translagdes das

extremidades, pelo que a perda de estabilidade serd atingida para um valor menor de carga.

Se forem analisados porticos 2D e considerando que o objectivo ¢ determinar a carga critica

P, do esquema estrutural, pode-se concluir que P, serda encontrada numa configuragdo

intermédia entre portico de nos fixos e portico de ndés moveis.

107



Capitulo 3

Como primeira aproximacao para a determinacao de P, pode admitir-se que o seu valor sera

obtido de entre os limites definidos pelos seguintes esquemas estruturais:

— Portico de nds fixos

2
' El
: P=47
Figura 3.18 — Portico 2D de nds fixos com viga de rigidez infinita.

L 7°El

P =2,04 I
Figura 3.19 — Portico 2D de nos fixos.
— Portico de nés moveis
P P

L 7’El

f)cr = PE = L2

Figura 3.20 — Portico 2D de nds moveis com viga de rigidez infinita.
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T*El

L2

P, =0,25

Figura 3.21 — Poértico 2D de nos moveis.

Observando as figuras 3.18, 3.19, 3.20 e 3.21, pode-se verificar que a carga critica se

encontrara entre o valores extremos, ou seja entre

0,25P, <P, <4P, (3.2.44)

E entdo necessério explicitar o processo de obtencio da carga critica e do respectivo modo de
estabilidade para cada configuracdo de mobilidade da estrutura (portico de nos fixos e portico

de nos moveis).

3.2.2.2 Instabilidade de poérticos de nds fixos

Nos porticos de nds fixos, um aumento das cargas aplicadas pode provocar a perda de
estabilidade por rotacdo nodal indefinida, sem que ocorra translagdo horizontal dos nds. Neste
caso, pode-se analisar o portico, considerando que ha impedimentos ao movimento dos
andares e a instabilidade sera encontrada tendo em conta que o portico com os deslocamentos
horizontais impedidos, ou seja, tendo como Unicos deslocamentos livres a rotagdo dos nos,
{4/}

Neste caso, a carga critica corresponderd ao limite superior para o carregamento critico
correspondente a condigdo real de comportamento do portico, condigdo esta intermédia entre

a de portico de nods fixos e de nds moveis.

Como nestes porticos ndo ha deslocamentos horizontais, o sistema de equacdes serd dado por
Y=k {4} (3.2.45)

O portico de nos fixos torna-se instavel, quando para momentos nodais nulos ocorrem

rotagdes {d, }.
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Assim, obtém-se a equacao
(Ko {ds}=0 (3.2.46)
cuja solucdo serd dada por

det[ K, ]=0 (3.2.47)
3.2.2.2.1 Determinacio da carga critica

Se o portico de nos fixos estiver sujeito a cargas nodais verticais {f,}, no sentido
descendente, os esfor¢os nos pilares podem ser calculados através do equilibrio das forcas
verticais em cada nd. Supondo que as cargas podem variar simultaneamente em todos os nos,
entdo o vector das forcas nodais {f,} pode ser alterado pela introdugdo do pardmetro A,
com A,>0, cujo valor critico se pretende determinar. Neste caso A,¢ o menor valor do

parametro para o qual o pértico de nos fixos perde a estabilidade.

O principio da sobreposi¢do dos efeitos, para as cargas verticais, continua valido se as cargas
horizontais forem nulas e se os momentos forem nodais. A equacdo que relaciona o esfor¢o

axial nos elementos com o pardmetro de carga é dada por

N,,=A-N, (3.2.48)

em que N; € o esfor¢o axial na barra i para A,=1 ¢ N,, o esfor¢o axial correspondente a

ampliagdo de N; devido ao parametro de carga.

Para a analise do portico de nés fixos, a matriz [Kj;] (equacdo 3.2.43) pode ser simplificada,

passando a ser definida pela submatriz associada as rotagdes nodais

4B, 20,
3 4
[Kel=| . & L (3.2.49)
2EI AEL
7 9, 7 9

Desta forma, sdo determinadas as matrizes [ K, ] (equacdo 3.2.49) para diversos valores de A
e a partir destas a matriz de rigidez [K},] (equagdo 3.2.45). O valor do pardmetro

critico A, sera o menor valor de A para o qual:

det[ K}, |=0 (3.2.50)
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No decorrer da resolugdo deste determinante, o valor de A toma sucessivamente valores
positivos e negativos, pelo que se torna dificil, determinar quando toma pela primeira vez o
valor zero. Como o determinante de uma matriz ¢ igual ao produto dos seus auto-valores o
problema pode ser transformado noutro de determinagdo de auto-valores da matriz [ K, ]

através da equagdo 3.2.51.
Ky 1=[B]+[D] (3.2.51)

em que [B] ¢ obtida de [ K, ] igualando a zero os elementos da diagonal principal e [D] é a

matriz diagonal com os elementos diagonais de [ K4, ]. Das equagdes 3.2.47 € 3.2.51 obtém-se
det[ k5, ]=det{([BI[D]" +[1])[ D]} =0 (32.52)

Para A<),, os elementos da diagonal principal de [K,,] nunca se anulam, e a matriz
[B][DP]" obtém-se a partir de [ K/, ], dividindo os elementos de cada coluna pelo elemento

dessa coluna pertencente a diagonal principal, obtém-se

det([B][P]" +[1])=0 (3.2.53)

o que significa que no caso de A = A, [B][D] " apresentar auto valor A = -1 ¢ para A = 0 as
funcdes ¢ e ¢ sdo iguais a unidade, pelo que os auto-valores se situam entre -1 e 1, no
entanto, verifica-se que o intervalo onde se encontram os auto-valores de [B][D] ' se situa
entre -0,5 ¢ 0,5. A medida que se aumenta A, os auto-valores de [B][D]_1 alteram-se, até que

o menor auto-valor atinja o valor de Ay, = -1, obtendo-se nesse instante A=12,, .

Para diminuir o tempo de processamento e evitar inconvenientes associados a defini¢do de
[B][D]_] que pode ndo ser simétrica, pode-se determinar o pardmetro critico A,através da
matriz [ K, | que é sempre simétrica, pelo que, enquanto ndo for atingida a carga critica (ou
enquanto A<X,), todos os auto valores de [ K, ] serdo positivos. O det[ K, ]=0 permanece
valido para A=LA,e o menor auto valor de [K;] serd Amin = 0. Para A>1,, existirdo

autovalores negativos.

O valor de A sera procurado entre os limites [0, Aysx], com

(3.2.54)
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que corresponde ao limite superior de carga critica do pértico de nos fixos, Figura 3.17.

Para a determinagdo da totalidade dos auto-valores e auto-vectores, utiliza-se o0 método de

Jacobi.

3.2.2.3 Instabilidade de porticos de nés mdveis

Considerando a indeformabilidade axial das barras, pode-se obter a matriz [K”]

correspondente aos deslocamentos do portico, em que

K. K’
(k"= Zﬂ iH (3.2.55)
KHH KHH

sendo A,ja conhecido, pode-se afirmar que para valores de A satisfazendo 0<A<A4,, a
matriz [ K,,] é ndo singular e definida positiva, portanto existe [K;]'l. Chamando Ay ao
valor do parametro critico para o portico de nés moveis, e sendo a carga critica deste portico
inferior que a do portico de nods fixos, a instabilidade do primeiro devera ser procurada para

valores de A satisfazendo

0<A, <A, (3.2.56)

Como existe [ K, 1", pode-se calcular a matriz de rigidez reduzida
EAEEAREALANEA (3.2.57)

* \ . . . . .
onde [K,,] corresponde a matriz de rigidez reduzida associada aos deslocamentos
horizontais nos andares enquanto sdo livres as rotagdes dos nds do portico. Os esforcos

horizontais nos andares e os deslocamentos nos mesmos estardo relacionados por
=1 {ar} (3.2.58)
3.2.2.3.1 Determinacio da carga critica

Uma vez determinada a matriz [ K ,,, ], a carga critica A=A, do pértico de nds moveis sujeito

a um carregamento vertical concentrado nos nos, pode ser procurada, admitindo como acg¢oes
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perturbadoras do equilibrio os esforgos horizontais { f,, } aplicados nos andares. O pértico
deslocavel torna-se instavel quando, mesmo com esfor¢os horizontais nulos aplicados

{ f.7 1=0, ocorrem deslocamentos horizontais dos mesmos, ou seja

[ K5 i} =0 (3.2.59)

sistema que s6 admite solugdo quando o det[ K,,, ]=0. O pardmetro critico A=1,, serd o
menor valor de A para o qual o det[K,,, ]=0. Supondo nulas as cargas horizontais e os
momentos nos nds, continua valido o principio de sobreposicdo dos efeitos para as cargas

verticais, de maneira que o esforgo axial N, em cada barra i pode ser calculado por

N,,=A-N, (3.2.60)

onde N; ¢é o esforgo axial na mesma barra para A=1.

Para cada valor de A determinam-se as matrizes de rigidez das barras e a sua contribuigdo na

parte triangular superior de [ K" ].

Sabe-se que antes de atingir a carga critica, [ K}, ] ¢ definida positiva, deixando de sé-lo
quando a mesma ¢ atingida. O procedimento de determinacgdo ¢ o mesmo que o utilizado para
o de porticos de noés fixos, iniciando o processo com o limite [0, Amsx], em que

Amax= A, determinado para o pértico de nds fixos.

3.2.2.4 Instabilidade de porticos com barras diagonais

Quando se estuda a mobilidade de porticos, pretende-se sempre obter uma estrutura com a
maior capacidade resistente, pelo que a configuracdo de deformada de nos fixos constitui a
melhor solug¢do. Quando se estuda uma estrutura de nds moveis, deve-se procurar a alteragdo
do seu comportamento para que, numa analise de capacidade resistente, apresente o
desempenho de uma estrutura de nos fixos. Esta alteracdo é conseguida através da adigdo de
novos elementos, que impedem a estrutura de ter translagdes ao nivel dos pisos, e que
normalmente constituem o sistema de contraventamento, materializado pela adicdo de

elementos diagonais entre pilares.

De seguida, ¢ apresentado o procedimento para analise de instabilidade de porticos planos que

possuem barras diagonais em alguns andares.
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Na realidade, os porticos rectangulares com barras diagonais, sdo estruturas que aparecem
frequentemente, sendo as barras diagonais usadas para aumentar a seguranga contra a perda

de estabilidade.

J7P

—— cC

Figura 3.22 — Poértico 2D de nés moveis com varios tipos de contraventamento.
Para estes porticos, continuam validas as hipoteses enumeradas para o caso dos porticos de
nos fixos e de no6s moveis.

Se o portico rectangular apresentar elementos diagonais em todos os andares, Figura 3.23,

entdo a estrutura pode ser classificada como tendo um comportamento de nos fixos.

- P P P o P P
H H
o I Iy I I’
H H
o Iy Iy K i
H H
L L o R L,
: C . T | L—L—l

Figura 3.23 — Portico 2D contraventados.

A classificagdo do portico como estrutura de nos fixos, ndo garante que ao perder estabilidade

por efeito das cargas verticais, 0 modo de instabilidade do poértico seja caracterizado por
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grandes rotacdes dos nods e translacdes horizontais insignificantes nos andares. Para que o
portico, classificado como sendo de nods fixos, perca de facto estabilidade como tal e ndo
como um poértico de nds moveis, ¢ necessario que a rigidez axial das diagonais seja
suficientemente grande para impedir a translacdo dos ndés ao nivel dos pisos. Existem
estruturas que mesmo com grande rigidez axial das diagonais, a perda de estabilidade ocorre

por translagdes horizontais significativas nos andares.

Para um grande ntimero de casos, principalmente quando o portico possui poucas prumadas
de pilares, as diagonais apresentam areas das secgdes bastante menores que a dos pilares e

vigas no mesmo andar.

Para assegurar um contraventamento eficiente, ¢ comum introduzir duas diagonais cruzadas
em cada andar. No entanto, quando se utiliza o calculo automatico numa analise de
instabilidade, pode-se introduzir apenas uma diagonal no andar, com rigidez axial capaz de
suportar os esfor¢cos de traccdo ou de compressao que lhe sdo transmitidos. Esta simplificacdo

sera adoptada para a introducao do contraventamento no software comercial € no INST3D.

Quando se introduz um contraventamento num portico para impedir a translacdo dos nds nos
andares, classificando-o como sendo de nds fixos, ¢ ndo se garante que as diagonais sdo
suficientes para impedir a translagdo do poértico, entdo € necessario verificar também a
instabilidade supondo um comportamento de nds moveis. Na realidade, ¢ sempre necessario
verificar o comportamento da estrutura para garantir um eficiente aproveitamento do sistema
de contraventamento, pelo que sera necessario realizar duas analises de instabilidade, uma
para o portico considerado de nos fixos e outra para o portico com configuragdo de noés

moveis e o parametro critico estara localizado no intervalo

0<A, <A, (3.2.61)

Se as barras diagonais estiverem ligadas rigidamente aos nos, entdo pode-se considerar a sua
rigidez a flexdio para a matriz [ K” ] da estrutura, embora esta contribuicdo seja insignificante

supondo que os elementos de contraventamento apresentam reduzida rigidez a flexao.

Quando se introduzem diagonais de contraventamento, e sabendo que a rigidez axial dessas
diagonais ¢ suficiente para impedir a deformacdo de poértico com comportamento de nos
moveis, pretende-se que a estrutura apresente um comportamento de corpo rigido, garantido
pela presenga de “trelicas” compostas pelas vigas, pilares e diagonais, Figura 3.24. A trelica

impede as translacdes horizontais relativas, entre dois pisos consecutivos, e a rigidez da treliga
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pode ser inserida na matriz [ K" ], através da contribui¢io da rigidez axial das diagonais nas

parcelas de [ K}, ].

P P P P P P
o ! : o ! }
oy
\\
\\
N
N
H H L
N
\\\
P P P P P P
Lo | ) [ o b
\\\
\\
N
H H AN
\\
N
\\
\\
777 77 77777 - 77777 7977' 77777
. . | . 1 |
L L L L

Figura 3.24 — Portico 2D contraventado, com comportamento rigido.

Como se referiu, para o caso de existirem diagonais, € necessario realizar um estudo
considerando o portico como sendo de nos fixos e outro considerando-o como sendo de nos
moveis. Se o portico for de nods fixos, a introdugdo de barras diagonais ndo altera
significativamente o procedimento apresentado para a determinagdo do pardmetro critico 2.
No caso do poértico de nés moveis, para a maioria das estruturas contraventadas, supdem-se a
deformabilidade axial das diagonais, desprezando-a para os dos pilares. Esta simplificacdo
deve ser utilizada para porticos com elementos diagonais de rigidez axial inferior a dos
pilares, o que € frequente nas estruturas correntes, caso contrario pode resultar uma carga

critica superior a obtida no calculo.

Adimitindo a deformacédo axial dos pilares e das diagonais e desprezando-a nas vigas, pode-se

escrever a equacao de equilibrio

H kHH kHV kHH AH
Vi=lky kyo ok, ldA, (3.2.62)
M kHH kHV kHH 0

na qual A representa o deslocamento horizontal, } o deslocamento vertical e £a rotagao.

Desprezando os efeitos dos deslocamentos verticais dos nos relativamente aos momentos,
[K, ]=[K,s], pode-se calcular uma matriz simplificada relativa aos deslocamentos

horizontais
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[kZH] = [KHH ] _[KHH] [Kaa]_l [KHH] _[KHV][KVV]_I [KVH] (3.2.63)

que sera utilizada para introduzir as ac¢des perturbadoras (horizontais).

*ok

Pode-se simplificar o calculo de [ K, ] admitindo que:

1. Se no calculo de [K ] for tida em conta apenas a rigidez a flexdo das barras e desprezada a

sua rigidez axial, K] sera:

[KHH] [KHH] 0
[K]=|[Kuo] [Kiuu] O (3.2.64)
0 0 0

Assim, as matrizes de rigidez exactas das barras horizontais, verticais e inclinadas serdo dadas

por:
4FE] 2F1 —6FL] 6Ll
T¢3 T¢4 T¢2 -C 74’72 C
2FEI o 4E7] 6, —65‘1 4,-C 6E2'I 4,-C
K], = 6E1L 6EI} 12LEI leEI (3.2.65)
T¢2'Cy T¢2‘Cy TQ‘C}% I ¢ -C;
6FEI 6FEI —12E]1 12E1
I ¢2'Cy 7¢2'Cy T¢1 y2 T@Ci
em que
X.— xl-
C =2 (3.2.66)
L
(]
y' - yl
¢, = (3.2.67)

sendo (x;, y;) as coordenadas do né inicial e (x;, );) as coordenadas do né final, L o
comprimento do elemento, / a inércia da seccdo e £ o mddulo de elasticidade do material que

compdem a estrutura.
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2. Se no calculo for considerada unicamente a rigidez axial e desprezada a rigidez a flexao,

[K] sera:
0 0 0

[K],=]0 [Kul [Ku] (3.2.68)
0 [KVH] [KVV]

em que so ¢ introduzida a rigidez axial dos elementos, ou seja

2 2
C; -C; C,-Cy —C,Cy
2l C ¢, —C,Cy C.Cy
(K], =— (3.2.69)
Moo <o o
-C,-Cy C.-Cy —C; C:

Desta forma, a matriz [ K, ] pode ser simplificada, obtendo-se

[ = Ko ), | Ko |, (3.2.70)
em que
(Ko ], = (K], ~[ Ko, (Koo, [Kon], (3.2.71)
e
(Ko ], =Ko, =Ko ], (Ko 1, (Ko, G627

estando o indice / relacionado com a rigidez a flexdo (inércia) e o indice 4 com a rigidez
axial.

ok

No caso de ndo existirem diagonais, a rigidez axial dos pilares ndo intervém na matriz [ K, |,
pelo que [ K, ]; serad a matriz de rigidez correspondente ao portico com pilares de rigidez
axial infinita e diagonais de rigidez axial nula e a matriz [K,,],' as ac¢des perturbadores

associadas ao portico de nos fixos.
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A matriz [K,, ]4, é a matriz de rigidez reduzida de uma treliga 2D com dois graus de

liberdade em cada n6 (dois deslocamentos) € [ K, ],

No caso da barra ser vertical ou inclinada, tera de se introduzir a contribuicao da trelica na
definicdo da matriz de rigidez global. Se a barra for horizontal, ndo existe contribui¢do para a
matriz reduzida da trelica, respeitante aos deslocamentos horizontais nos pisos ¢ apos obter a
matriz [ K}, ], a analise do portico é idéntica a efectuada para o portico de nos moveis,

substituindo a matriz [ K ,,,, ] pela nova matriz [ K ,,,, ] no algoritmo de resolugao.

Este procedimento permite obter resultados mais proximos do valor exacto para todas as

possibilidades de contraventamento, pelo que sera utilizada no algoritmo de resolugao.

3.2.2.5 Instabilidade de porticos 3D

Como ja foi referido, pode-se analisar estruturas tridimensionais de edificios, tendo em conta
que os mesmos sdao constituidos por porticos 2D, ligados entre si pelas lajes, de rigidez
infinita no seu plano da laje e rigidez transversal nula, ou seja com comportamento de
diafragma rigido horizontal. Desprezando-se a interac¢do vertical de porticos que se
. . .. e . *

interceptam, as matrizes de rigidez desses porticos correspondem a uma das matrizes [ K, |
ou [K,,]. A primeira matriz define o comportamento do pértico quando ndo existem
elementos diagonais e a segunda quando o portico apresenta elementos diagonais de

contraventamento.

A matriz [ K, ] descreve com maior rigor o comportamento do pértico tridimensional pois a
matriz [ K, ] sobrestima a rigidez horizontal do pértico pelo que se pode obter um valor da
carga critica superior ao valor correcto, ndo constituindo uma andlise conservativa do

problema. Assim, escolhe-se a matriz [ K, ] para analisar a instabilidade de pérticos 3D.

A carga critica de um portico 3D ndo pode ser obtida analisando cada um dos porticos 2D em
separado, pois a existéncia dos porticos associados no espaco através das lajes, fazem com
que os poérticos 2D ndo percam a estabilidade isoladamente. Na realidade, a carga critica do
poértico 3D tem de ser encontrada considerando o comportamento global da estrutura, obtendo
um valor da carga critica ligeiramente superior a carga critica do pdrtico mais desfavoravel

(no caso de estruturas regulares).

De seguida, sera apresentado o procedimento, implicito no INST3D, para o calculo de
porticos 3D utilizando as formulacdes apresentadas para os porticos 2D com a possibilidade

da introdugdo de elementos diagonais.
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3.2.2.5.1 Matriz de Transformacao

No inicio da sec¢@o sobre o INST3D, foi referido que este programa de calculo fundamenta a
analise de porticos tridimensionais no método de 3GL/piso. Neste método, adoptando um
sistema de coordenadas Oxyz para a estrutura 3D, existem trés esfor¢os que actuam em cada
laje, uma forca na direc¢do X, outra na direcgdo y e um momento em torno de 0z. A
localizag@o de cada portico P pode ser descrita em planta (plano Oxy) por um vector unitario
i, contido na intercep¢do do plano do portico com o plano xy e de sentido concordante com
os deslocamentos positivos do portico. Se forem desprezadas as interac¢des entre os porticos
verticais, 0 comportamento do esquema estrutural sob accdo de cargas horizontais, pode ser
descrito pela matriz do portico 3D [K S] de ordem (3n, x 3n,) correspondente aos esforcos

horizontais actuando sobre as lajes, sendo n, o nimero de lajes.

Neste estudo ndo sera tida em conta a rigidez a tor¢do dos elementos que constituem a

estrutura.

z
J;MD ? P ybP ybP
D E F
AP \OZ 7LP$X AP
! ) %,

A B C
77777 77777

77777 77777 77777

Figura 3.25 — Orientagdo no espago de um portico 3D.
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A posi¢ao de cada portico pode ser dada por uma matriz posi¢ao [tP] tal que:

[1,]=[(cos®),

(sin@),

u, |

(3.2.73)

Os deslocamentos horizontais {A,} de cada portico numerados por pisos e os deslocamentos

{A} do sistema também numerados por pisos, seguindo a ordem X, ys, zs em cada andar,

estardo relacionados por:

{a,}=[T,]{A}

em que [T p} corresponde a matriz de transformagao:

[7.]=

CorSprtt, | 000 000 000
000 | cpspu, | 000 000
000 000 | cpospoiip 000

000
000 000 000 | 000 | cpspup

com ¢, =(cos@), e s, =(send),, que pode ser apresentada por

7, )=

(3.2.74)

(3.2.75)

(3.2.76)

Desta forma pode-se obter a matriz de rigidez do sistema [KS], que corresponde aos

deslocamentos {A,} resultante da soma das contribui¢des de todos os porticos, dada por

(K= /]

(3.2.77)
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sendo n o nimero de porticos e a matriz [K z ] a contribuicao de cada portico, obtida por:
(&7 ]=[r.] [K"][T,] (3.2.78)

onde [K F ] ¢ a matriz de rigidez do portico correspondente aos deslocamentos horizontais
nos pisos. Na realidade a matriz [KP ] ¢ a matriz [K:H] obtida para o pdrtico com

elementos diagonais, equagdo 3.3.70.

Ao serem efectuadas as operagdes apresentadas na equacdo 3.2.78, resulta uma sub-matriz de

[K{1, de ordem (3x3).

A matriz de rigidez [K,] do sistema ¢ obtida pela soma das contribui¢des de todos os

porticos.

Para obter [K.] com elementos da mesma ordem de grandeza, convém dividir todos os i,
por i . .

3.2.2.5.2 Determinacio da carga critica

Supondo o edifico carregado com cargas verticais e concentradas nos nos dos porticos, para
cada valor do pardmetro A podem ser determinadas uma a uma as bandas superiores das
matrizes de rigidez [K : ] =[KZH] dos poérticos e somadas as contribui¢cdes na banda superior

da matriz de rigidez [K S] do sistema.

Ao atingir a instabilidade com uma configuracdo de nos modveis, a estrutura apresenta
deslocamentos horizontais relacionados com as translacdes e rotagdes das lajes no seu plano,
pelo que se considera que [K S] , equagdo 3.2.77, correspondente as acgdes perturbadoras do

equilibrio.

L2 2
P = n°El

Figura 3.26 — Portico 2D de nds fixos com viga de rigidez infinita.
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O parametro critico sera procurado no intervalo cujos limites sdo fixados através da
determinacgdo das cargas criticas de todos os poérticos 2D que constituem a estrutura 3D, para
as configuragdes de nos fixos e de nds moveis. Nestas condi¢des, o valor maximo de P,
corresponde ao valor obtido para um portico 2D de nods fixos com pilares encastrados nas

extremidades (Figura 3.26).

Se A for o parAmetro critico para o pértico de nés méveis € 4, o pardmetro critico para o

portico de nds fixos, entdo

(4r) <a<(4)) (3.2.79)

O parametro critico do sistema, Ag, sera o menor valor de A para o qual [Ks] deixa de ser

definida positiva.

3.2.2.5.3 Determinac¢ao dos modos de instabilidade

Para determinacdo dos auto-valores e auto-vectores, que correspondem aos parametros

criticos e respectivos modos de instabilidade, pode aplicar-se o método de Jacobi.

Na sua formulacdo cléssica, este método iterativo usa sucessivas rotagdes planas da matriz
original de ordem » para obter duas matrizes [A] e [V], também de ordem 7, sendo a matriz
[A] uma matriz diagonal com os n auto-valores na diagonal principal e contendo a matriz [V]
os n auto-vectores normalizados e ortogonais entre si associados aos auto-valores de [A]. Os

auto-vectores sdo calculados através da série de multiplicacdes de matrizes (Wilson, 2000)

V=R,-R..R-R_ R, (3.2.80)

A matriz inicial Ry € uma matriz unitdria e a matriz de transformacao ortogonal [R] possui a

seguinte forma

[R.]= (3.2.81)
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sendo os termos ndo nulos definidos em fun¢do de um angulo O, através de

R, =R, =cos®
v (3.2.82)
R. =R, =sinf
ij Ji
pelo que R} - R, =1, sendo portanto independente do angulo 6.
O processo iterativo envolve a operacao
A =Rl -4_ R, (3.2.83)

permanecendo os auto-valores contidos na matriz 4, uma vez que R ¢ uma matriz ortogonal.

O angulo 6 ¢ escolhido para que os termos ij ¢ j,i da matriz R; sejam nulos, condi¢do

satisfeita se o angulo for calculado através de

2(AU )k—l

tan26 =
(Aii )k—l - (Ajj )k—l

(3.2.84)

O algoritmo para a determinagdo de auto-valores e auto-vectores pelo método de Jacobi ¢

apresentado no anexo A.

3.3. NOTA FINAL

Como se verd no capitulo seguinte, o método dos 3GL/piso utilizado no INST3D permite
obter com grande rigor a carga critica e o0 modo de instabilidade de poérticos 2D e 3D cujas

caracteristicas se enquadrem nas hipoteses inicialmente admitidas.

Relativamente ao MEF, este software tem a vantagem de utilizar a formula¢do exacta da
matriz de rigidez, ndo sendo necessario discretizar a estrutura para obter um resultado
rigoroso. Como desvantagem, apresenta a incapacidade de analisar estruturas de geometria
complexa, com elementos laminares ou volumétricos e ainda a impossibilidade de analisar,

neste algoritmo, porticos com cargas distribuidas nos elementos.
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4. CALIBRACAO DO SOFTWARE

4.1 INTRODUCAO

Na introdugdo referiu-se que se utilizaria software com diferentes formulagdes, para proceder
a determinagdo do parametro critico de estruturas reticuladas e estudar a influéncia da
variagdo de parametros geométricos no desempenho do sistema estrutural. Para justificar a
utilizagdo do software, € necessario validar os resultados obtidos pelo que se procedeu a sua

calibracdo.

O software utilizado nesta dissertagdo pode ser dividido em dois grupos, o que utiliza uma
formulagdo exacta da matriz de rigidez total e o que utiliza a formulagdo aproximada, por
simplificagdo da matriz de rigidez total exacta. No primeiro grupo, encontra-se o INST3D e
no segundo, com a formulag¢do aproximada, encontram-se os pacotes comerciais SAP2000,

ANSYS e LUSAS.

O software comercial deve ser classificado em funcdo da facilidade de utilizacdo, da
complexidade dos modelos numéricos e do seu rigor. O ANSYS e LUSAS sao pacotes mais
completos e consequentemente mais complexos de utilizar quando comparados com o
SAP2000. Estes pacotes permitem o estudo de elementos com diversas formulagdes materiais,
com comportamento material especifico para cada tipo de elemento, assegurando um melhor
conhecimento das estruturas. Também ¢é possivel o estudo de fendomenos como a fluéncia,
retraccdo e fendilhacdo em elementos de betdo armado, garantindo andlises rigorosas do
comportamento local e global das estruturas. Os problemas podem ser analisados estatica ou
dinamicamente, possibilitando ainda a capacidade de estudar a interac¢do entre sistemas

estruturais ou materiais (por exemplo solo-estrutura).

Assim, no presente capitulo, procede-se a calibragdo do software comercial ¢ do INST3D,

através da analise de porticos com solucdo analitica conhecida.

O processo de calibracdo envolve a determinacdo analitica do parametro critico e respectivo
modo de instabilidade para poérticos metalicos 2D e 3D. Apds conhecer o valor exacto,
introduzem-se os dados desses porticos no software INST3D e precede-se a obtencdo dos
referidos pardmetros. De seguida, utiliza-se o software comercial SAP 2000, ANSYS e

LUSAS repetindo o processo anteriormente descrito

Como foi referido no capitulo anterior, o software INST3D utiliza uma formulacdo exacta da

matriz de rigidez de um elemento 2D, recorrendo ao método dos 3GL/piso para realizar a
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ANLG da estrutura, enquanto que o SAP 2000, ANSYS e LUSAS utilizam uma formulacao
aproximada, com a associagdo das matrizes elastica [K] e geométrica [G]. No caso do ANSYS
e LUSAS, utiliza-se uma formulagdo mais elaborada da matriz de rigidez eldstica da barra
prismatica tridimensional, possibilitando a introducdo da deformagdo por corte do elemento,

sendo este efeito desprezado no SAP 2000.

4.2 CALIBRACAO

Para concretizar o processo de calibragdo estudaram-se porticos constituidos por barras
metalicas. Os porticos de calibragdo foram modelados utilizando elementos de barra,

considerando que as ligagdes entre as vigas e os pilares sdo rigidas.

Embora seja comum usar o portico de calibragdo (2D) proposto por Vogel (1985), neste
trabalho utilizou-se uma estrutura 2D com geometria definida pelo autor. A estrutura foi
analisada para duas configura¢des de mobilidade: nds fixos e nés moveis, determinando-se

para cada caso o pardmetro critico € 0 modo de instabilidade.

A modelagdo do sistema estrutural pode influenciar o resultado final sendo, portanto,
necessario quantificar o erro cometido com a utilizagdo de um modelo baseado em elementos
de barra. Assim, os referidos porticos 2D foram analisados através do MEF (software

comercial) considerando que as barras sdo constituidas por elementos do tipo SHELL.

Realizou-se ainda um estudo sobre a influéncia da rigidez da ligagdo na analise de
instabilidade, considerando trés situagdes possiveis de unido entre os elementos: articulada,

semi-rigida e rigida.

Para a calibracdo de estruturas 3D foram estudados dois casos, o primeiro corresponde a
estrutura idealizada por Razzaq e Naim (1980) e posteriormente analisada por Aristizabal-
Ochoa (2002), e o segundo caso ¢ constituido por um podrtico com deslocamentos impedidos
ao nivel da laje, ou seja de nds fixos. No caso tridimensional ndo foi realizado nenhum estudo
relativo ao tipo de modelacdo, pois existem muitas varidveis que influenciam o
comportamento estrutural, o que implicaria uma andlise exaustiva para concluir qual a
importancia de cada variavel no desempenho da estrutura. O estudo da influéncia da rigidez
da ligacdo ¢ ainda mais complexo, obrigando a modelacdo real das ligagdes para perceber

qual a contribuig¢@o dessas ligagdes no desempenho tridimensional da estrutura.

Neste processo de calibragdo, os porticos modelados possuem as seguintes caracteristicas:
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— Indeformabilidade axial das barras;

— Porticos rectangulares, com igual nimero de pilares em cada andar;
— Porticos com pilares situados na mesma prumada;

— Cargas concentradas aplicadas nos nos;

— Encastramento na base do pdrtico (ligagdes ao exterior);

— Area, inércia e modulo de elasticidade constantes para cada elemento;

Todos os casos foram analisados com o software INST3D, SAP 2000, ANSYS e LUSAS,
comparando os resultados obtidos. Como cada programa utiliza notagdes (e formulagdes)
diferentes, € necessario explicitar o processo de obtencdo do parametro critico. Em primeiro
lugar ¢ apresentado, resumidamente, o algoritmo que cada software utiliza para proceder a
ANLG de estruturas reticuladas. Na realidade nao se fara referéncia ao processo de obtengdo
dos parametros de carga e respectivos modos de estabilidade, pois a sua obtengdo envolve
rotinas universais perfeitamente conhecidas, como o método de Jacobi, pelo que so serd
apresentada a matriz de rigidez (exacta ou aproximada) que cada software utiliza para analisar
o sistema estrutural. Convém, no entanto, referir que os pacotes numericamente mais
poderosos, como o ANSYS e o LUSAS, utilizam técnicas mais elaboradas para determinar os
auto-valores (eigenvalues) e auto-vectores (eigenvectors), que correspondem as incognitas do

problema nao linear geométrico.

De acordo com o algoritmo apresentado no capitulo 3, o INST3D utiliza o método dos

3GL/piso, recorrendo a formulagdo exacta de um elemento de barra 2D dada por

12ET 6EI —12E1 6EI

0 L3 ¢1 7 ¢2 0 L3 ¢1 L2 ¢2
6E] 4FET —6E1] 2FEI

0 Lz‘¢z A ¢ 0 2 (15 T¢4

[Kij]exacta = EA EA (421)

7z o7 0 0
—12E1 —6E] 12ET 6EI

0 L3 ¢1 Lz ¢2 0 L3 ¢1 ? ¢2
6E1 2FEI 6E1 4E]

0 N 9, 3 9, 7% T¢3
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sendo a numeragao dos deslocamentos generalizados associada ao referencial local da Figura
4.1, em que as fungdes ¢,, @,, @, e @, correspondem as funcdes de estabilidade associadas

aos termos da matriz de rigidez de 1* ordem.

Z.fz E,AI ZTS

Figura 4.1 — Elemento de barra 2D. Graus de liberdade.

O processo de obten¢do do parametro critico e do modo de instabilidade baseia-se no método
de Jacobi (Capitulo 3). Note-se que, o principal objectivo quando se pretende estudar a
instabilidade no projecto de estruturas, ¢ precisamente a obtengdo do pardmetro critico e

respectivo modo de estabilidade.

Pela versatilidade e pela facilidade de introdugdo de dados, O SAP 2000 ¢ o pacote comercial
mais utilizado pelos engenheiros projectistas quando pretendem elaborar um estudo
fundamentado no MEF. A versdo actual (8.0) apresenta algumas limitagdes quando se
pretende simular problemas ndo lineares, em especial quando € necessario recorrer a analise
ndo linear material (analise global). Convém referir que existem no mercado pacotes
comerciais mais usuais no projecto de engenharia civil, como o ROBOT MILLENNIUM,
CYPE, ARTEK TRICALC, etc., que ndo serdo utilizados, pois ndo permitem analises ndo

linear geométrica e/ou material.

Assim, no caso do SAP 2000, e de acordo com o manual do programa (SAP2000 2002a), para
resolucdo do problema da determinacdo do parametro critico, o software utiliza a equacao

(SAP2000 2002b)
[K-2-G(r)]=0 (4.2.2)

em que K corresponde a matriz de rigidez elastica, G a matriz de rigidez geométrica, A os
parametros de carga (eigenvalues) e ¢ os modos de instabilidade (eigenvectors). Esta
formulagdo segue a utilizacdo das matrizes elastica e geométrica como consequéncia da

linearizacao das func¢oes de estabilidade.
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Logo, no caso de se considerar a deformacdo no equilibrio estrutural, a relagdo

esfor¢o/deformacdo ¢ dada por

K (36 3L 36 3L [V
M, T | 3L 4L 3L -L||¢
= ou F,=k; v (4.2.3)
F, | 30L|36 -3L 36 -3L||V,
M, | 3L - 3L 4|9,

e a relagdo elastica entre esforgo/deformagao traduz-se na matriz

e

X = K

(12

Er| 6L
BT
6L

6L
41°

—6L

20

-12 6L ||V,
-6L 20I'||&
ou F,=k,-v
12 —6L ||V,
-6L 4L ||9;

que corresponde a matriz de rigidez elastica utilizada na analise de 1* ordem. O esforco total
sera entdo definido pela soma das duas parcelas, elastica e geométrica, constituindo a matriz

de rigidez total aproximada, dada por

F,=F,+F, =[k, +k;] v (4.2.5)

O ANSYS ¢ um dos pacote mais completos e rigorosos pelo que o pré e pos-processamento

sd0 muito mais exigentes comparativamente ao SAP 2000.

HEIGHT

Figura 4.2 — BEAM3 — Elemento de barra 2D (ANSYS).
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Este software tem maior utilizagdo no campo da investigagdo, incorporando dezenas de
elementos e assim garantindo uma grande amplitude de aplicabilidade, com caracteristicas
especificas para cada area da engenharia (ANSYS 2001, Saeed 1999). Permite ainda
relacionar diferentes fendmenos fisicos como a transmissao térmica, etc. O elemento utilizado
neste trabalho ¢ o “BEAM3”, que corresponde a um elemento elastico 2D com trés graus de
liberdade por no: translacdo nodal nas direcgdes X e Y e rotagdo nodal em torno do eixo Z
(ANSYS 2003).

Este elemento permite introduzir variacdes de temperatura, a adicdo de massa, a analise nao
linear geométrica, etc. De entre as caracteristicas do elemento, destaca-se a possibilidade de
considerar a deformagdo por esforco transverso, que no presente estudo foi desprezada. As
variaveis necessarias para definir o elemento sdo: AREA (area da sec¢do), [ZZ (momento de
inércia), HEIGHT (altura total do elemento, Figura 4.2), SHEARZ (constante de deformacgao
por corte), ISTRN (tensdo inicial) e ADDMASS (massa adicionada por unidade de
comprimento). Se SHEARZ for nulo, entdo ndo existe deformacdo por corte na direccdo Z do

elemento, situagao valida no desenvolvimento desta dissertagao.

A definicdo da matriz de rigidez elastica, para este elemento, foi formulada por Przemieniecki

(1968), sendo dada por

ﬂ 0 0 —£ 0 0
L L
12E1 6E] 3 12EI 3 6E]
L(+¢) LC'(1+9) L(+¢) LC'(1+9)
6EI EI(4+¢) 6EI  EI(2-9)
0 —
L(1+¢)  L(1+9) L(l+¢)  L(l1+9)
[K,]= (4.2.6)
—ﬂ 0 0 ﬂ 0 0
L L
_ 12EI  6EI o __12EL _ 6EI
L(1+9) L(1+9) L(1+9) L’(1+9)
6EI  EI(2-9) 6EI  EI(4+9)

(1+¢)  L(1+9) 0 CP(1+9)  L(1+9)

com

_ 12EI

== 42.7
GA’L? @27
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em que G é o modulo de corte, 45=4/F° ¢ a area de corte ¢ F° & a constante de deformacio

por corte.

0 0 0 0 0 0
o & 1 0 & 1
5 10 5 10
o Lrp Zp o -L1p _Lp
10 15 10" 30
[S,]= (42.8)
0 0 0O 0 0 0
o & 1, & _L,
510 5 10
o Lp -Lp oLy 2p
10030 10 15

Como ja foi referido, a ANLG envolve um problema de valores e vectores proprios, que pode

ser resolvido através da equacdo
(Ko} =4[S]{¢) (42.9)

onde [K] é a matriz de rigidez elastica, [S] a matriz de rigidez geométrica, {¢;} o auto-vector e

Ai 0 auto-valor.

De acordo com o manual do programa, a obten¢do dos auto-valores e auto-vectores pode ser

feita de duas formas:
— Extraccdo total a partir de matrizes reduzidas (MR);
— Extrac¢do parcial a partir de matrizes completas (MC).

No primeiro caso (MR), o software utiliza o Reduced Method (mantém-se a designagdo anglo-
saxoOnica para facilitar a identificacdo relativamente ao manual), no qual o sistema de
equacdes ¢ inicialmente condensado aos graus de liberdade associados com os graus de
liberdade globais, pela reducdo de Guyan. No segundo caso (MC), o software permite utilizar

varios métodos:
—  Subspace (com o recurso ao Jacobi);

— Block Lanczos (Lanczos com o algoritmo QL);
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— Unsymmectric eigensolver (Lanczos com iteracgcoes QR);
—  Damped eigensolver (Lanczos com iterac¢des QR);

— OR damped eigensolver (Algoritmo QR para a matriz de amortecimento modal

reduzida).

Estes métodos sdo utilizados em problemas de instabilidade e problemas dindmicos
(substituindo a matriz [S], pela matriz de massa [M] na equagdo 4.2.9) apresentando algumas

limitacdes, pelo que se deve escolher o que melhor se adapta ao tipo de resultado pretendido.

O LUSAS ¢é um software numericamente muito proximo do ANSYS, mas com um menor
nimero de elementos-tipo e consequentemente mais limitado, mas muito mais poderoso que o

SAP 2000, permitindo analises rigorosas dos principais problemas da engenharia.

¥ ow

w,u 4

Figura 4.3 — BM3 — Elemento de barra 2D (LUSAS).

Neste software foi escolhido o elemento finito 2D curvo (parabodlico), elastico e isotropico
“BM3” pertence ao subgrupo das vigas de Kirchhoff, Figura 4.3 (LUSAS 2004, 2004a). O
elemento apresenta 3 nos (nas extremidades e um né central), com um total de 4 graus de

liberdade: U, V ¢ 6z nos nos de extremidade e dU (deslocamento relativo) no no central.

Figura 4.4 — BM3 — Elemento de barra 2D (LUSAS) — graus de liberdade.
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Este elemento apresenta caracteristicas especificas, como a possibilidade de estudar a
fendilhagdo no caso do material utilizado na modelacdo ser o betdo. As variaveis necessarias
para definir o elemento sdo, em cada nd: A (4rea da secgdo), [zz (momento de inércia da

sec¢ao em torno do eixo Z) e Iz (momento estatico em torno do eixo 7).

Como ¢ um software baseado no MEF, a matriz de rigidez total aproximada ¢ dada por

KT:KG+K=IGT.§.GdV+jBT.D-BdV (4.2.10)
4 4

sendo a matriz K igual a matriz de rigidez geométrica [ S, ] utilizada no ANSYS e a matriz K

equivalente a matriz de rigidez elastica [ K, ] do mesmo programa.

A obtengdo dos auto-valores (pardmetros de carga) e auto-vectores (modos de instabilidade) é

conseguida resolvendo a equagao

(K+AK,)®=0 (4.2.11)

sendo a carga critica R, dada por

R, =AR (4.2.12)

em que A; € o auto-valor mais reduzido e R o vector de solicitagdo inicial.

Neste programa, para determinar os auto-valores e auto-vectores podem-se utilizar os

seguintes métodos (de acordo com o manual do programa):
—  Subspace Iteration (Jacobi and QL solvers);
— Guyan Reduction eigenvalue analysis;
— Inverse Iteration with Shifts;
— Lanczos.

Para finalizar a apresentacdo do software, refere-se que a totalidade do trabalho desenvolvido
e materializado nesta dissertacdo, se fundamenta na utilizagdo da formulagdo exacta da matriz
de rigidez, ou seja no INST3D. A utilizagdo do software comercial, com o recurso ao MEF,
permite aferir a capacidade de célculo do INST3D e simultaneamente comparar as diferentes

formulagdes (exacta e aproximada) implicitas em cada software.
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Antes de iniciar o processo de calibragdo, apresenta-se um exemplo que permite justificar a
hipotese associada a utilizagdo de cargas verticais concentradas nos nés, como sendo as
acgdes representativas do carregamento a que a estrutura esta sujeita, o que implica que nao
serdo considerados os momentos de fixagdo resultantes da existéncia de cargas distribuidas

nos nods, como foi referido no final do capitulo 2.

O exemplo escolhido, consiste numa estrutura 2D com carregamento distribuido nas vigas
(Figura 4.5), sendo idéntico ao portico utilizado por Azevedo (1993) para estudar a influéncia
da tolerancia e do modo de discretizacdo da estrutura, no processo de obtencdo do pardmetro

critico através do software EIGENF.

S S A

Figura 4.5 — Portico de 1 piso (Azevedo, 1993).

A estrutura apresenta um carregamento vertical uniformemente distribuido de 100 kN/m,

adoptando-se para cada elemento as caracteristicas mecanicas indicadas no Quadro 4.1.

Elementos | E (GPa) | I, (cm") I, (cm”) | A (cm?)
1 200.0 | 30823.0 | 9239.0 162.3
2 200.0 | 48200.0 | 2142.0 116.0

Quadro 4.1 — Caracteristicas dos elementos (Azevedo, 1993).

Para estudar a influéncia da passagem da carga distribuida para cargas nodais equivalentes, ou
seja, desprezando a contribuicdo dos momentos de fixagdo na analise de instabilidade da
estrutura, analisou-se um portico com a mesma geometria que o estudado por Azevedo
(1993), mas supondo um novo caso de carga constituido por cargas nodais verticais, cujo

valor foi definido em fun¢do da area de influencia de cada pilar (Figura 4.6).
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% P=300 kN % P=600 kN % P=300 kN
2 2
3 1 1 1
- T 7777

6 6

Figura 4.6 — Portico de Azevedo (1993) com cargas nodais equivalentes.

Os porticos foram modelados no INST3D, SAP 2000, ANSYS e LUSAS, tendo-se obtido os

resultados apresentados no Quadro 4.2.

Tipo de carregamento EIGENF* | SAP 2000 | ANSYS | LUSAS | INST3D
Distribuido (Azevedo, 1993) 123.97 121.80 123.10 123.21 --
Concentrado (cargas equivalente) -- 120.90 122.90 | 122.88 122.77

* Para uma discretizagdo de 3 nds por barra e uma tolerancia de 1e-4.
Quadro 4.2 — Parametros de carga associados ao 1° modo de encurvadura.

Os erros obtidos, considerando que o carregamento distribuido ¢ substituido por cargas
aplicadas nos nos (excluindo os momentos de fixagdo), sdo inferiores a 1% pelo que a
utilizacdo desta simplificacdo ndo influencia significativamente a analise de instabilidade

deste tipo de estruturas.

Figura 4.7 — Configuracdo do 1° modo de instabilidade.

Para os dois casos, obteve-se a mesma configuragdo de deformagdo de nés moveis (Figura
4.7) para o modo de instabilidade. No caso de Azevedo (1993), o 1° modo de encurvadura

corresponde ao 5° modo encontrado com o EIGENF.
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4.2.1 CASO 1 — PORTICO 2D — NOS FIXOS E NOS MOVEIS

Neste primeiro caso, serdo analisados dois porticos com igual geometria mas com diferentes

configuragoes de deformacao, nos fixos e nés moveis (Figura 4.8).

Para iniciar o processo de calibragcdo, determinou-se analiticamente o valor exacto do

parametro critico de cada poértico, considerando-se continuas as ligagdes viga-pilar (ligacoes

rigidas).
AP AP AP AP
o ! I !
B HE 200B c HE 200B c
m m m m
I S S I
5.0m « N 5.0m N I
T T T T
A D A D
= 77 77777 N L 77777
l : l :
7.5m 7.5m
a) b)

Figura 4.8 — Porticos 2D: a) nos fixos, b) nés moveis.

De seguida, procedeu-se a determinagdo dos parametros, utilizando a matriz de rigidez exacta
total com a formulagdo apresentada na equacdo 4.2.1 (INST3D). Apo6s conhecer o valor
exacto, os porticos foram introduzidos no software comercial, com formulacdes aproximadas,
e determinado para diversas discretizagdes das barras, o valor do pardmetro critico.

Finalmente, sdo comparados os valores exacto e aproximado, para cada discretizagao.

21
o f #

] K ‘ h= 200 mm
£ i b= 200 mm
hf i ********* = tf= 15 mm

ot %
H’ik tw= 9 mm
| | i \ r= 18 mm

L.
A =7810 mm’ I, = 56960000 mm* I, = 20030000 mm*

Quadro 4.3 — HE 200B — propriedades geométricas.
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As cargas sdo verticais e aplicadas nos nos, considerando-se a instabilidade no plano XZ (2D)
e a impossibilidade de encurvar na direccdo perpendicular YZ. Utilizou-se o ago S235 com
um modulo de elasticidade E=200e10° kPa, coeficiente de Poisson v=0.3 e massa especifica
p=7.85 Ton/m’.

Como ja foi referido, em primeiro lugar, procede-se a determinagdo analitica do valor exacto
para as duas configuragdes, nos fixos e ndés moveis. A notagdo da matriz de rigidez total
exacta e as func¢des de estabilidade esta de acordo com Reis e Camotim (2000). Estes autores

apresentam a resolucdo analitica para os dois porticos.

(i) Estrutura de nés fixos

qkm qkmz ka qkz,z

— B Rlc T 8 (¢}
& ]
H H
A D | A D
s 77777 - 77777 77777
| | | |
T 1 T 1
L L

Figura 4.9 — Portico 2D de nos fixos — Elementos da matriz de rigidez.

A estrutura apresenta dois graus de liberdade globais, pelo que a matriz de rigidez sera

kl,l k1,2
[K;]= (4.2.13)
kz,l k2,2

substituindo k;; (i,j=1,2), obtém-se

H 3 I 3 I 4
[K,]= : (4.2.14)
| 2EL 40 AEL e AET oo
— 0, 3 3
L o L

com L=1.5H
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AB_ CD_¢3 (N=P)

(4.2.15)
e =grc=1  (N=0)
O valor do pardmetro critico, A, obtém-se através de
det([ &, ])=0 (4.2.16)
ou seja
4EL , AL . 2EI
H"” L | L
K, | = ; =0 (4.2.17)
J 2EI ! 4EI 4E] ¢
L ; I ’
tendo como resultado
1
(9, +1)(o, +§) =0 (4.2.13)
obtendo-se ¢, =—0,333333 com P/P.~2.41 e entdo
A =P _241”L—EI_23 79ﬂ (4.2.19)

pelo que o valor da carga critica ¢ P, =10838.69 .
Considerando os graus de liberdade 6; ¢ 6,, o modo critico de instabilidade, associado ao

parametro critico, sera

6. =-6, (4.2.20)

que corresponde a deformada ilustrada na Figura 4.10.

O célculo computacional do pardmetro critico pelo INST3D permitiu determinar para este

portico (n6s fixos) Asixos= 10822.65, valor muito proximo do analitico.
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Confirma-se a validade do INST3D, obtendo um erro relativo inferior a 0.15%.

Figura 4.10 — Portico 2D — Modo de instabilidade critico.

Posteriormente, foi introduzido o pdrtico no software comercial SAP 2000, ANSYS e LUSAS
e procedeu-se a determinacdo do pardmetro critico e respectivo modo de instabilidade, para
varias discretizacdes dos elementos que constituem a estrutura, obtendo-se os resultados

indicados no Quadro 4.4.

Modelo Nos Fixos (A—10838.69) '
(#barra) | SAP 2000 | LUSAS |ANSYS |INST3D Brro relativo
Sap2k Lusas | Ansys
1 1043895 29120 18224 10823 | 98.9% | 62.8% | 40.8%
2 12613 11650 11090 10823 14.2% | 7.1% ]| 2.4%
3 11677 11000 10902 10823 7.3% 1.6%| 0.7%
4 10988 10880 10852 10823 1.5%| 0.5%]| 0.3%
8 10258 10830 10828 10823 -5.5%| 0.0%]| 0.0%
16 10072 10830 10826 10823 -7.5%| 0.0%| 0.0%
32 10026 10830 10826 10823 -7.9%| 0.0%| 0.0%

Quadro 4.4 — Erros associados a discretizagdo de barras — Portico de nos fixos.

Constata-se que o SAP 2000 ¢ o software que apresenta maior erro relativo, sobretudo quando
se utiliza um tUnico elemento para definir os elementos estruturais. O restante software,
ANSYS e LUSAS, apresenta também erros significativos sendo o ANSYS o que apresenta
melhor desempenho numérico. Como seria de esperar, quando se aumenta a discretizagdo vai-

se obtendo um erro relativo menor.

Quando se estuda uma estrutura através do MEF, considera-se como correcta uma
discretizagdo de 3 elementos por barra, obtendo-se um erro relativo inferior a 3%. Do

software comercial escolhido para a calibracdo, o SAP 2000 foi o unico que, para uma
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discretizag¢do de 3 elementos por barra, ndo obteve um erro inferior a 3%, atingindo um valor
inferior para uma divisao das barras em 4 elementos. Curiosamente, a convergéncia do valor
obtido com este software aponta para um resultado inferior ao valor exacto, situagdo que ndo
se verifica no restante software. O ANSYS continua a ser o software com melhores
resultados, apresentando um erro inferior a 1% para a referida discretizacdo de 3 elementos. O
LUSAS apresenta resultados muito préximos do ANSYS convergindo para o valor exacto

com discretizagdes de 8 elementos por barra.

33000 -

....... Valor exacto
@m— ANSYS

—e—LUSAS

—a— SAP2000

28000 -

23000 -

P critico

18000 { O

13000 +

4
B e  foe2s
A A & A

8000 T T T T T T T T T T T T T T T )

Discretizagao (# elementos)
Grifico 4.1 — Parametro critico em fungdo da discretizagdo para o portico 2D de nds fixos.

A evolugdo do valor do parametro critico em cada software, relativamente ao valor exacto,
para varias discretizagdes das barras pode ser observado no Grafico 4.1. Verifica-se que a
partir de uma discretizacdo de 4 elementos por barra, os resultados sdo praticamente
constantes, concluindo que o aumento da discretizacdo (mais de 4 elementos por barra) ndo
introduz um acréscimo significativo de rigor. A discretizagdo excessiva ¢ de evitar pois
implica mais graus de liberdade em cada elemento e a resolu¢do de um maior nimero de
equagdes, aumentando o tempo de processamento e o consumo de recursos computacionais,
situacdo que se torna mais gravosa quando a estrutura ¢ constituida por um elevado nimero de

barras.
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Para finalizar a analise deste portico, sdo apresentados os seis primeiros modos de

instabilidade, Figura 4.11.

N

1° modo 2° modo 3° modo
4° modo 5° modo 6° modo

Figura 4.11 — Portico de nds fixos — modos de instabilidade.

O seguinte caso corresponde ao estudo da instabilidade do portico de nds moveis (Figura

4.8b), seguindo o procedimento de analise que foi utilizado para o caso anterior.

(ii) Estrutura de nés moveis

qkm qktz qk% qkaz

— B Flc — = s[d cC —
L k1,3 i ko3
64 6o
H
A D A D
L L
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Figura 4.12 — Portico 2D de nds méveis — Elementos da matriz de rigidez.

Neste caso a matriz de rigidez exacta ¢ dada por

kl 1 kl,Z kl 3
[Ki/} =k Ky, Ky (4.2.21)
k3 1 k3,2 k3 3
ou
4El 5 +8ﬂ 4E] —12EI
H "W 3L 3L a2 2
4E] 4E] 8ET —12E1
[K;]1= EYA I P+ 3 o P (4.2.22)
—12E] —12E1 12E]
2L2 2AB 2 L2 2CD L3 (¢1AB + ¢1CD)
em que L=1.5H, com
0" =97 =9, (4.2.23)
sendo o valor do pardmetro critico, A, obtido através de
det([ &, ])=0 (4.2.24)
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‘Kif‘:

49,(1+¢;) =397 =0

de cuja solucdo se obtém

P

e

pelo que P, =3012.04.

4El ,, 8EI 4EI —12EI
I 3 +_ P 2
H 3L 3L 217
3L H 7 3L 202 7
—12EI —12EI 12E1
O S 0 ™)

T2 El

L o154, =P =0677E _g61EL
P JZ

1.4246,+0.3336, —1.326A/L =0

0.3336, +1.4246, —-1.326A/L =0

que corresponde a deformada indicada na Figura 4.13.

12

6,=6,=6

%
A=1325-6-L

Figura 4.13 — Portico 2D — Modo de instabilidade critico.

(4.2.25)

(4.2.26)

(4.2.27)

Neste caso os graus de liberdade sdo 0; 6, ¢ A, e o 1° modo de instabilidade ¢ dado por

(4.2.28)
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Utilizando o INST3D determinou-se o pardmetro critico Apeveis= 3009.22, concluindo que este
software fornece resultados praticamente coincidentes com o valor exacto, com erro relativo

inferior a 0.09%.

Modelo Nos Fixos (A=3009.22) |
(#barra) | SAP 2000 | LUSAS |ANSYS |INST3D Brro relativo

Sap2k Lusas | Ansys

1 3315 3251 | 3034 | 3009 | 102%] 7.4%| 0.8%

2 2941 3027 | 3016 | 3009 | -2.2%| 0.6%] 0.5%

3 2933 3013 | 3010 | 3009 | 2.5%| 0.1%] 0.0%

4 2931 3010 | 3009 | 3009 | -2.6%| 0.0%] 0.0%

8 2930 3009 | 3009 | 3009 | -2.6%| 0.0%] 0.0%

16 2929 3009 | 3009 | 3009 | -2.7%]| 0.0%] 0.0%

32 2929 3009 | 3009 | 3009 | -2.7%| 0.0%] 0.0%

Quadro 4.5 — Erros associados a discretizag@o de barras — Portico de nés moéveis.

Posteriormente, introduziu-se o portico no software comercial, discretizando as barras de

forma idéntica ao caso anterior, tendo obtido os resultados apresentados no Quadro 4.5.

3350 -

330 | e Valor exacto
m— ANSYS
3250 1 —e—LUSAS
—a— SAP2000
3200

3150 -

P critico

3100 -

3050 -

--------------------- e EuH

3000 -

2950 -

A A A
[ [ a

2900

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Discretizagao (# elementos)

Grafico 4.2 — Parametro critico em fungdo da discretizagdo para o portico 2D de noés moéveis.
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Constata-se que o SAP 2000 ¢ o software que apresenta erros mais significativos (por excesso
e por defeito), correspondendo ao ANSYS o melhor desempenho na determinacdo do
parametro critico. O LUSAS apresenta resultados muito proximos dos obtidos com o ANSYS,
com erro de valor reduzido para discretizagdes superiores a 3 elementos por barra. No Grafico
4.2 observa-se a evolucdo do pardmetro critico para as diversas discretizagdes das barras,

relativamente ao valor exacto. Os seis primeiros modos de instabilidade estdo ilustrados na

Figura 4.14.
1° modo 2° modo 3° modo
4° modo 5° modo 6° modo

Figura 4.14 — Portico de n6s moveis — modos de instabilidade.

Comparativamente ao portico de nos fixos, verifica-se que no portico de nés moveis, o erro
associado a utilizacdo de um unico elemento por barra ¢ menos significativo, o que permite
concluir que € necessario escolher cuidadosamente a discretizagdo dos elementos para analisar

estruturas de noés fixos.

4.2.2 CASO 2 - MODELACAO 2D COM ELEMENTOS DO TIPO SHELL

A modelagao estrutural assume um papel importante quando se utiliza este tipo de analise, em
particular quando se pretende estudar a ocorréncia de fenémenos locais de instabilidade ou
quando se aborda o problema da rigidez nas zonas de ligacdo, ou seja nos nos. Neste ultimo
caso, ¢ necessario recorrer a modelagdes tridimensionais para conseguir um perfeito

conhecimento do funcionamento da ligacdo.
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Na analise dos porticos estudados nesta dissertacao, foi usado um modelo de calculo baseado
em elementos de barra com continuidade nas liga¢des, que corresponde a uma simplificacao
da geometria real dos elementos que compdem a estrutura, desprezando a forma da sec¢@o das

barras.

Para analisar a importancia da forma da sec¢@o e dos respectivos fendmenos de instabilidade,
no estudo da ndo linearidade geométrica, procedeu-se a modelacdo dos porticos recorrendo a
elementos de area (laminares) do tipo SHELL com formulagdo implicita de Thick plate, no
software comercial SAP2000. A escolha deste programa esta relacionada com a facilidade de

pré-processamento e posterior analise dos resultados.

As caracteristicas das barras sdo semelhantes as utilizadas na modelacdo com elementos
lineares, sendo definida a geometria dos elementos a usar no MEF em fung¢éo da espessura da
alma e dos banzos do perfil HE 200B. Na Figura 4.15 estd representada a discretizacdo

utilizada para modelar os elementos do tipo SHELL a partir da seccdo do perfil comercial.

g

‘ 9+ —o—4

ni nj ﬁ

HE 200B SAP 2000 (SHELL)

Figura 4.15 — Perfil HE 200B e elemento equivalente SHELL.

As caracteristicas geométricas do perfil HE 200B, assim como do modelo MEF-SHELL,

estdo indicadas no Quadro 4.6.

h (mm) b (mm) tw (mm) te (mm) r (mm)
200 200 9,0 15,0 18

Quadro 4.6 — Caracteristicas geométricas do perfil HE 200B.

A discretizagdo dos elementos SHELL foi escolhida apés ter efectuado varias subdivisoes
desses elementos, de forma a obter um resultado convergente. O portico base foi subdividido

em 478 elementos e utilizada uma tolerdncia de 1.00e-7, para determinagdo do pardmetro
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critico. As caracteristicas geométricas do portico (L=5.0 m; H=7.5 m) foram mantidas e o aco
utilizado apresenta o mesmo modulo de elasticidade, E=200 GPa. Os porticos foram

estudados no seu plano, sem possibilidade de perda de estabilidade no plano perpendicular.

y»P y»P

”\\\\\\\\\\\\\\\I\\I\\\\\” B HEzooB C

5.0m

HE 200B
HE 200B

|

|
N
Y
\
Y

‘ 7.5m

)
)
S
)

HE 200B c

5.0m

HE 200B
HE 200B

|

|
y
J
N
J

‘ 7.5m

Figura 4.16 — Modelo utilizado (SHELL) — Geometria dos porticos (nos fixos e nés moveis).

Nas modelagdes utilizadas, os elementos SHELL do pilar apresentam continuidade na unido
com os elementos SHELL da viga. Na realidade, ¢ possivel materializar este tipo de ligacdo
em estruturas metalicas através da utilizacdo de pecgas unidas por soldadura. Para garantir a
continuidade, ¢ comum introduzir elementos de reforco das ligagdes através de chapas
metalicas adicionais, simuladas neste estudo com o recurso a elementos SHELL. Alterando as
caracteristicas das ligagdes, unido viga-pilar, comprova-se que a rigidez destas zonas

influenciam o desempenho da estrutura.

Os reforgos das ligacdes sdo efectuados, como ja foi referido, através da adigdo de elementos
laminares com espessura equivalente a utilizada nos banzos do perfil HE 200B (15mm). As

varias configuracdes de reforco das ligagoes estdo indicadas no Quadro 4.7.

Para cada configuracdo de refor¢o foram determinados os parametros criticos para os seis

primeiros modos de instabilidade.
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(i) Pértico de nos fixos

Como seria de esperar, este modelo conduz a cargas criticas mais baixas. Este facto deve-se a
introducdo da forma do elemento na modela¢do, diminuindo a capacidade resistente do

elemento devido a perda de geometria da secg@o.

Modo }\fcr }\,cr }\fcr
1° 7946.59 8047.36 805821
20 9282.36 9593 41 9748 85
30 . 19047.56 . 19141.58 . 19153.96
25| Tipo 1 565374 Tipo 2 19943 41 Tipo 3 19967.20
50 30795.48 31180.44 31219.75
6° 31115.31 31308.65 31334.14
yLP AP
B HE 200B c
MOdO ;\,cr ;\«cr }\fcr
1° 8041.06 8050.26 10100.39
20 9730.95 9798.92 | Modelo de 11916.93
3° Tipo 4 19138.98 Tivo 5 19149.08 | elementos de 24314.71
4° p 19946.78 P 19962.90 barras 25326.71
50 31187.06 31218.64 | (continuo) | 43600.08
6° 31256.33 31319.35 44521.87

Quadro 4.7 — Parametros de carga para o portico SHELL de nos fixos.

Os resultados da analise com elementos do tipo SHELL conduzem a valores inferiores de A,

o que seria de esperar considerando a possibilidade de alteracdo da geometria espacial das
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seccOes da viga e dos pilares. Neste caso, o erro maximo cometido relativamente ao modelo
de elementos de barra para o 1° modo de encurvadura, corresponde a 21.32%, o que indica
que alguns cuidados devem ser tomados na determinagdo do parametro critico quando se

utiliza uma modelagdo baseada em elementos de barra com continuidade nodal.

Na Figura 4.17 estdo ilustrados os modos de instabilidade associados aos parametros de carga

do Quadro 4.7. A coloracdo indica o deslocamento vertical U,,.
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| i
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| ]
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il i

| | u

| i i i
4° modo 5° modo 6° modo

Figura 4.17 — Modelo utilizado (SHELL) — Modos de instabilidade — Portico de nos fixos.

Pela andlise da deformagdo para cada modo de instabilidade, pode-se observar a importancia

dos fendmenos locais de encurvadura para a perda de estabilidade da estrutura.

Verifica-se que, para um determinada configuragdo de ligacdo, o pardmetro critico apresenta
valores superiores num determinado modo de encurvadura, quando comparados com outra
configuragdo. Esta variagdo do valor do parametro critico estd associada ao tipo de
deformacdo do portico e consequente a maior ou menor mobilizacdo da rigidez dos nos

(contribuicdo para o modo de instabilidade).

Quando se aumenta a rigidez dos nds, os resultados obtidos para o portico modelado com
elementos de area do tipo SHELL (Thick plate) tendem para os resultados da analise
efectuada com elementos de barra, pelo que se conclui que ¢é necessario estudar
adequadamente a rigidez nodal a aplicar no modelo de barras, alterando as ligacdes através da

introdugdo de molas de rigidez com caracteristicas equivalentes a ligacdo real.
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Note-se que os fenémenos associados a instabilidade local, que sdo analisados recorrendo a

este tipo de modelacdo, ndo serdo objecto de estudo no presente trabalho.

(ii) Pértico de nos moveis
O mesmo estudo foi elaborado para o portico de n6s moveis, sendo as configuragdes dos
reforgos idénticas as utilizadas no portico de nds fixos.
No Quadro 4.8, sdo apresentados os resultados obtidos na determinacdo do parametro critico,

para cada configuracao.

MOdO ;\,cr ;\«cr }\fcr

1° 2210,68 2319.23 2418.13
20 7972.09 8054,05 8065.36
30 . 945304 . 9696.91 . 9831,69
25 TiPo 1 75600 35 Tipo 2 19158.53 Tipo 3 19173.37
50 20764.73 21082.47 21136.67
6° 30870,77 31192.37 3122938
y»P AP
8 HE 200B c
w w
Modo Aer Aer Aer
1° 241327 245124 293162
20 8062.42 8068,92 | Modelode | 10100,40
3° Tino 4 9823,47 Tino 5 9877,42 | elementos de 12040,63
4° P 19170.46 P 19177.82 barras 2431510
50 21130.84 3115403 | (continuo) | 26951,02
6° 31209,60 31235,63 43600.72

Quadro 4.8 — Parametros de carga para o portico SHELL de nds moveis.
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Verifica-se que os resultados da andlise com elementos do tipo SHELL conduzem a valores
inferiores de A, obtendo-se neste caso, um erro maximo para o 1° modo de encurvadura de
24.59%, valor superior ao caso do podrtico de nos fixos, pelo que fica evidenciada a

necessidade de estudar convenientemente a estrutura, sobretudo quando se utiliza um modelo

simplificado.
:%Juu T wffﬁ—vj:“% R o R L %i\j:,:rr\;;r\rru_t_mjr?
i ﬁ Eﬁ EE
i # | |
% E | L
1° modo 2° modo 3° modo
e EEEE——T T T [P P e ————T
‘ i i
1 | \
a} [ﬁ i
| | |
4° modo 5° modo 6° modo

Figura 4.18 — Modelo utilizado (SHELL) — Modos de instabilidade — Portico de nés moveis.

Na Figura 4.18 estdo representadas as deformadas relativas aos seis primeiros modos de

instabilidade do portico de nds moveis. A coloragdo representa o deslocamento Us.

4.2.3 CASO 3 —- PORTICOS 2D COM LIGACOES SEMI-RIGIDAS

No caso anterior, introduziu-se o problema da rigidez nas ligagdes entre as barras,
nomeadamente a ligagdo viga-pilar. De forma simplificada, este problema pode ser analisado
num modelo de elementos de barra através da utilizagdo de trés tipos de condicdes de
fronteira na ligacdo entre as barras: continuas, rotuladas e com molas de rotagdo. A ligacdo
com continuidade ¢ obtida pelo impedimento da totalidade dos graus de liberdade dos nods
envolvidos na ligacdo, garantindo a transmissdo da totalidade dos esforcos internos. A
rotulada, libertando os graus de liberdade associados aos momentos e a terceira, com molas,
corresponde a situacdo intermédia em que a ligagdo apresenta uma rigidez parcial, com

capacidade de rotagdo definida pela rigidez da mola.
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Este modelo ¢ o que mais se aproxima da realidade, tendo como principal dificuldade para a

sua aplicacdo a calibracdo da rigidez das molas que simulam as ligagdes.

Na Figura 4.19, estdo representados os poérticos de calibragdo com a adicdo de molas de

translacdo para simular o comportamento flexivel das ligagdes.
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Figura 4.19 — Porticos 2D com ligagdes semi-rigidas, a) nds fixos, b) nds moveis.
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Estes porticos foram modelados no SAP2000 considerando como valida uma discretizacao de

4 elementos por barra. Procedeu-se a introducdo de molas nas ligagdes viga-pilar, fazendo

variar o valor da rigidez desde 0.0, ligacdo rotulada, até¢ 1.0e10 que corresponde a ligacdo

continua, ou seja, uma modelagdo sem molas.

(i) Pértico de nos fixos

Numa primeira analise foram determinados, para diversas discretizagdes, os pardmetros de

carga para os seis primeiros modos de instabilidade, considerando que o portico apresenta

ligagdes continuas entre a viga e o pilar (situagdo equivalente ao Caso 1).

Discretizagdo — # elementos por barra

Modo 1 2 3 4 8 16 32
1° 18347.35 | 10408.73 | 10184.58 | 10100.39 | 10032.21 | 10017.78 | 10014.35
2° 27455.56 | 12192.52 | 12036.15 | 11916.93 | 11815.15| 11793.13 | 11787.88
3° 1933285.30 | 35459.41 | 25022.30 | 24314.71 | 23446.21 | 23250.05 | 23202.96
4° - 39321.50 | 25805.53 | 25326.71 | 24435.60 | 24224.52 | 24173.52
5° - 104942.05 | 64077.00 | 43600.08 | 40801.41 | 39836.47 | 39602.25
6° - 120871.95 | 68928,41 | 44521.87 | 42188.33 | 41172.63 | 40923.70

Quadro 4.9 — Portico de nos fixos (sem molas) — Parametros de carga A.
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Neste quadro salienta-se a divisdo da barra em 3 elementos, que corresponde a discretizagdo

associada a obtengdo de erros inferiores a 3% em rela¢do ao valor exacto de A.

Rigidez da mola (kN.m/rad)
Modo 0.0 k=1.0e0 | k=1.0e2 | k=1.0e4 | k=1.0e6 | k=1.0e10 0
1° 8631.41 8631.98 8686.61 | 9800,51 | 10096.64 | 10100,39 | 10100.39
2° 8638.65 8639.21 8693.79 | 10730,13 | 11898.71 | 11916,93 | 11916.93
3° 12369298 | 23693.19 | 23713.43 | 24177,16 | 24312.95 | 24314,71 | 24314.71
4° | 23713.70 | 23713.91 | 23734.34 | 24628,24 | 25314.72 | 25326,71 | 25326.71
5° | 43005.57 | 43005.77 | 43025.24 | 43472,66 | 43598.46 | 43600,08 | 43600.08
6° | 43051.88 | 43052.08 | 43071.28 | 43887,84 | 44510.98 | 44521,86 | 44521.87

Quadro 4.10 — Portico de nos fixos (#4 por barra) — A, em fungdo da rigidez da mola.

Na Quadro 4.10, apresentam-se os valores dos pardmetros de carga, em fun¢ao da rigidez da

mola, para os seis primeiros modos de instabilidade. No Grafico 4.3 pode-se observar a

variagdo dos parametros de carga em fun¢o da rigidez, para cada modo de instabilidade.

P. critico

5,0E+04 -

4,5E+04 -

4,0E+04 -

3,5E+04 -

3,0E+04 -

2,5E+04 -

2,0E+04

1,5E+04

——r—— %

xe

Py
v
K

—e— 12 modo
—=—2° modo
32 modo
42 modo
—x— 5% modo
—e— 62 modo

1,0E+04 ’;u:??’/ .

5,0E+03

0,0E+00

0,0E+00

2,0E+04

4,0E+04

6,0E+04

k - rigidez da mola (kN.m/rad)

8,0E+04

Grifico 4.3 — Variagdo de A (k) para cada modo de instabilidade (nds fixos).

1,0E+05

Analisando o Grafico 4.3, constata-se que existe uma componente inicial ndo linear para

valores reduzidos da rigidez, apresentando um valor praticamente constante para valores mais

elevados.
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No Gréfico 4.4 ¢ apresentada uma ampliagd@o, para o primeiro modo de instabilidade, da zona
onde o comportamento ndo linear ¢ mais acentuado, indicando ainda o valor exacto do
parametro critico obtido com a modelacdo de elementos de barra com continuidade na ligagéo

entre as vigas e os pilares.

1,2E+04 -
10838

1,0E+04

8,0E+03 -

*
*

6,0E+03 -
—e— 12 modo

P. critico

—— valor exacto

4,0E+083 -

2,0E+083 -

0,0E+00 T T T T 1
0,0E+00 2,0E+03 4,0E+03 6,0E+03 8,0E+03 1,0E+04

k - rigidez da mola (kN.m/rad)

Grifico 4.4 — Variagdo de A, (k) para o 1° modo de instabilidade (nos fixos).

Neste caso, o erro médio cometido pela avaliacdo incorrecta da rigidez na ligagdo viga-pilar
situa-se nos 10% (excluindo a situagdo rotulada).
(ii) Pértico de nos moveis

O procedimento ¢ idéntico ao do caso anterior, determinando em primeiro lugar os parametros
criticos para os seis primeiros modos de instabilidade para diversas discretizagdes das barras,

apresentando-se no Quadro 4.11 os resultados obtidos.

Discretizagdo — # elementos por barra

Modo | 2 3 4 8 16 32
1° 2963,35 2941,17 | 2933,57 | 2931,62 | 2930,17 | 2929,87 | 2929,80
2° 18347,38 | 10408,74 | 10184,59 | 10100,40 | 10032,22 | 10017,79 | 10014,36

3° 27457,83 | 12387,29 | 12169,79 | 12040,63 | 11932,22 | 11908,92 | 11903,38
4° | 1863601,65 | 35459,97 | 25022,85 | 24315,10 | 23446,51 | 23250,34 | 23203,25
5° --- 41419,48 | 27518,54 | 26951,02 | 25895,34 | 25647,88 | 25588,19
6° --- 104943,23 | 64077,34 | 43600,72 | 40801,66 | 39836,69 | 39602,46

Quadro 4.11 — Pértico de nds moveis (sem mola) — Pardmetros de carga A.
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Estes resultados referem-se a uma analise com elementos de barra com continuidade nodal,

utilizando uma discretizacdo de 4 elementos por barra.

Rigidez da mola (kN.m/rad)
Modo 0.0 k=1.0e0 | k=1.0e2 | k=1.0e4 | k=1.0e6 | k=1.0e10 0
1° 111543 | 1115,83 | 1154,02 | 2376,82 | 2923,86 | 2931,62 | 2931,62
2° 8635,04 | 8635,61 | 8689,63 | 9800,52 | 10096,65 | 10100,40 | 10100,40
3° 9516,55 | 9516,90 | 9551,41 | 11024,66 | 12024,31 | 12040,63 | 12040,63
4° |1 23703,45 | 23703,66 | 23723,78 | 24177,71 | 24313,33 | 24315,10 | 24315,10
5° 1 24617,62 | 24617,91 | 24646,44 | 25929,22 | 26933,32 | 26951,02 | 26951,02
6° | 43029,17 | 43029,37 | 43048,49 | 43473,88 | 43599,10 | 43600,72 | 43600,72

Quadro 4.12 — Portico de nés moveis (#4 por barra) - A, em fungio da rigidez da mola.

De seguida, determinaram-se os mesmos parametros de carga considerando rigidez nodal

variavel (Quadro 4.12). A evolucdo dos parametros de carga com o aumento da rigidez das

molas, para os seis primeiros modos de encurvadura, esta representada no Grafico 4.5.

P. critico
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Grifico 4.5 — Variagdo de A, (k) para cada modo de encurvadura (nés méveis).

k - rigidez da mola (kN.m/rad)

Esta estrutura apresenta um comportamento ndo linear para rigidez nodal reduzida, e

praticamente linear para valores mais elevados. Neste portico, obteve-se um erro médio,

relativamente a modelacdo com continuidade nodal, que pode chegar aos 60%, o que indica a
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necessidade de estudar convenientemente o tipo de ligacdo usada, sobretudo quando se
pretende analisar o desempenho da estrutura considerando liga¢des rigidas, obrigando a

utilizagdo de sistemas de ligacdo que garantam a continuidade entre os elementos.

Conclui-se que o tipo de ligacdo utilizada na modelagdo pode alterar significativamente o
comportamento da estrutura e consequentemente o valor do parametro critico, sobretudo no
caso do portico de nos moveis, pelo que a utilizagdo de modelos com continuidade nodal

(ligacdo rigida viga-pilar) deve ser devidamente analisada.

4.2.4 CASO 4 - PORTICO 3D — RAZZAQ E NAIM (1980)

Neste caso estuda-se um portico espacial com dupla simetria em planta, representado na
Figura. 4.17. A numeracdo dos porticos 2D, utilizada para introduzir a estrutura no INST3D,

estd indicada na planta da estrutura (Figura 4.20b).

Este portico foi estudado por Razzaq e Naim (1980), para analisar o efeito da distribuicdo do
esforco axial na definicdo do valor da carga critica e do modo de instabilidade. Assim, o
portico esta sujeito a um carregamento nodal definido pelos parametros de carga o, 0, O3 €

Ol4, que podem variar para simular ac¢des assimétricas.

Este tipo de analise ndo serd abordado, determinando a cargas critica para uma distribuigdo

Como o objectivo neste capitulo ¢ calibrar o software,.
4
pot

$oc‘P o J:szi X )

J7oc3 P

Y
D P c

A B

L2 ®

Figura 4.20 — Portico 3D, Razzaq e Naim (1980).

Assume-se que a laje, definida pelos pontos ABCD, tem comportamento de diafragma rigido

no seu plano. As dimensdes do portico sdo: H=6350mm (250 in), L;=3810 mm (150 in) e
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L,=3048 mm (120 in). Utilizou-se um perfil metalico W10x33 para todas as barras, com as
seguintes caracteristicas: A=6503.2 mm” (10.08 in.%), 1,=72,215,320 mm* (173.498 in."),
1,=14,227,260 mm* (534.182 in.*), rigidez a torgdo GJ.=17.907 kNm? (6235 Kip in.?), médulo
de elasticidade E=200.1x10° kN/m* (29,000 ksi) e G=80x10° kN/m* (11,600 ksi). A

orientacdo dos eixos, para as vigas e pilares, pode ser observada na Figura 4.20b).

Portico ol (05 o3 Oly a(Pcr)total [KIPS] b(Pcr)total [KIPS]
F1-1 0.500 1.000 0.500 0.250 590.0 595.8
F1-2 1.000 1.005 1.000 1.000 601.2 612.0
F1-3 1.000 0.005 0.000 0.000 520.3 520.0
F1-4 1.000 1.000 0.000 0.000 560.0 532.0
F1-5 0.000 1.000 1.000 0.000 576.0 604.8
F1-6 1.000 0.005 1.005 0.000 590.0 607.7
F1-7 1.000 1.000 1.000 0.000 591.0 596.9

*Razzaq e Naim (1980), pp. 1393-1397. *Calculado com o SAP90.

Quadro 4.13 — Parametros de carga e carga critica total, (Pe)total-

Este portico foi estudado por diversos autores, nomeadamente Razzaq e¢ Naim (1980) e
Aristizabal-Ochoa (2002), que analisaram sete combinagdes de carga, designadas por F1-i
(i=1 até 7).

Foi ainda utilizado pelos referidos autores o software SAP90 (Torrealba et al 1992),
desenvolvido por Wilson e Habibullah (1991), cujo algoritmo corresponde a uma versao
anterior do SAP2000. A estrutura foi introduzida no software como sendo tridimensional, sem
o comportamento de diafragma rigido da laje. Os resultados obtidos para os diferentes
parametros de carga estdo indicados na Quadro 4.13, sendo a carga critica total, a soma dos

quatro cargas nodais.

Foi escolhida a combinag@o F1-2, com igual valor dos parametros de carga o, O, O3 € O,
para calibrar o software INST3D. Este caso de carga foi também introduzido no software
comercial SAP 2000, para comparar o valor obtido com os resultados apresentados por

Razzaq e Naim (1980).

Com o INST3D obteve-se um valor da carga critica total de 603.6, que estd muito proximo do
valor encontrado pelos referidos autores, (Pl = 601.2 (Quadro 4.13). O software
comercial (SAP 2000) apresenta um valor ligeiramente superior, (P )1 = 613.1 ao obtido

com a versdo anterior (SAP 90), com um erro de 2% relativamente ao valor exacto.

Para esta configuracdo de carga, os autores obtiveram uma deformagao associada ao modo de
instabilidade dada por A, = 1.0, Ay = 0.0 e 8, = 0.0, coincidente com os resultados obtidos no

INST3D e no SAP 2000 e cuja representagdo grafica pode ser observada na Figura 4.21.
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a) b)

Figura 4.21 — Poértico 3D, Razzaq e Naim (1980) — Deformada: a) perspectiva, b) algado.

Da anélise deste caso, conclui-se que o INST3D fornece valores exactos quando se estudam

estruturas 3D com as caracteristicas do portico analisado.

4.2.5 CASO 5 - PORTICO 3D - NOS FIXOS

Para finalizar a calibracdo do INST3D, foi modelado um portico tridimensional impedido de

ter translagdes ao nivel da laje (pontos EFGH da Figura 4.22).

tz
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Figura 4.22 — Portico 3D com ligagdes nodais rigidas — Nos fixos.

Com esta limitagdo a deformagdo da estrutura, pretende-se simular o comportamento de um
portico de nods fixos. Esta modelacao foi elaborada para estudar a sensibilidade do software

relativamente a determinacao dos modos de instabilidade (deformada da estrutura).
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1° modo 2° modo

3° modo 4° modo

5° modo 6° modo

Figura 4.23 — Portico 3D de nds fixos — Modos de instabilidade.

Nesta estrutura foram utilizados perfis metalicos HE 200B, com L; = L,=7.5m, H=5.0me
um modulo de elasticidade £ = 200 GPa. O pértico foi modelado no INST3D, e no SAP2000

com uma discretizagdo de 4 elementos por barra.

Os valores obtidos com o INST3D (A=1259.2) e com o SAP 2000 (A=1332.2) sdo
praticamente iguais, validando o resultado obtido. Foram detectados os mesmos modos de

instabilidade nos dois programas (Figura 4.23), concluindo que o INST3D apresenta um bom
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desempenho numérico quando se efectua uma ANLG de porticos 3D, com translagdes

impedidas ao nivel das lajes.

4.3 NOTA FINAL

Aferiu-se o rigor do software INST3D, verificando que os resultados obtidos coincidem com
os valores analiticos, validando a sua utilizagdo para elaborar analises de instabilidade de
porticos. Relativamente ao software comercial, na avaliacdo do pardmetro critico, verificou-se
que os resultados obtidos com o SAP 2000, LUSAS e ANSYS, apresentam erros devido a
formulagdo aproximada utilizada pelos programas. Como forma de diminuir o erro aumentou-
se o grau de discretizacdo dos elementos obtendo-se resultados “exactos” para discretizagdes
bastante elevadas. Os resultados obtidos pelo ANSYS e LUSAS (nos porticos de calibragdo
2D) sdo praticamente coincidentes com os obtidos pelo INST3D, revelando uma maior
precisdo e simplicidade de modelacdo em relacdo ao SAP 2000 (menor nimero de elementos

por barra).

A utilizacdo de modelos com molas de rigidez a flex@o, para simular ligacdes semi-rigidas,
deve ser ponderada para situagdes em que a rigidez influencia o comportamento estrutural

(rigidez reduzida), sobretudo em estruturas de nds moveis.
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5 - ESTUDOS PARAMETRICOS

5.1 INTRODUCAO

De acordo com as hipdteses e procedimentos apresentados nos capitulos anteriores, procedeu-
se a analise de instabilidade de varios sistemas estruturais bidimensionais (2D) e
tridimensionais (3D), tendo como finalidade a determinagdo da carga critica e do respectivo
modo de instabilidade. Para atingir este objectivo, utilizaram-se os programas de célculo
automatico apresentados nos capitulos anteriores, nomeadamente o INST3D e o software
comercial SAP 2000. A utilizagdo destes programas permitiu comparar os resultados obtidos
usando a formulacdo exacta (INST3D) do problema ndo linear geométrico, com solucdes

obtidas recorrendo a formulagdo aproximada (SAP 2000).

A escolha do SAP 2000 em detrimento de outro software (ANSYS e LUSAS) estd
relacionada com a utilizacdo deste software no dia-a-dia do engenheiro projectista,
apresentando-se como um programa de facil utilizagdo, tendo como principal vantagem a
simplicidade de introdug¢do de dados. O ANSYS e LUSAS s3o pacotes mais completos e
consequentemente mais complexos de utilizar quando comparados com o SAP2000,
implicando um tempo de adaptacdo muito dilatado e obrigando a um estudo exaustivo das
suas capacidades, pelo que sdo programas talhados para a elaboracdo de trabalhos de
investigacdo, ou em casos pontuais, de elevada complexidade no desenvolvimento de

projectos de estruturas de engenharia civil.

Pretende-se estudar a influéncia da variacdo de pardmetros geométricos, como a altura inter-
pisos e a distancia entre pilares, no comportamento dos sistemas estruturais e ainda estudar a
importancia da utilizacdo de esquemas de contraventamento na andlise linear de 2* ordem,
para concluir qual a melhor solugdo a utilizar para os casos em estudo, de forma a optimizar a
relacdo economia/efici€éncia estrutural, nomeadamente no aumento da capacidade resistente,

analisando a sua importancia relativamente ao desempenho estrutural.

O recurso ao calculo automatico, permitiu um estudo de maior amplitude na variacdo
paramétrica, e a obtencdo dos resultados em quantidade suficiente para poder comparar os

valores obtidos.

Como ja foi referido, o estudo baseia-se na utilizacdo das fungdes de estabilidade associadas
aos elementos da matriz de rigidez de barras prismaticas, permitindo incluir o efeito do

esfor¢o axial na deformacao da estrutura (Brush 1975, Chen e Lui 1988).
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Para elaborar este estudo, as estruturas foram modeladas através de elementos de barra,

apresentando as seguintes caracteristicas:

— Porticos rectangulares;

— Pilares situados na mesma prumada;

— Ligagoes rigidas entre vigas ¢ pilares;

— Cargas concentradas aplicadas nos nos;

— Encastramento na base do portico (ligagdes ao exterior);
— Indeformabilidade axial das barras;

—  Area, inércia e modulo de elasticidade constantes para cada elemento;

Considera-se, ainda, a indeformabilidade dos planos que constituem as lajes ao nivel de cada

piso, sendo independentes os deslocamentos entre pisos.

Inicialmente, ¢ apresentado um estudo sobre a influéncia da disposicdo dos elementos de
contraventamento no desempenho estrutural, justificando a utilizacdo do sistema adoptado nas

estruturas analisadas.

De seguida, sdo apresentados 3 casos relativos a andlise ndo linear geométrica de estruturas
2D e 3D. Pretende-se avaliar a capacidade resistente das estruturas, através da determinacgao
da carga critica e do modo de instabilidade. Este estudo, permite conhecer o comportamento
estrutural, nomeadamente o grau de mobilidade das estruturas analisadas, permitindo
melhorar o seu desempenho através da adi¢do de elementos de contraventamento,

aumentando a capacidade resistente da estrutura.

Identificam-se zonas que condicionam o desempenho estrutural e apresentam-se solu¢des para
alterar a sua preponderancia no comportamento nao linear geométrico dos sistemas estruturais
estudados, em particular na deformagdo da estrutura, garantindo um aumento da capacidade

de carga.

Finalmente, refera-se que os resultados obtidos para estes exemplos ndo podem ser
generalizados, fornecendo, no entanto, alguns indicadores sobre o comportamento deste tipo
de estruturas e permitindo verificar a validade das hipdteses apresentadas, sobretudo na

aplicacdo do software INST3D.
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5.2 SISTEMA DE CONTRAVENTAMENTO

Quando se projecta a estrutura de um edificio, concebe-se um esquema estrutural capaz de
assegurar a capacidade resistente em fung¢do dos requisitos regulamentares, sendo depois
verificadas as imposi¢Oes relativas a deformabilidade e estabilidade local dos elementos

estruturais.

Geralmente, as estruturas metalicas (projectadas para as acgdes verticais) nao possuem rigidez
suficiente para assegurar a estabilidade global do sistema, pelo que é necessario dimensionar
um sistema estrutural adicional que seja capaz de assegurar a estabilidade do conjunto ou
maximizar o seu desempenho estrutural. Esta estrutura adicional constitui o sistema de
contraventamento que, numa analise de 2* ordem, tem que garantir a indeformabilidade da

estrutura principal.

Quando se estuda este sistema, ¢ se a analise pretendida for mais rigorosa que a aquela que
usualmente se efectua no projecto de estruturas, duas questdes podem ser equacionadas no seu

dimensionamento (Kollar 1999):

— Qual ¢ a rigidez necessaria (do sistema de contraventamento) para garantir a melhor

resposta da estrutura;

— Como dimensionar os elementos verticais nos quais se introduzem elementos de

contraventamento.

Seja qual for a estrutura em andlise, pretende-se sempre que a estrutura apresente um
comportamento global de estabilidade definido em fungdo do carregamento e da capacidade
resistente obtida no seu dimensionamento, ou seja, os elementos mais resistentes devem

condicionar a resposta da estrutura.

A resposta as questdoes pode ser encontrada nos regulamentos (ECSS 1976), nos quais sdo
indicados métodos de dimensionamento dos contraventamentos e elementos verticais
(pilares). Um dos métodos mais utilizados baseia-se na utilizagdo do factor de amplificacdo da
carga de Euler, sendo conhecido como método de amplificagdo dos momentos, em que

M=yM

ben

(5.2.1)

Neste método, considera-se que o acréscimo de deformacdo devido as acgdes actuantes

produz uma deformada (encurvadura) idéntica a obtida numa analise de 1* ordem. Assim, o
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momento inicial ou de 1* ordem (M;.,), ¢ aumentado através do factor de ampliacdo W

(Timoshenko e Gere 1961)

y=— (5.2.2)

em que Q € a carga total do edificio e Q. ¢ a carga critica elastica do contraventamento, sendo
o quociente Q/Q. limitado regulamentarmente para assegurar a seguranga em relagdo a

encurvadura (Q,. 240).

O trabalho apresentado nesta dissertacdo, ndo contempla o dimensionamento estrutural, pelo

que estas questdes ndo serdo directamente abordadas.

Se o estudo incidir sobre a geometria espacial da estrutura, entio, podem-se formular trés

novas questoes:
— Onde colocar o sistema de contraventamento;
— Qual a melhor disposi¢do em algado e em planta;
— De que forma a disposig¢do influencia o desempenho estrutural.

Para responder a estas questdes, ¢ necessario estudar convenientemente o comportamento das

estruturas, justificando a elaboracdo do trabalho apresentado neste capitulo.

De forma simplificada, um edificio pode apresentar trés tipos de comportamento global

(modos de instabilidade):

— Flex@o nos planos principais (Euler);

y

b ——————————
o
e e e

Figura 5.1 — Modos de instabilidade: Flexdo no sentido da menor inércia.
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— Torcdo pura;

Figura 5.2 — Modos de instabilidade: Torgao pura.

— Flexao-tor¢do (combinagdo das duas anteriores).

Figura 5.3 — Modos de instabilidade: Flexdo-torgao.

Para impedir estas deformagdes, geralmente sdo introduzidos ‘“nticleos de rigidez”
materializados por caixas de escadas/elevadores, paredes resistentes, diagonais, etc., que
constituem o sistema de contraventamento do edificio, e cujo dimensionamento deve ser

equacionado recorrendo a uma analise de 2% ordem.

y / i ]
$P P P J7P
J]P P : P % P
$P i $P ! $P ! P o
A 5.

Figura 5.4 — Sistemas de contraventamento.
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Nas estruturas analisadas neste capitulo, foram utilizados elementos de contraventamento,
justificando a necessidade de elaborar um estudo sobre a sua disposi¢do nos porticos, para

concluir qual a solucdo que optimiza o desempenho estrutural.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
P P P p P p
J7 HE 200B J7 HE 200B J7 J7 HE 200B J7 J7 HE 200B J7
T G A T ¢ H T G H T G H
) ) ) ) ) ) o o
8 8 8 8 8 8 8 < 8
40 & & 40 & 12 & 40 & S ¢\ « 40 & 2 &
w w w » w w o 2\ w w Z w
T T T D T T ol % T T %) T
S (2
P P P P P P P
J7 HE 200B J7 HE 200B HE 200B J7 HE 200B J7
T E = T € F T € F T € F
@ @ @ @ @ @ o o
4.0 § § 4.0 § 2 § 4.0 § S e\ § 4.0 § 2 §
’ w w : w > w : w & O\ W : w Z w
T T T D T T Q% 7\ T T A T
S i
P P P P P P
J] HE 200B J] HE 200B HE 200B J] HE 200B J]
T ¢ B T ¢ D T ¢ D T ¢ D
@ @ @ @ @ @ o o
40 & & 4.0 & & 40 & & 40 & 2 &
w w w w w w w Z, w
I I I I I I I ) I
A B A B A B A B
D 77 77777 - 77777 777 o 777 77 - 77777 77777
| | | | | | | |
I [ [ [
4.0 4.0 4.0 4.0
A= 5289 A= 5299 A= 6292 A= 4492

Quadro 5.1 — Sistemas de contraventamento — Pardmetro critico.

Foram analisados 4 casos (Quadro 5.1), estudando a influéncia da disposi¢do das diagonais no
aumento da capacidade resistente da estrutura. O 1° caso, corresponde a um portico de nos
fixos (sem diagonais) e no 2° apresenta-se um sistema de contraventamento constituido por 1
diagonal em cada piso. Os casos 3 e 4 constituem sistemas de contraventamento utilizados em
estruturas sujeitas a acgdes sismicas. Note-se, que todos os sistemas pretendem induzir na

estrutura o comportamento de um poértico de nos fixos (Caso 1).

Os porticos foram analisados no SAP2000 com uma discretizagdo de 4 elementos por barra e

uma tolerancia de 1e-6.

Da analise dos resultados obtidos, conclui-se que, a melhor solugdo corresponde a
configuragdo de contraventamento indicada no caso 3, sendo a capacidade resistente
aumentada devido ao incremento de rigidez da estrutura, ultrapassando o valor obtido para o
portico de nos fixos. No entanto, esta disposi¢do ¢ a mais dispendiosa ¢ como o objectivo ¢é
obter um contraventamento de portico de nos fixos, optou-se por utilizar a solugdo

apresentada no segundo caso (1 diagonal).
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5.3 PORTICO COM 3 PISOS (2D E 3D)
5.3.1 Descricao da estrutura

Neste primeiro caso, foi idealizada uma estrutura 3D de trés pisos com simetria em planta e
alcado (Figura 5.5) que consiste na repeticdo de um portico base 3D, com dupla simetria em

planta (César e Barros 2003).

z z
ny } > $F; HJZM P J}GP
- M E
N F
z
P P
; JL : oJ
P o $F’7 X
A B
T ! f 77777 7777
PORTICO BASE
z
: )
P ) $P7 ™ -
1 E
=
H L2
D C
77777
- 7A7'77 77"7B7 / o
| 1 | |
L1 Ly

Figura 5.5 — Geometria da estrutura 3D (repeticdo do portico base), perspectiva e planta.

Assim, as estruturas tridimensionais analisadas, sdo obtidas através da repeticdo espacial do
portico base, permitindo que o estudo paramétrico seja de facil interpretagdo, garantindo a
verificagdo das hipoteses admitidas através da modularidade da estrutura. No presente caso,

existe uma repeti¢do em altura do portico base.

Foi escolhido um perfil da série HEB (HE 300B), usual nos projectos de estruturas metalicas,
quer para as vigas quer para os pilares, de forma a minorar diversidades de interpretagdo de

resultados.
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No Quadro 5.2 estdo indicadas as principais caracteristicas do perfil comercial utilizado.

/}\ $ ‘ h = 300 mm

r b= 300 mm
L i | . tf= 19 mm
tw
_"}‘_ tw= 11 mm
| | i | r= 18 mm
— b I
[ \
A =1.49¢-2 m* I, =2.517e-4 m* I, =8.563e-5 m*

Quadro 5.2 — HE 300B — propriedades geométricas.

Para o sistema de contraventamento, constituido por barras diagonais, utilizaram-se elementos
metalicos que possuem uma rigidez a flexdo nula e uma 4rea de 10cm?, inferior a adoptada
para os pilares e vigas (149 sz)_ Esta seccdo garante o contraventamento necessario para
impedir a translacdo horizontal das lajes. O aco utilizado possui um modulo de elasticidade

E=210 GPa.

5.3.2 Modelac¢ao Estrutural

Como o programa de calculo automatico INST3D comeca por tratar os porticos no plano, em
primeiro lugar, identificam-se os porticos 2D que definem a estrutura tridimensional,
numerando-os e localizando-os no espago relativamente a um sistema de eixos. Observando a
Figura 5.5, verifica-se que os pilares sdo elementos comuns a varios porticos 2D, o que
implica especial cuidado na introducdo das caracteristicas mecanicas destes elementos,

nomeadamente o momento de inércia, na modelacdo da estrutura.

Numa primeira andlise, foram analisados os porticos 2D sem elementos de contraventamento,
determinando-se para cada poértico o parametro critico. Este estudo, permite evidenciar o
desempenho estrutural dos porticos 2D que compdem a estrutura tridimensional, e assim
entender a influéncia de cada subestrutura no comportamento global (tridimensional), embora

neste caso seja facil identificar a importancia de cada portico na deformagao da estrutura.
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Figura 5.6 — Caracteristicas dos porticos 2D, que definem a estrutura 3D.

Note-se que, neste exemplo ndo foram consideradas cargas regulamentares, efectuando um
estudo simplificado relativamente a quantificacdo das ac¢des, mas valido para a avaliagdo do
desempenho estrutural. Se forem consideradas as mesmas acgdes a actuar em cada piso, e
relembrando que a estrutura ¢ duplamente simétrica em planta, entdo a distribuicdo de cargas

¢ equitativa, obtendo o mesmo valor para cada carga vertical concentrada nos pilares.

De seguida, procedeu-se ao estudo dos porticos com elementos de contraventamento,
alterando a sua disposicao e localizagdo, Figura 5.7. Apo6s obter os pardmetros criticos para o
poértico 2D, com e sem contraventamento, foram alterados pardmetros associados a geometria
da estrutura (altura inter-pisos e vaos entre pilares) para melhor compreender o

comportamento da estrutura.

Estes parametros relativos a geometria global do portico plano, foram alterados
realisticamente, nomeadamente o vao entre pilares (L=L;= L,) e a altura dos pisos (H). O
parametro L varia entre 3m e 8m (com incrementos de 1.0m) enquanto o parametro H varia
entre 3m e 4m, com incrementos de 0.5m. Para cada variagdo paramétrica foi determinada a

carga critica e o modo de instabilidade.
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Figura 5.7 — Geometria dos porticos 2D, com e sem diagonais de contraventamento.
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Como foi referido, os porticos 2D sdo subestruturas que, no seu conjunto, definem o esquema
estrutural tridimensional ilustrado na Figura 5.5. O estudo dos porticos 2D foi elaborado para
estudar a capacidade do software na andlise deste tipo de estruturas, mas também para poder
relacionar o seu desempenho relativamente ao comportamento global da estrutura

tridimensional.

Assim, o procedimento descrito para a analise dos porticos 2D foi repetido para a estrutura
tridimensional, efectuando a mesma variagdo paramétrica, ou seja, alterando os parametros
associados a geometria da estrutura: o vao entre pilares (L=L;= L,) e a altura dos pisos (H),
em que L varia entre 3m e 8m com incrementos de 1.0m e H varia entre 3m e 4m, com
incrementos de 0.5m. Foi determinada, para cada variagdo paramétrica, a carga critica € o

modo de instabilidade.

De acordo com o algoritmo do INST3D, a carga critica do sistema tridimensional sera
encontrada entre os limites definidos pelo maior e menor valor do pardmetro critico, obtido

para os porticos 2D que constituem a estrutura 3D.

Também se utilizaram diagonais de contraventamento, para melhorar o desempenho global da

estrutura 3D e assim assegurar o aumento da capacidade resistente do portico.

A introdu¢do de um sistema de contraventamento, deve alterar o comportamento da estrutura,
garantindo um modo de instabilidade associado a uma deformacdo que maximize a carga

critica, ou seja, uma configuracao de portico de nos fixos.

Para estudar a influéncia da localizagdo do sistema de contraventamento, no comportamento
ndo linear geométrico da estrutura, foram modelados dois casos com diferentes disposicoes

dos elementos de travamento da estrutura (diagonais).

A primeira disposicdo (Figura 5.8) € constituida por um contraventamento simétrico,
garantido pela introdug@o de barras diagonais na totalidade dos porticos 2D. Como o poértico
3D ¢ constituido pelos porticos 2D inicialmente apresentados, as diagonais, vigas e pilares

possuem as mesmas caracteristicas geométricas € mecanicas.

O segundo caso de contraventamento, ilustrado na Figura 5.9, corresponde a introdugdo de
um sistema de travamento assimétrico, no qual dois porticos 2D adjacentes ndo possuem
diagonais. Neste caso, existem dois porticos com mobilidade de nds moveis, para qualquer
configuragdo do sistema de contraventamento. Com este estudo, pretende-se compreender a
importancia dos porticos ndo contraventados, na determinagdo da capacidade resistente da

estrutura.
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Figura 5.8 — Geometria dos porticos 3D, com e sem contraventamento (simétrico).
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Figura 5.9 — Geometria dos porticos 3D, com e sem contraventamento (assimétrico).
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Pretende-se ainda, verificar a sua influéncia da disposi¢do do contraventamento na mobilidade
da estrutura, analisando a configuracdo de deformagdo do modo de instabilidade

comparativamente a primeira disposi¢ao dos elementos diagonais.

De seguida, sdo apresentados os resultados obtidos para a referida variagdo paramétrica dos
porticos 2D e da estrutura 3D, para cada configuracdo do sistema de contraventamento,
evidenciando os principais factores que influenciam o desempenho ndo linear geométrico das

estruturas analisadas.

5.3.3 Resultados

Com a utilizacdo do programa INST3D, determinaram-se o pardmetro de carga critico e o

modo de instabilidade, para cada configuragdo de contraventamento.

Em primeiro lugar, foram estudados os poérticos 2D, analisando a mobilidade da estrutura para
as diferentes disposigdes das diagonais. Note-se que os porticos 3D, com contraventamento

simétrico e assimétrico, sdo combinagdes dos porticos 2D apresentados na Figura 5.7.

Na Figura 5.10 estdo ilustradas, para cada configuracdo de contraventamento, as deformadas

associadas aos modos de instabilidade dos porticos 2D.

Figura 5.10 — Modo de instabilidade para cada portico 2D.

Quando nao existe nenhum elemento de contraventamento, a estrutura tem uma deformacgao
de ndés moveis, apresentando translagdes horizontais dos nos que definem a ligagdo entre

vigas e pilares. A medida que se introduzem elementos de contraventamento, a translacdo
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desses nos fica impedida, alterando a mobilidade da estrutura pela indeformabilidade

adquirida em cada piso com a introducdo das diagonais. Quando todos os pisos estdo

contraventados, a estrutura tem um comportamento igual ao de um poértico de nods fixos e a

carga critica pode ser determinada para esta configuracao.

Com base nos resultados obtidos, foram elaborados os graficos 5.1, 5.2, 5.3 ¢ 5.4, que ilustram

o desempenho estrutural em fungdo da variacdo da altura inter-pisos e do vao entre pilares

(variacdo paramétrica). Os graficos apresentados referem-se ao portico 2D que mobiliza

maior inércia, tendo o portico de menor inércia 0 mesmo comportamento, mas com parametro

critico de valor mais reduzido.

P critico (x1 @)

2D - sem diagonais

_ _ —_
o N »
I I )

——3.0m

8 4
6\\_\'\ —=35m
——4.0m

3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

Grifico 5.1 — Variagdo paramétrica (2D) — sem diagonais.

P critico (x1 03)

2D - 1 diagonal

——3.0m

—=—35m

——4.0m

3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

Grifico 5.2 — Variag@o paramétrica (2D) — 1 diagonais.

175



Capitulo 5

2D - 2 diagonais
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Grifico 5.3 — Variagdo paramétrica (2D) — 2 diagonais.
2D - 3 diagonais
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Grifico 5.4 — Variagdo paramétrica (2D) — 3 diagonais.

Verifica-se que o melhor desempenho corresponde ao portico que apresenta todos os pisos
contraventados, situacdo esperada, pois com este sistema de diagonais garante-se a
indeformabilidade da estrutura (em todos os pisos). Nos dois primeiros graficos, sem
diagonais e com 1 diagonal, o portico apresenta o mesmo desenvolvimento das curvas da
variagdo paramétrica, tendo uma ligeira concavidade positiva, diminuindo o valor do
parametro critico com o aumento da distancia entre pilares. Note-se que nestes casos a
estrutura tem uma deformada de portico de nds moveis, indicando que este padrao de tragado

da curva esta associado a este tipo de mobilidade.

176



Estudos Paramétricos

No caso de existirem 2 e 3 diagonais, a estrutura apresenta um comportamento diferente do
encontrado para os dois primeiros casos. Quando existem dois pisos contraventados, a
deformagdo da estrutura encontra-se parcialmente impedida (dois pisos indeformaveis), pelo
que a mobilidade estard compreendida entre uma situagdo de nos fixos e de n6s moveis, sendo
mais importante a contribuicdo dos pisos contraventados para o desempenho global da
estrutura. Verifica-se, que o valor do parametro critico para L=3 (com H=3; 3,5 e 4), ¢ inferior
ao parametro critico para L=4, sendo atingido para este ultimo caso o valor mais elevado da
carga critica. Este comportamento, pode ser justificado pela relevancia dos pisos com
diagonais na mobilidade da estrutura, indicando a importdncia da degradacdo das cargas
nesses elementos e consequente comportamento indeformavel. Como se pode observar na
Figura 5.11, a melhor relag@o entre a altura e largura de um portico rectangular contraventado,
para que a estrutura tenha um desempenho optimizado, corresponde a situagdo em que a
estrutura apresenta o mesmo grau de deformabilidade nas duas direcgdes, ou seja, 6=45°. A

configuragdo mais desfavoravel corresponde a 6<45°.

F >F F =F F <F
X y X X
<<
F <F F =F F >F
y Xy y
H H H
0<45° 0=45° 0>45°
T
L L L

Figura 5.11 — Decomposi¢ao de forgas nas diagonais para varias relagdes L/H.

As curvas que descrevem a variagdo paramétrica, para 2 e 3 diagonais, tém desenvolvimento
semelhante; quando se aumenta a distdncia entre os pilares (L), a carga critica sofre um
diminui¢do menos acentuada do que nos dois primeiros casos estudados (sem diagonais ou

com 1 diagonal), apresentando uma concavidade negativa.

De seguida, serdo apresentados os resultados obtidos com a variacdo paramétrica de L e H, no
caso do portico tridimensional com contraventamento simétrico, € posteriormente para o
portico assimétrico. Como o INST3D nao possui ambiente grafico, as figuras apresentadas
foram obtidas através de capturas de imagens no SAP 2000. As configuragdes da deformacao
obtidas com este software e com o INST3D sdo equivalentes, justificando assim o recurso ao
ambiente grafico do SAP 2000.
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a) perspectiva b) planta

c) algado X-Y d) algado Y-Z

Figura 5.12 — Modo de instabilidade para o pdrtico 3D sem diagonais (L=3, H=3).
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L]

a) perspectiva b) planta

¢) algado X-Y d) al¢ado Y-Z

Figura 5.13 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 1 diagonal (L=3, H=3).
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a) perspectiva b) planta
¢) algado X-Y d) algado Y-Z

Figura 5.14 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 2 diagonais (L=3, H=3).
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% |

Ay

a) perspectiva

¢) algado X-Y

b) planta

d) al¢ado Y-Z

Figura 5.15 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 3 diagonais.
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Analisando a deformacdo dos porticos 3D para cada configuracdo de contraventamento,
conclui-se que a estrutura apresenta um comportamento diferente ao encontrado para os
porticos 2D trabalhando isoladamente, sobretudo para as situagdes de 2 e 3 pisos
contraventados. Quando os porticos 2D possuem 2 e 3 diagonais nos pisos, a estrutura tem a
translagdo horizontal das lajes impedida (portico de nds fixos), situacdo que nao se verifica no
caso do portico 3D, em que a estrutura apresenta uma translagdo parcial, Figuras 5.14 e 5.15.
Desta analise, conclui-se que foi adoptado um sistema de contraventamento insuficiente, em
que as diagonais ndo tém a capacidade resistente necessaria para impedir a deformacdo do

portico que define o piso.

Como as diagonais sdo constituidas por barras biarticuladas, a capacidade resistente fica
definida pela area da sec¢do. Duplicando-se a area da sec¢do (A= 20 cm?), observa-se que a
estrutura passa a ter um comportamento de portico de nos fixos nos pisos contraventados, sem

translacao dos nds que definem o diafragma rigido (lajes), Figura 5.16.

a) alcado Y-Z b) planta
Figura 5.16 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 2 diagonais (A=20cm?).
Conclui-se que € necessario estudar convenientemente as caracteristicas mecanicas das

diagonais, para obter um eficiente sistema de contraventamento e assim maximizar a

capacidade resistente.
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Analisando as plantas do portico na configuracdo deformada, verifica-se que o 1° modo de
instabilidade estd associada a flexdo na direc¢do de menor inércia dos pilares. Como seria de
esperar, a maior translacdo de piso corresponde ao caso em que a estrutura ndo possui
diagonais.

Comparando o comportamento dos porticos 2D e 3D, verifica-se que o desempenho da
estrutura tridimensional ndo pode ser obtida directamente da analise dos porticos 2D, uma vez
que a configuragdo de deformag@o do sistema pode ndo corresponder a obtida com os porticos

2D trabalhando isoladamente.

De seguida, apresentam-se os graficos relativos ao estudo paramétrico.

3D - sem diagonais
5 .
4 3
=)
X 3 ——30m
8 » \‘\»\\ —=—35m
1 4
0 ‘
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)
Graifico 5.5 — Variagdo paramétrica (3D) — sem diagonais.
3D - 1 diagonal
6 5
5 4
S 4
X ——3.0m
g 3 \\.\ —=—35m
E 21 ——40m
1 4
0 ; ; ‘
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)

Grifico 5.6 — Variagdo paramétrica (3D) — 1 diagonal.
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3D - 2 diagonais
12
10
S 8
X ——3.0m
é 6 —=—35m
n‘: 4 ——4.0m
2
0+ T T T T !
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)
Grifico 5.7 — Variagdo paramétrica (3D) — 2 diagonais.
3D - 3 diagonais
)
A ——3.0m
8 —=—35m
B ——40m

Grifico 5.8 — Variagdo paramétrica (3D) — 3 diagonais.

Em primeiro lugar, constata-se que o grafico da variagdo paramétrica, para o caso de
existirem 3 diagonais, apresenta um comportamento diferenciado em relacdo aos restantes
casos de contraventamento. Para os 3 primeiros casos, sem diagonais, 1 ¢ 2 diagonais,
observa-se um desenvolvimento das curvas idéntico ao obtido para os porticos 2D, com
deformacdes associadas a mobilidade de nds méveis. No caso de 3 diagonais, as curvas sdo
praticamente horizontais (P, = constante), com excepc¢do de H= 3.0 m, que corresponde ao

sistema mais compacto e consequentemente menos deformavel (para valores reduzidos de L).

O mesmo estudo foi elaborado para o portico 3D com um sistema de contraventamento

assimétrico, tendo obtido os resultados que se seguem.
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U]
=

a) perspectiva b) planta
¢) algado X-Y d) algado Y-Z

Figura 5.17 — Modo de instabilidade para o pdrtico 3D com 1 diagonal assimétrica (L=3, H=3).
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a) perspectiva b) planta

¢) algado X-Y d) algado Y-Z

Figura 5.18 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 2 diagonais assimétricas (L=3, H=3).
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a) perspectiva b) planta

¢) algado X-Y d) al¢ado Y-Z

Figura 5.19 — Modo de instabilidade para o portico 3D com 3 diagonais assimétricas (L=3, H=3).
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Observando os modos de instabilidade, constata-se que a estrutura perde a estabilidade
apresentando simultaneamente translacdes (Ay, Ay) e rotagdo (0,) ao nivel das lajes. Como
seria de esperar, a assimetria do sistema de contraventamento influencia o modo de
instabilidade, induzindo uma deformacao assimétrica, com rotacdo das lajes. Os porticos que
possuem diagonais sdo mais rigidos, pelo que o centro de tor¢ao da estrutura se desloca na sua

direcgdo, provocando a rota¢do do diafragma rigido (laje).

A estrutura com menor nimero de diagonais (primeiro piso) apresenta a maior deformacao,

exibindo uma configuracdo de nds moéveis (grandes translagdes dos nos que definem as lajes).

3D - 1 diagonal
6 -
5
S 4]
X ——3.0m
g 3 \’\b\’\‘\‘ —a35m
E o | —+40m
14
0
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)
Grifico 5.9 — Variag@o paramétrica (3D) — 1 diagonal assimétrica.
3D - 2 diagonais
8
7
. 6
© 5
X ——3.0m
§ 4 —=—35m
23 ——40m
2
1
0 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)

Grafico 5.10 — Variacdo paramétrica (3D) — 2 diagonais assimétricas.
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3D - 3 diagonais
8
7
__ 6
=
X ——3.0m
3 4 —s—35m
E 3 ——4.0m
2
1
0 ; ; ; ; ‘
3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
L (m)

Grifico 5.11 — Variag@o paramétrica (3D) — 3 diagonais assimétricas.

Pode-se também concluir que, quando existem 2 e 3 diagonais, as deformadas sdo
coincidentes, indicando que nao houve incremento da capacidade resistente com a introducéo
de diagonais no ultimo piso. Esta conclusdo é validada através dos resultados obtidos com a
variagdo paramétrica (Graficos 5.9, 5.10 e 5.11), verificando-se que as curvas relativas a
variagdo do pardmetro critico para estes dois casos sdo iguais (o grafico 5.10 é praticamente
igual ao 5.11). Assim, para a estrutura com este sistema de contraventamento, ¢ indiferente ter

dois ou trés pisos contraventados.

Analisando as plantas das deformadas, nota-se que as rotagcdes encontradas para os pisos que
ndo possuem elementos de contraventamento (pisos superiores) sdo praticamente constantes,

apresentando maior rotacdo as lajes que possuem diagonais nos pisos inferiores.

Recorrendo ao grafico 5.9 (1 diagonal no piso inferior), verifica-se que o portico apresenta
uma curva da variagdo paramétrica com evolugdo similar a apresentada para o caso do
contraventamento simétrico (também com 1 diagonal no piso inferior), associando-a ao

comportamento de um poérticos de nds moveis.

A elaboracdo da variacdo paramétrica, permitiu identificar um comportamento singular,
quando a estrutura tem o primeiro e o segundo pisos com diagonais. Nos graficos, verifica-se
que para uma determinada distdncia entre pilares, a estrutura apresenta uma perda
significativa da capacidade resistente, aparecendo um patamar no tracado da curva. Esta
situacdo ocorre para duas alturas inter-pisos, H= 3.5m e 4.0m, e respectivamente para
distancias entre pilares de L= 5.0m e 6.0m, indicando uma relacdo entre H e L para que esta

alteracdo na capacidade de carga acontega.
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Este comportamento pode ser explicado considerando que a transmissdo de carga pelas

diagonais para as lajes que se encontram entre dois pisos contraventados ¢ alterada quando se

atinge um determinado vao entre pilares (L), em funcdo da altura entre pisos (H). Para
justificar este comportamento, foi refinado o intervalo da variagdo paramétrica, analisando o
portico para incrementos de 0,Im na distincia entre pilares, tendo obtido resultados
concordantes com a evolugdo das curvas observadas nos graficos.

Nesta analise, pretende-se estudar o modo de instabilidade da estrutura (configuracdo das

deformada), Quadro 5.3, para encontrar alteragdes no comportamento que justifiquem a

resposta da estrutura.

L=4.9m L=5.0m L=5.1m
(Aerie = 5724,289) (Aerie = 5697,800) (Aeri = 4644,619)
Lajes Ay Ay 0, Ay Ay 0, Ay Ay 0,
3 -0,9555 | 0,5454 | -0,8237 | -0,9551 | 0,5509 | -0,8294 | -1.0000 | 0,4451 | -0,6421
2 -1,0000 | 0,4819 | -0,7228 | -1,0000 | 0,4858 | -0,7260 | -0,7674 | 0,3729 | -0,5335
1 -0,5688 | 0,2346 | -0,3756 | -0,5658 | 0,2352 | -0,3752 | -0,3730 | 0,1661 | -0,2475

Quadro 5.3 — Modo de instabilidade (INST3D) com 2 diagonais assimétricas para H=3.5.

Para uma distancia entre pilares inferior a 5.0m, a laje que apresenta maior translacao no eixo

X (Ax), € a do 2° piso. Quando se ultrapassa este vao, as lajes apresentam deformacdes

crescentes com o aumento do numero de pisos, sendo a laje do 3° piso a que tem maior

translagao Ay.

L=5.0m

12 PISO
2° PISO
3° PISO

L=5.1m

Figura 5.20 — Modos de instabilidade com 2 diagonais assimétricas (H=3.5).
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Na Figura 5.20, elaborada com os valores obtidos para os deslocamentos das lajes (Quadro
5.3), estdo representados os modos de instabilidade para L= 5.0m e 5.1m. Nesta figura,
verifica-se que as rotagdes e translagdes das lajes sdo mais homogéneas para L= 5.1m. O
padrdo de deformacdo €, no entanto, distinto nos dois casos. Para L= 5.0m a estrutura tem
maior rotacdo ao nivel das lajes e menor translacdo da laje do 3° piso na direc¢do de A
(direc¢do de menor inércia) do que no caso de L= 5.1m. Neste ultimo caso, os deslocamentos
das lajes do 2° e 3° pisos s@o praticamente coincidentes, sendo valido o raciocinio apresentado
para o comportamento dos pisos que ndo possuem diagonais. A laje do piso superior tem um
maior deslocamento relativo entre pisos, pelo que a estrutura apresenta um comportamento de
portico de nés moveis mais evidente, justificando a perda de capacidade resistente. Desta
forma, o piso que ndo apresenta diagonais, passa a ter um papel fundamental no desempenho

estrutural.

Fazendo uma relacdo entre L e H, verifica-se que a perda de capacidade resistente ocorre para
valores proximos de L=2/3-H. Quando L<2/3-H, as diagonais concentram a
deformacdo na laje do segundo piso, provocando um maior deslocamento nesta laje
comparativamente a laje do piso superior. Para L >2/3-H , o efeito das diagonais ¢ menos
significativo e neste caso, a resposta da estrutura passa a ser comandada pela rigidez do 3°
piso. Note-se que esta situagdo s6 acontece quando existem 2 e 3 pisos com diagonais, o que
significa que, quanto mais indeformavel for a estrutura (aproximacao do portico de nos fixos),

mais o seu comportamento depende da localizagdo dos elementos de contraventamento.

Assim, conclui-se que na analise de instabilidade ndo se pode efectuar extrapolagdes sobre o
comportamento de uma estrutura baseadas numa geometria inicial, sobretudo se essa
geometria nao for simétrica ou com contraventamento simétrico. O desempenho da estrutura
deve ser analisado tendo em conta todos os parametros que definem o comportamento

estrutural, determinando fendmenos pontuais que condicionam a capacidade resistente.

Embora algumas das conclusdes apresentadas possam ser adaptadas a generalidade dos casos,
convém referir que qualquer conclusdo deve ser formulada com base nos resultados obtidos

apos analise criteriosa da estrutura.
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5.4 PORTICO 3D COM 5 PISOS
5.4.1 Descri¢ao da estrutura

O exemplo seguinte, refere-se a um edificio de habitacdo a realizar em estrutura metalica,
para o qual se pretende determinar o parametro critico e o modo de encurvadura (César e

Barros 2004, 2004a).

A estrutura, embora ndo tenha sido construida, foi pré-dimensionada, utilizando a
quantificacdo das ac¢des preconizadas nos regulamentos RSA ¢ EUROCODIGO 1, de forma

a obter secgOes com caracteristicas reais.

Foram consideradas as seguintes acgdes:
— Peso proprio dos elementos;

— Restantes cargas permanentes e paredes divisorias;

R.C.P+P.D.
Habitag3o: 2.5 kN/m2
Coberturas: 1.5 kN/m2

Quadro 5.4 — Cargas permanentes e paredes divisorias.

— Sobrecarga;
Sobrecarga
Habitagao: 2.0 kKN/m2
Coberturas: 1.0 kN/m2

Quadro 5.5 — Sobrecarga em edificios — RSA.
¢ foram utilizadas a combinagao de acgoes:
- 15G+15Q

em que G corresponde as acgdes permanentes ¢ Q a sobrecarga.

Nao foi considerado o efeito do vento nem do sismo, uma vez que, introduzem acgoes
horizontais que geram esfor¢os de traccdo nos pilares, aumentando o parametro de carga
critica. Azevedo (1993) estudou varias estruturas considerando a ac¢do do vento, concluindo
que, relativamente aos efeitos de segunda ordem, a combinacgdo 1,5 (G + Q) corresponde a

situag@o mais desfavoravel (parametro critico mais reduzido).
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As lajes s@o consideradas como tendo comportamento de diafragma rigido no seu plano e

supde-se que ndo existe a possibilidade de qualquer perda de estabilidade local.

Foram consideradas também as ac¢oes referentes as paredes exteriores, divisorias e apoios do

telhado e para o pré-dimensionamento utilizaram-se lajes macigas com 0.15 m de espessura.

Escolheram-se perfis da série HEA, usuais nos projectos de estruturas metalicas, quer para as
vigas quer para os pilares de forma a minorar diversidades de interpretacdo de resultados. O

aco utilizado possui um modulo de elasticidade de E=210 GPa.

Piso1 | Piso2 | Piso3 | Piso4 | Piso 5

P1 200A | 200A | 180A | 180A | 160A
P2 220A | 220A | 200A | 180A | 140A
P3 220A | 220A | 200A | 180A | 140A
P4 200A | 200A | 180A | 180A | 160A
PS 220A | 220A | 200A | 180A | 140A
P6 240A | 220A | 200A | 180A | 140A
P7 220A | 220A | 200A | 180A | 140A
P8 200A | 200A | 180A | I80A | 160A
P9 200A | 200A | 180A | 180A | 160A
P10 | 200A | 200A | 180A | I80A | 160A

Quadro 5.6 — Seccdes dos pilares (perfis comerciais da série HEA).

No Quadro 5.6 estdo indicadas as sec¢des dos pilares. As vigas apresentam sec¢do constante
(HE 180A).

HE 180A
RN li [—
P9 P10

S R

HE 180A HE 180A HE 180A
a1 ——— [ —— [ 4|7 [
P5 P6 P7 P8
2 | L) | L) | L) |
HE 180A HE 180A HE 180A
'\ e ——
P1 P2 P3 P4
| | | |
L4 L L

Figura 5.21 — Planta do portico 3D.
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De acordo com as hipoteses formuladas no inicio deste capitulo, considera-se que a estrutura
tem ligacOes rigidas entre vigas e pilares e que os pilares se encontram encastrados nas

fundacdes.

Na Figura 5.21, esta representada a planta do edificio, com a indica¢do da numeragdo dos
pérticos 2D que compdem a estrutura tridimensional. A geometria 3D (perspectiva) do

edificio € apresentada na Figura 5.22.

Figura 5.22 — Portico 3D com assimetria em planta. Esquema estrutural.

Este portico foi estudado com grande pormenor, investigando a influéncia de varios
parametros no seu desempenho ndo linear geométrico. Neste contexto, realizou-se uma
andlise paramétrica fundamentada na alteragdo do comprimento dos elementos e na definicao

da geometria espacial da estrutura (repeticdo do pdrtico-base), mais concretamente:
(i) Altura inter-pisos (H) e vao entre pilares (L);
(i) Numero de pisos da laje L3 (variando L e H);

(iii)) Numero de pisos das lajes L2 e L3 (variando L e H).
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(i) Variagdode Le H

Neste estudo, foram alterados realisticamente varios parametros relativos a geometria global
do portico plano, nomeadamente o vao entre pilares (L) e a altura dos pisos (H). O pardmetro
L varia entre 3m e 8m com incrementos de 1.0m enquanto o pardmetro H varia entre 3m e
4m, com incrementos de 0.5m. Para cada caso paramétrico foi determinada a carga critica e os

modos de encurvadura para o portico em estudo.

Em primeiro lugar, procedeu-se a determinacdo do parametro de carga critico para cada um
dos porticos 2D, sem contraventamento, comparando os resultados obtidos com o SAP 2000 e
o INST3D (sem variagdo paramétrica). De seguida, estudou-se o comportamento da estrutura
3D, com e sem contraventamento, realizando a referida variacdo paramétrica para duas

situacdes de carga nos pilares: cargas unitarias e cargas definidas pelas areas de influéncia.

(i1)) Numero de pisos da laje L3 (com variacdo de L e H)

Neste caso, alterou-se o numero de pisos de uma das lajes (L3) que definem a planta do
portico 3D, Figura 5.23, obtendo uma estrutura com assimetria em algado. Com esta analise,

pretende-se estudar a influéncia dessa assimetria no comportamento global da estrutura.

HE 180A

——
P9 P10

I ® |

HE 180A HE 180A HE 180A
P5 [[] P6 ] P7 P8
"2 | ®) | ®) | ) |
HE 180A HE 180A HE 180A
r — — 7 ]
P1 P2 P3 P4
1 1 1 -
L4 L1 L1

Figura 5.23 — Portico 3D com assimetria em planta. Designagdo das lajes.

Iniciou-se o processo, eliminando a laje L3 do piso 5, determinando, para a referida variagao
paramétrica de L e H, o pardmetro de carga e o modo de instabilidade. Repetiu-se este
procedimento, eliminando sucessivamente os pisos de L3 até obter um portico com 3 lajes em

planta (L1, L2 e L4).
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L d Eeed Fd Eed L d Eed Fd Eed

L3-5PISOS L3 -4 PISOS

Figura 5.24 — Portico 3D com assimetria em planta. Variagdo paramétrica (L3).

Os porticos obtidos com supressdo das lajes foram analisados para duas situagdes: sem

contraventamento e com elementos diagonais de contraventamento.

(iii)) Numero de pisos da laje L2 e L3 (com variagdo de L e H)

Nesta analise procedeu-se da mesma forma que no caso anterior, mas variando o numero de

pisos das lajes L2 e L3 (Figura 5.25).

E Fd d Fd Ed Ed E d
Fd fd Ed Ed Ed fd fd Ed
L2, L3 -4 PISOS L2,L3 -3 PISOS

Figura 5.25 — Portico 3D com assimetria em planta. Variagdo paramétrica (L2 e L3).
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5.4.2 Resultados

O estudo dos porticos tridimensionais, envolve o conhecimento do desempenho dos porticos

2D que associados formam a estrutura 3D.

Para verificar o nivel de desempenho, ¢ controlar o erro associado a modelacdo 3D
comparativamente ao modelo 2D, foram estudados os porticos bidimensionais constituintes
da estrutura para as configuracdes de noés moveis e nds fixos, a cada uma das quais

correspondem familias de valores do pardmetro critico.

No Quadro 5.7, estdo representados os pardmetros criticos e os erros relativos associados aos
porticos 2D da Figura 5.26, para L1=L2=4.0m ¢ H=3.0m, com uma discretizacdo de 4

elementos por barra e uma tolerancia de 1e-6.

Noés Moveis Nos Fixos
Portico
SAP2000 | INST3D Erro SAP2000 | INST3D Erro
1 535.67 | 540.63 | -0.91% | 1563.43 | 1496.04 | 4.50%
2 568.10 | 608.75 | -6.67% | 1581.29 | 1533.12 | 3.14%
3 402.19 | 409.47 | -1.77% | 1380.67 | 1318.77 | 4.69%
4 782.68 830.75 | -5.78% | 2993.84 | 3206.13 | -6.62%
5 828.85 860.25 | -3.65% | 3056.78 | 3267.11 | -6.43%
6 713.02 | 761.39 | -6.35% | 3620.87 | 3859.97 | -6.19%
7 624.62 | 66526 | -6.10% | 2798.57 | 2978.42 | -6.03%

Quadro 5.7 Parametros criticos dos porticos e erros relativos associados ao modelo 2D.

Os erros associados a determinag@o dos pardmetros criticos dos porticos resultam, como ja foi
referido, da utilizagdo de uma formulagdo aproximada no SAP2000. Para os casos em estudo,
considerou-se o erro relativo assim determinado como um valor de referéncia pouco
significativo face a discretizagdo utilizada, embora se saiba que o erro associado a
linearizagdo das fungdes de estabilidade com discretizagdo de mais de 3 elementos por barra

seja inferior a 3.00%.

No Quadro 5.7, as linhas assinaladas com sombreado indicam os porticos que mobilizam a
menor inércia dos pilares, correspondendo aos poérticos 2 e 3 respectivamente a maior € a

menor capacidade resistente.

Como os porticos (1, 2 e 3) sdo os que apresentam paradmetro critico mais reduzido, espera-se

que sejam estas subestruturas as que condicionem o desempenho da estrutura 3D.
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Figura 5.26 — Porticos 2D associados ao portico 3D.

5.4.2.1 Variacdode L e H

O passo seguinte consistiu na andlise do portico tridimensional, no SAP 2000 e no INST3D.

Para contraventar a estrutura, utilizaram-se diagonais com rigidez a flexao nula e uma area de

11cm2, inferior a adoptada para os pilares e vigas, e correspondente a perfis metalicos da série

UPN (UPNSO0). A localizacdo das diagonais foi estudada, de forma a maximizar o efeito de

contraventamento, adoptando o esquema apresentado na variagdo paramétrica.

Foram consideradas duas situacdes de carga nos pilares (Figura 5.27):

— Caso 1: Cargas unitarias;

— Caso 2: Cargas proporcionais a area de influéncia dos pilares.

: Q\P \ AP | ; : WD \ AP | i
i ] I ! I I I !
| AP | AP | J]XP \ J’XP I W A3 | J?QP \ J)\'P
1 1 1 1 | | |
Al JIAP J?‘P J?‘P | Al A2 A2 J])LP ‘
Caso de carga 1 Caso de carga 2

Figura 5.27 — Distribui¢ao das cargas nos pilares.
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a) Portico ndo contraventado

— _INST3D - H=3.00

. . — - —INST3D - H=3.50
D - sem diagonai i

3D - sem diagonais ---A--- INST3D - H=4.00

0,6 —— SAP2K - H=3.00

— =~ — SAP2K - H=3.50

&~ SAP2K - H=4.00

P critico &1 @)

L (m)

Grifico 5.12 — Variag@o paramétrica (3D) sem contraventamento.

Perspectiva Planta

Figura 5.28 — Variago paramétrica (3D) sem contraventamento.
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b) Portico contraventado (Caso 1: cargas unitarias)

——INST3D - H=3.00
. . — -+ —INST3D - H=3.50
3D - com diagonais (1P) e -ae-- INSTD - H.00
—— SAP2K - H=3.00
— - — SAP2K - H=3.50
1,4 ---A--- SAP2K - H=4.00

P critico &1 (f)

'l
|

v/AV -

VAV

)

NI

B

X/

4

_.______ l_

Perspectiva

Planta

Figura 5.29 — Variag¢do paramétrica (3D) com contraventamento (AP).
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¢) Portico contraventado (Caso 2: cargas em funcdo da area de influéncia)

——INST3D - H=3.00

. . — -~ —INST3D - H=3.50
D - com diagonais (1P, 2P, 3P -

3D - com diagonais (1P, 2P, 3P) ---a--- INST3D - H=4.00

0,9 —— SAP2K - H=3.00

— = — SAP2K - H=3.50

--- A -- SAP2K - H=4.00

P critico §10°)

Planta

Perspectiva

Figura 5.30 — Variacdo paramétrica (3D) com contraventamento (AP, A2P, A3P).
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No portico ndo contraventado, a deformacdo ocorre no sentido da menor inércia, com
translacao das lajes (n6s moveis). Nos porticos contraventados, ndo ha translagdo nem rotagdo
das lajes, indicando um comportamento idéntico ao de uma estrutura de nos fixos e a medida

que aumenta o vao (L) e a altura (H) diminui a capacidade resistente.

Os valores obtidos para o SAP 2000 e para o INST3D coincidem no caso do poértico (nos
fixos). Quando se analisa uma estrutura de ndés moveis, aparecem erros de 10% entre a
utilizagdo do SAP 2000 e o INST3D, sugerindo alguma atengdo na modelagdo deste tipo de

estruturas.

Quando a carga ¢ unitdria, o portico 2D que condiciona a resposta da estrutura ¢ o que
apresenta menor carga critica quando trabalha isolado (3), validando a hipotese apresentada
aquando da analise dos porticos 2D. No caso de carga 2 (em fungdo das areas), o portico que
condiciona o desempenho da estrutura é o 2°, que corresponde ao portico que recebe maior

carga axial total, apresentando maior capacidade resistente na direc¢do da menor inércia.

5.4.2.2 Nimero de pisos da laje L3 (com variacdo de L e H)

De seguida, estudou-se a alteracdo do niimero de pisos da laje L3 (Figura 5.31) variando a

distancia entre pilares (L) e a altura entre pisos (H) para o caso de carga 2.

i — 1 e
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jEsEs EEs T
e L I L e

-
u
L
u
.

u
u
L
u
A

T (1 ]
T L Iy L

b -

g

2 PISOS 1PISOS 0 PISOS

Figura 5.31 — L3 — Variag@o paramétrica sem contraventamento.
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P critico

600
550
500
450
400
350
300
250
200
150

H=3.0 m - sem diagonais

——L=40m
—a—L=5.0m
L=6.0m
L=7.0m
—%—L=8.0m

100 - ‘

Laje L3 - n? de pisos

Grifico 5.15 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=3.0).

P critico

450
400
350
300 |
250
200
150

100 - ‘

H=3.5 m - sem diagonais

——L=40m
—a—L=5.0m
L=6.0m
L=7.0m
—%—L=8.0m

Laje L3 - n? de pisos

Grifico 5.16 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=3.5).

P critico

350

300

250 -

200

150

100 - \

H=4.0 m - sem diagonais

—o—L=40m
—a—L=50m
L=6.0m
L=7.0m
—%—L=8.0m

Laje L3 - n® de pisos

Grafico 5.17 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=4.0).
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H=3.0 m - sem diagonais

—e— 0 pisos
—m— 1 pisos

2 — —2pisos
o 3 pisos
—%—4 pisos
—e— 5 pisos
Grafico 5.18 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais (L, H=3.0).
H=3.5 m - sem diagonais
—e— 0 pisos
- —m— 1 pisos
2 2 pisos
o 3 pisos
—%— 4 pisos
—e— 5 pisos
Grafico 5.19 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais (L, H=3.5).
H=4.0 m - sem diagonais
340 W
320
—e— 0 pisos
300 .
—m— 1 pisos
280 .
3 2 pisos
5 260 3 pisos
o
240 —%— 4 pisos
220 —e— 5 pisos
200 + ‘ ‘ ‘ :
4 5 6 7 8

Grafico 5.20 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais (L, H=4.0).
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Deformadas:

Perspectiva Planta

Figura 5.32 — L3 — Variacgdo paramétrica sem diagonais — 5 pisos.

Perspectiva Planta

Figura 5.33 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — 4 pisos.
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Perspectiva Planta

Figura 5.34 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — 3 pisos.

Perspectiva Planta

Figura 5.35 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — 2 pisos.
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Figura 5.36 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — 1 piso.
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Figura 5.37 — L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — 0 pisos.
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Da analise dos graficos, conclui-se que o nimero de pisos da laje L3 altera a resposta da

estrutura, influenciando a sua capacidade resistente.

Verifica-se que o valor do parametro critico aumenta com o nimero de pisos da laje L3, até
atingir o valor maximo quando existem 2 pisos de L3, obtendo-se praticamente 0 mesmo
valor com a adi¢do de mais um piso (Graficos 5.15, 5.16 ¢ 5.17). Quando o portico tem mais
de 3 pisos da laje L3, e a medida que se aumenta o nimero de pisos, observa-se uma perda da
capacidade resistente.

A justificacdo para este comportamento obtém-se estudando os modos de instabilidade
associados a variagdo do numero de pisos. Como o poértico ndo possui elementos de
contraventamento, a perda de estabilidade ocorre por deformagdo no sentido da menor inércia,
com translacdo das lajes, ou seja, como um portico de nds moveis. A introducdo dos pisos L3

induz um efeito estabilizador ao aumentar a rigidez no sentido da menor inércia dos pilares,

garantindo, desta forma, um aumento de capacidade resistente (Figura 5.38).

a) Portico estabilizador b) Deformada

Figura 5.38 — Comportamento do pértico com assimetria em algado L3 (2 pisos).

No entanto, este aumento ndo € proporcional ao incremento do nimero de pisos da laje L3,

verificando-se que, a partir do 3° piso, a estrutura diminui a capacidade de carga.
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O efeito estabilizador estd associado a geometria que a estrutura apresenta quando ndo
existem lajes L3: sem assimetria em algado. Com a introdugdo da laje L3, o portico deixa de
ser simétrico em altura, ¢ o comportamento fica definido em func¢do da parte sobrelevada da
estrutura (“torre”). A partir do 3° piso, a “torre” deixa de comandar a estabilidade da estrutura,
passando a mesma a funcionar na sua totalidade, com a geometria inicial do portico, o que

provoca a diminuigdo do parametro critico.

Também ¢ possivel constatar que o aumento da distancia entre pilares (L), produz uma
redu¢do do parametro de carga critica. Como seria de esperar, a capacidade resistente diminui

com o aumento de L e H, Graficos 5.18, 5.19 ¢ 5.20.

Com esta andlise, ¢ possivel identificar a geometria espacial, relativamente ao numero de
pisos da laje L3, que promove um aumento da capacidade resistente no portico, concluindo
que a melhor solu¢do corresponde a introdug@o de 3 pisos, assegurando a melhor relagdo

capacidade de carga/volumetria do edificio.

Repetiu-se este estudo, considerando que a estrutura possui elementos de contraventamento

com a mesma disposi¢do que a apresentada no portico original (5 pisos de L3), Figura 5.35.
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Figura 5.39 — L3 — Variagdo paramétrica com contraventamento.
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H=3.0 m - com diagonais

900
800
700
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" /

200 5 —%—L=8.0m
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o
o
300 j
200
100 - . . . . )
0 1 2 3 4 5
Laje L3 - n® de pisos
Grifico 5.21 — L3 — Variagdo paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=3.0).
H=3.5 m - com diagonais
700 +
600 +
500 | ——L=40m
R —a—L=50m
2 4004 L=6.0 m
& 300 L=7.0m
‘ —%—L=8.0m
200
100 - . . . . :
0 1 2 3 4 5
Laje L3 - n® de pisos
Grafico 5.22 — L3 — Variagdo paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=3.5).
H=4.0 m - com diagonais
550
500
450 L-40
400 —e—b=aim
o 350 —=—L=5.0m
DL: 250 L=7.0m

100 - \ \ \ \ \
2 3 4

o
—
[6)]

Laje L3 - n® de pisos

Grafico 5.23 — L3 — Variagdo paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=4.0).
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H=3.0 m - com diagonais

700
600 _
—e— 0 pisos
— 500 —m— 1 pisos
.§ 400 — 0 — —2pisos
5 —_— .
o 300 T ° pisos
—%—4 pisos
200 —e— 5 pisos
100 - . . !
4 5 6 7
L (m)
Grafico 5.24 — L3 — Variacdo paramétrica com diagonais (L, H=3.0).
H=3.5 m - com diagonais
700
600 ,
—e— 0 pisos
500 —m— 1 pisos
S 400 2 pisos
2 300 : p!SOS
—%—4 pisos
200 —e— 5 pisos
100 + . . .
4 5 6 7
L (m)
Grafico 5.25 — L3 — Variacdo paramétrica com diagonais (L, H=3.5).
H=4.0 m - com diagonais
550
500
450 —e— 0 pisos
400 —m— 1 pisos
g 350 2 pisos
5 800 3 pisos
o 250 .
—%—4 pisos
200 5 i
150 —e— 5 pisos
100 - . . !
4 5 6 7
L (m)

Grifico 5.26 — L3 — Variagdo paramétrica com diagonais (L, H=4.0).
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Figura 5.41 — L3 — Variacdo paramétrica

ca com diagonais — 5 pisos.

com diagonais — 4 pisos.
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Figura 5.43 — L3 — Variag@o paramétrica com diagonais — 2 pisos.
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Perspectiva Planta

Figura 5.44 — L3 — Variagdo paramétrica com diagonais — 1 pisos.

AWMLY

Perspectiva Planta

Figura 5.45 — L3 — Variacdo paramétrica com diagonais — 0 pisos.
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Observando os graficos 5.21, 5.22 e 5.23, verifica-se que a estrutura altera o seu desempenho
relativamente a configuragdo ndo contraventada, com um aumento da capacidade resistente a
medida que se incrementa o nimero de pisos da laje L3. A introdu¢do de L3 no 1° e 2° pisos
causa um ligeiro aumento do pardmetro critico, sendo mais significativo quando se insere o 3°

piso, voltando a um acréscimo menos evidente quando se introduzem o 4° e 5° pisos de L3.

Estudando as deformadas do modo de instabilidade (Figuras 5.37, 5.38, 5.39 e 5.40), conclui-
se que quando existem 4 e 5 pisos de L3, a estrutura ¢ comandada pelo portico 2D que possui
maior capacidade resistente (2), sem translagdo ou rotacdo das lajes, ou seja, como um portico
de nos fixos. Quando existem menos pisos, a deformagdo da estrutura é condicionada pela
rotagdo do portico 3D que esta sobrelevado em relagdo a laje L3 (“torre”), uma vez que esta
estrutura possui diagonais que impelem a rotagdo por se situarem concentradas numa esquina
do edificio, diminuindo a capacidade resistente (que fica condicionada pela rigidez desta
“torre””). O acréscimo de capacidade de carga entre os pisos 2 e 3, é devido a diminuicao da
altura da “torre”, aumentando a sua rigidez (menor rotacdo), direccionando a estrutura para

um comportamento de portico de nds fixos.

5.4.2.3 Numero de pisos da laje L2 e L3 (com variacio de L e H)
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Figura 5.46 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica sem contraventamento.
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Neste caso, estudou-se a influéncia da eliminacdo simultanea das lajes L2 e L3. Como o
padrio da variagdo paramétrica ¢ idéntica a do caso anterior, espera-se que a estrutura

apresente um comportamento similar ao encontrado para a diminui¢cdo do numero de pisos de
L3.

Para os dois casos (variagdo de L3 e variagdo de L2 e L3), foram alteradas as caracteristicas
geométricas dos elementos verticais dos porticos que constituem a estrutura, apos ter
elaborado o seu dimensionamento em fungdo das cargas nodais verticais aplicadas, que
obviamente dependem da area de influéncia de cada pilar. Desta forma, todas as estruturas

obtidas na variacdo paramétrica estdo dimensionadas para as cargas efectivamente actuantes.

De seguida, sdo apresentados os resultados da variagdo paramétrica (L2 e L3), quando o

portico ndo tem elementos de contraventamento e quando se introduzem diagonais.

H=3.0 m - sem diagonais
700
600
500 ——L=40m
° —m—L=5.0m
g 4004 L=6.0 m
300 L=7.0m
—%—L=8.0m
200
100 - ‘ ‘ ‘ T !
0 1 2 3 4 5
Laje L2 e L3 - n? de pisos

Grafico 5.27 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=3.0).

H=3.5 m - sem diagonais
500
450
400 —e—L-40m
) 350 —=—L=50m
£ 3003 L=6.0m
o 250 L=7.0m
200 —%—L=8.0m
150
100 + ‘ ‘ ‘ T !
0 1 2 3 4 5
Laje L2 e L3 - n? de pisos

Grafico 5.28 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=3.5).
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P critico

H=4.0 m - sem diagonais

400
350
300 ——L=40m
—m—L=50m
250 4 L=6.0 m
200 L=7.0m
—%—L=8.0m
150
100 + ‘ ‘ ‘ : ‘
0 1 2 3 4 5

Laje L2 e L3 - n? de pisos

Grafico 5.29 — L2 e L3 — Variago paramétrica sem diagonais — (n° pisos, H=4.0).

P critico

H=3.0 m - sem diagonais

500 W
450 —e— 0 pisos
1 oi
400 —m— 1 pisos
2 pisos
350 3 pisos
—%—4 pisos
300 —e— 5 pisos
250 - . . . :
4 5 6 7 8

Grifico 5.30 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais (L, H=3.0).

P critico

H=3.5 m - sem diagonais

500 W
450 —e— 0 pisos
—m— 1 pisos
400 P
2 pisos
350 3 pisos
—%— 4 pisos
300 —e— 5 pisos
250 + T T T !
4 5 6 7 8

Grafico 5.31 — L2 e L3 — Variagéo paramétrica sem diagonais (L, H=3.5).
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P critico

380
360
340
320
300
280
260
240
220
200 -

H=4.0 m - sem diagonais

—e— 0 pisos
—m— 1 pisos
2 pisos
3 pisos
—%—4 pisos
—e— 5 pisos

Grafico 5.32 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica sem diagonais (L, H=4.0).

Como era esperado, o comportamento da estrutura ¢ idéntico ao apresentado quando se

eliminam os pisos da laje L3. A variacdo da capacidade resistente em fun¢do do numero de

pisos (Graficos 5.27, 5.28 e 5.29) é analoga a encontrada para L3, sendo neste caso mais

evidente a importancia da introducdo do 2° e 3° pisos. Verifica-se que a eliminagdo do 4 e 5°

pisos provoca um aumento da capacidade de carga, justificado pela diminui¢do da carga

aplicada quando se eliminam estes pisos, em que a estrutura apresenta um comportamento

comandado pelo portico 2 (2D). A medida que aumenta L ¢ H, diminui o valor de A.

As deformacgdes (modos de instabilidade) das estruturas também sao idénticas as encontradas

para a variagao de L3, pelo que ndo serdo apresentadas.

Assim, conclui-se que as deducdes apresentadas para a variagdo de L3 também sao validas

para este caso.
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Grafico 5.33 — L2 e L3 — Variago paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=3.0).
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P critico
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Grafico 5.34 — L2 e L3 — Variagao paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=3.5).
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Grafico 5.35 — L2 e L3 — Variagao paramétrica com diagonais — (n° pisos, H=4.0).
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Grafico 5.36 — L2 e L3 — Variagéo paramétrica com diagonais (L, H=3.0).
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Grifico 5.37 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica com diagonais (L, H=3.5).
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Grafico 5.38 — L2 e L3 — Variagdo paramétrica com diagonais (L, H=4.0).

Comparativamente ao estudo anterior — varia¢do da laje L3 — conclui-se que esta variacdo
paramétrica ¢ identica, verificando-se que a estrutura aumenta a capacidade resistente, com o
aumento do nimero de pisos das lajes L2 e L3. A maior contribui¢do para o aumento da
capacidade resistente, corresponde a introducdo do 3° piso (Graficos 5.36, 5.37 e 5.38), sendo
pouco significativa a introdug¢do do 5° piso. Mais uma vez se constata que o aumento de L ¢ H

provoca uma diminui¢do do pardmetro de carga critico.

As deformadas dos modos de instabilidade s3o idénticas as apresentadas no caso anterior

(variacdo do numero de pisos de L3), pelo que nao serdo apresentadas.

Assim, as conclusdes apontadas no caso da variacdo de L3 podem ser adoptadas para

justificar o comportamento da estrutura quando se efectua a variagdo paramétrica de L2 e L3.
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Para finalizar o estudo deste portico, convém elaborar um estudo relativamente a influéncia da

“torre” no comportamento global da estrutura (Figura 5.47).

2 PISOS

a) Portico estabilizador b) Deformada
Figura 5.47 — Comportamento do portico com assimetria em algado L2 e L3 (2 pisos).

Neste contexto, optou-se por analisar a o comportamento da parte sobrelevada da estrutura
representada na Figura 5.48 (variacdo de L3 com H=L= 4), comparando o desempenho do

conjunto (Figura 5.48a) com o desempenho da subestrutura (Figura 5.48b).

a) Estrutura global (“torre” + “base”) b) Estrutura sobrelevada (“torre”)

Figura 5.48 — Modos de instabilidade.
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Para simplificar a andlise do portico, sera adoptada a designagdo “torre” para definir a
estrutura sobrelevada e “base” para definir a parte inferior da mesma. As duas estruturas
(global e sobrelevada) foram modeladas, sem qualquer elemento de contraventamento,
determinando o parametro critico e o respectivo modo de instabilidade. Desta analise resultou
um parametro de carga para a estrutura sobrelevada (A= 248,31), superior ao obtido para a
estrutura global (A= 212,41). Relacionando estes valores, verifica-se que a introduc@o da base
reduz em 15% a capacidade resistente da estrutura (base + torre), justificando a importancia

da parte sobrelevada, no desempenho da estrutura (global).

Esta constatagdo ¢ validada através da analise do modo de instabilidade (Figura 5.48),

verificando-se que a resposta global da estrutura € maioritariamente comandada pela torre.

Com base nas analises realizadas nesta secc¢ao, pode concluir-se o seguinte:

A disposicdo do sistema de contraventamento influencia significativamente o

desempenho estrutural;

— Disposigdes assimétricas em planta e algcado, introduzem rotagdes ao nivel das

lajes, condicionando o desempenho da estrutura;

— O comportamento da estrutura 3D deve ser comandado pelo portico 2D que
apresenta maior capacidade resistente. Neste caso, a estrutura deve apresentar um

comportamento de nos fixos;

— O aumento do niimero de lajes, pode ndo implicar um aumento da capacidade

resistente da estrutura;

— Se o portico apresentar partes sobrelevadas, a geometria destas subestruturas pode
condicionar a capacidade resistente do conjunto, justificando uma analise criteriosa
dessa geometria. A definicdo geométrica da parte sobrelevada é mais condicionante
para o desempenho da estrutura, quando ndo existem elementos de

contraventamento;

— A geometria que garante o melhor desempenho de um edificio corresponde,
obviamente, a configuracdo em “pirdmide”, ou seja, mais largo na base e mais fino

no topo.
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5.5 PORTICO 3D COM 10 PISOS

5.5.1 Descricio da estrutura

A estrutura analisada neste caso, esquematicamente representada na Figura 5.49, ¢ constituida

por um portico 3D com dez pisos, apresentando assimetria geométrica em planta.
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Figura 5.49 — Perspectiva do portico com 10 pisos e assimetria em planta.
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Neste estudo, ndo sera feita uma variacdo paramétrica do vao entre pilares (L) e da altura

entre pisos (H), mas sim uma analise sobre a influéncia da localizacdo dos elementos de

contraventamento no desempenho da estrutura.

HE 120A HE 120A
P19 P20 P21
< < <
o o o
5.0 8 8 &
w w w
T I T
HE 120A HE 120A HE 120A HE 120A
P14 P15 P16 P17 P18
< << < << <<
& I & I I
5.0 o o o o o
I I T I I
HE 120A HE 120A HE 120A HE 120A
P9 P10 P11 P12 P13
< < < < <
5.0 o o o o o
w w w w w
T I T I I
HE 120A HE 120A HE 120A HE 120A
P4 P5 P6 P7 P8
< < <
5.0 S 8 S
w w w
T I T
HE 120A HE 120A
P1 P2 P3
5.0 5.0 5.0 5.0

Figura 5.50 — Planta do pértico com 10 pisos.

Os pilares e vigas sdo compostos por perfis metalicos comerciais da série HEA, com modulo

de elasticidade E=205 GPa. Foram consideradas ligacdes continuas entre as vigas e pilares e

um comportamento de diafragma rigido no plano das lajes.

O poartico foi dimensionado considerando as ac¢des actuantes conforme estabelecido no RSA,

sendo a estrutura solicitada por:

— Peso proprio;

— Sobrecarga (Pisos — 2.0 kN/m, Cobertura — 1.0 kN/m);

— Restantes cargas permanentes e paredes divisorias (Pisos — 2.5 kN/m, Cobertura

1.5 kN/m).
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e sujeita as seguintes combinagdes de accdes:
- 1.5G+15Q

em que G representa as acgdes permanentes ¢ Q a acg¢do da sobrecarga. Foi desprezada a
accdo do vento e dos sismos. Nao foi considerado o efeito do vento nem do sismo, uma vez
que estas ac¢des introduzem esforcos de traccdo nos pilares, aumentando o parametro de
carga critica. Azevedo (1993) estudou varias estruturas considerando a acc¢do do vento,
concluindo que, relativamente aos efeitos de segunda ordem, a combinacdo 1,5 (G + Q)

corresponde a situagdo mais desfavoravel (pardmetro critico mais reduzido).

As vigas tém seccdo constante (HE 160A) e os pilares apresentam as caracteristicas das

sec¢oes indicadas no Quadro 5.8.

Piso1 | Piso2 | Piso3 | Piso4 | Piso5 | Piso6 | Piso7 | Piso8 | Piso9 | Piso 10

P1 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

P2 300A | 280A | 280A | 260A | 240A | 220A | 220A | 200A | 180A 140A

P3 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

P4 300A | 300A | 280A | 260A | 260A | 240A | 220A | 220A | 200A 160A

P5 500A | 500A | 400A | 340A | 300A | 280A | 260A | 240A | 200A 160A

P6 450A | 400A | 340A | 320A | 300A | 280A | 260A | 240A | 200A 160A

P7 320A | 300A | 300A | 280A | 260A | 240A | 240A | 220A | 200A 160A

P8 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

P9 300A | 300A | 300A | 280A | 260A | 240A | 240A | 220A | 200A 160A

P10 | 550A | 500A | 450A | 360A | 320A | 300A | 260A | 240A | 220A 160A

P11 550A | 500A | 500A | 400A | 320A | 300A | 260A | 240A | 220A 160A

P12 | 500A | S5S00A | 360A | 320A | 300A | 280A | 240A | 220A | 200A 160A

P13 | 300A | 280A | 280A | 260A | 240A | 240A | 220A | 200A | 180A 140A

P14 | 300A | 300A | 280A | 260A | 260A | 240A | 220A | 220A | 200A 160A

P15 | 500A | 500A | 400A | 340A | 300A | 280A | 260A | 240A | 200A 160A

P16 | 450A | 400A | 340A | 320A | 300A | 280A | 260A | 240A | 200A 160A

P17 320A | 300A | 300A | 280A | 260A | 240A | 240A | 220A | 200A 160A

P18 | 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

P19 | 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

P20 300A | 280A | 280A | 260A | 240A | 220A | 220A | 200A | 180A 140A

P21 | 220A | 220A | 220A | 220A | 200A | 200A | 180A | 180A | 160A 140A

Quadro 5.8 — Sec¢des dos pilares — Perfis HEA.

Para a determinacdo da carga nodal vertical que actua em cada pilar, foi utilizada uma
distribuicdo de carga em funcdo da area de influéncia, tendo-se obtido o carregamento

apresentado na Figura 5.51.
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Figura 5.51 — Distribuic¢@o das cargas verticais.

Como ja foi referido, neste caso procura-se estudar o comportamento do portico a medida que

se altera a localizacdo das diagonais, procurando uma disposi¢do que garanta um

comportamento de nos fixos, comandado pelo portico com maior capacidade resistente.

O primeiro

concretizado pela introdug@o de elementos diagonais nos porticos da periferia do edificio.
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Figura 5.52 — Poérticos contraventados.

PORTICO CONTRAVENTADO

sistema de contraventamento adoptado estd representado na Figura 5.52,
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5.5.2 Resultados

Iniciou-se o processo determinando o pardmetro critico e o modo de instabilidade para o

portico sem contraventamento, repetindo o processo para o portico contraventado.
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a) sem contraventamento b) com contraventamento

Figura 5.53 — Deformadas associadas ao modo de instabilidade.

No caso do poértico ndo possuir elementos de contaventamento, obteve-se um parametro
critico A= 81,46. A introduc¢do do sistema de contraventamento implicou um aumento da

capacidade resistente tendo-se obtido um parametro critico A= 119,59.

Observando o modo de estabilidade da estrutura contraventada (Figura 5.53), verifica-se que
o sistema de contraventamento ¢ insuficiente para garantir um comportamento de portico de
nos fixos. A deformacdo da estrutura, para esta disposi¢do dos elementos diagonais, ndo
ocorre por translacdo dos pisos superiores, como no caso do portico ndo contraventado, mas
por translac@o dos pisos inferiores, mostrando que a zona mais sensivel se localiza entre 0 2° ¢

0 3° piso (maior translacdo nodal).

Como o portico ndo esta suficientemente contraventado, a resposta da estrutura ndo ¢
comandada pelo portico que possui maior capacidade resistente, concluindo que a capacidade
resistente da estrutura ndo esta devidamente aproveitada. Com base nesta concluso, pode-se
afirmar que este sistema de contraventamento ndo corresponde a configuragao mais favoravel,

justificando a necessidade de proceder a sua alteracao.
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Figura 5.54 — 2° disposi¢do dos elementos de contraventamento.

PORTICO CONTRAVENTADO

Assim, introduziu-se um sistema de contraventamento na periferia dos porticos que possuem

elementos verticais pertencentes a dois planos, ou seja, nos cantos do edificio, de forma a

garantir o aumento da rigidez nas direc¢des principais da estrutura (Figura 5.54).
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| |

a) 1* disposicao

i
i

y —

~ —\

b) 2° disposigao

Figura 5.55 — Modos de instabilidade.
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Modelou-se a nova disposi¢do de contraventamento, determinando o pardmetro critico € o
modo de estabilidade. Como era esperado, a capacidade resistente aumentou
significativamente (A= 159,54) quando comparada com a obtida para a 1* disposi¢do dos
elementos contraventamento (A= 119,59). Note-se que este valor ¢ duas vezes superior ao

valor encontrado para o portico ndo contraventado (81,46).

Examinando o modo de instabilidade (Figura 5.55b), verifica-se que a deformacao
corresponde a um comportamento de nos fixos, sendo a resposta comandada pelo portico que

tem maior capacidade resistente (P9 a P13).

Isolando o portico P9 a P13 (Figura 5.56), observa-se que os 3 tltimos pisos praticamente ndo
apresentam translagdes relativas (drift), sugerindo a possibilidade de supressdao das diagonais

introduzidas nesses pisos.

NN \

a) perspectiva do portico 3D b) portico P9 a P13

Figura 5.56 — Modo de instabilidade (2* disposi¢do de contraventamento).

Para estudar a influéncia da anulacdo das diagonais de contraventamento nos pisos superiores,
no desempenho da estrutura, procedeu-se a sua modelacdo, eliminando os elementos de

contraventamento sucessivamente desde o piso mais elevado (10° piso) até ao 5° piso.

Eliminando o contraventamento nos 3 ultimos pisos, verifica-se que o valor do parametro

critico (A= 158,05), ndo se altera significativamente.
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3 pisos eliminados (diagonais) - Algado 4 pisos eliminados (diagonais) - Al¢cado
R
= . —
i\ il E
7]
-x
3 pisos eliminados (diagonais) - Planta 4 pisos eliminados (diagonais) - Planta

Figura 5.57 — Modos de instabilidade (eliminag¢ao de diagonais nos pisos superiores).

Quando se eliminam as diagonais nos 4 ultimos pisos, observa-se uma diminuigdo mais
acentuada no valor do parametro (A= 151,55), sendo mais significativo quando se eliminam 5
pisos (A= 132,56). Esta diminuigdo esta associada ao modo de instabilidade da estrutura (nos
moveis). Quando se retiram as diagonais nos 3 ultimos pisos, a estrutura ostenta uma
deformacdo de nods fixos, apresentando uma deformacdo parcial de nés méveis para uma
supressao dos elementos diagonais nos 4 ultimos pisos (Figura 5.57). Retirando mais um piso
(5 ultimos pisos), a estrutura deixa de ter um comportamento de nos fixos, apresentando

translacdes ao nivel das lajes dos pisos em que foram retirados os elementos diagonais.

231



Capitulo 5

fl
l|=.n-s A
T —

jjsacis iy
<A
oA
N -'-4-._@5; ] 31;71
‘r .ﬁ*-ﬂlgp F? ﬁ-,ﬁ
e E Sy d
A s
RN
<P (

R——

e

-
= == e e o

Figura 5.58 — Modos de instabilidade (eliminacdo de diagonais nos 5 pisos superiores).

Na Figura 5.58, esta representado o modo de instabilidade deste portico (5 pisos sem
diagonais), sendo visivel a translagdo da parte da estrutura que ndo possui contraventamentos,

passando a ser esta subestrutura a responsavel pela resposta global do poértico.

5.6 NOTA FINAL

Com base nos estudos elaborados nesta sec¢do, pode-se concluir o seguinte:

a) O contraventamento deve apresentar disposi¢do simétrica em algado e em planta;

b) A sec¢do dos elementos diagonais devem garantir suficiente capacidade resistente

para impedir a translagdo dos nos;

¢) O modo de instabilidade tem de ser comandado pelo portico que apresenta maior

capacidade resistente;
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d) O portico tem que apresentar um comportamento de nos fixos, sem significativas

translagdes e/ou rotagdes das lajes;

e) Colocar os elementos de contraventamento na periferia do edificio,
preferencialmente nos planos que tenham pilares pertencentes a dois porticos

alinhados em planos diferentes (pilares de esquina);

Ainda com base neste estudo, pode-se enunciar um procedimento (simplificado) para a
optimizacdo da disposicdo de elementos diagonais, em estruturas porticadas com geometria

regular:

1. Determinar o modo de deformagéo da estrutura sem a introdu¢@o de elementos de

contraventamento;

2. Introduzir elementos de contraventamento na totalidade dos pisos, assegurando
que a sua localizacdo corresponde a introdugdo nas ligacdes entre porticos
pertencentes a dois planos distintos, com disposi¢do simetria em planta e alcado,
de forma a alterar o modo de instabilidade obtido para a estrutura sem

contraventamento,

3. Introduzir novos planos de contraventamento (na totalidade dos pisos) até se obter
um modo de estabilidade comandado pelo portico que apresenta maior capacidade

resistente, de acordo com o dimensionamento da estrutura;

4. Observar o modo de instabilidade, retirando os elementos de contraventamento nos
pisos superiores que apresentem deslocamentos relativos de andar pouco

significativos (“drift” reduzido).

Para finalizar este capitulo, refere-se que as conclusdes apresentadas, ndo devem ser
adaptados a generalidade das estruturas porticadas, sobretudo se estas apresentarem elementos
de ligagdo flexiveis ou lajes sem um comportamento de diafragma rigido. Se foram
acauteladas as hipdteses que serviram de base a este estudo, entdo, ¢ possivel aplicar as

deducdes apresentadas de forma a maximizar o desempenho da estrutura.
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6 - CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

6.1 CONCLUSOES

No inicio desta dissertacdo referiu-se que se utilizaria software, com formulagdes exactas e
aproximadas, para abordar o problema da ndo linearidade geométrica em estruturas
constituidas por porticos rectangulares, procedendo a determinacdo do parametro de carga
critico, estudando a influéncia da variagdo de pardmetros geométricos no desempenho

estrutural.

Em primeiro lugar, compilou-se a informagdo necessaria para avaliar as possibilidades de
analise ndo linear geométrica de estruturas bidimensionais e tridimensionais, apresentando-se
de seguida varios procedimentos para a determinacdo dos parametros de carga ¢ modos de
instabilidade, em particular o Método dos Elementos Finitos ¢ o Método dos 3 Graus de

Liberdade por Piso.

Foi desenvolvido um programa de calculo automatico, designado por INST3D, que permite
determinar o pardmetro critico e os modos de instabilidade para estruturas porticadas, através
da andlise exacta da instabilidade global e fez-se um estudo comparativo entre os resultados
obtidos com este programa e os resultados obtidos com software comercial baseado em

analises aproximadas.

Elaboraram-se varios estudos relacionados com a analise ndo linear geométrica, procedendo-
se a referida variacdo paramétrica, abordando ainda a possibilidade de utilizagdo de elementos

de contraventamento.

Com base nos estudos realizados, podem-se identificar 4 factores que influenciam a
elaboracdo de uma analise ndo linear geométrica e o desempenho estrutural. Os dois primeiros
estdo relacionados com a formulacdo e modelagdo do problema e os dois seguintes com o

comportamento estrutural, concluindo-se o seguinte:

(i) Formulacdo da Matriz de Rigidez

A utilizag@o de algoritmos com formulacdes exactas da matriz de rigidez, além de garantir a
obtencdo de um resultado rigoroso, torna desnecessaria a discretizagdo dos elementos que
constituem a estrutura, simplificando o pré-processamento, a assemblagem estrutural e o pds-
processamento de resultados da mesma. Quando se utilizam programas baseados em

formulagdes aproximadas da matriz de rigidez, normalmente fundamentados no Método dos
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Elementos Finitos, existe a necessidade de discretizar a estrutura para poder obter resultados
proximos do valor exacto. Se a estrutura tiver um elevado nlimero de barras, a discretizagéo
implica 0 aumento do nimero de incognitas ¢ de equagdes que definem o problema, com o
consequente aumento dos meios computacionais necessarios para obter o resultado final. Com
a actual capacidade de processamento dos computadores, o problema da resolugdo de um
grande numero de equagdes ndo pressupde um inconveniente, mas o pré-processamento, a
edi¢do e o pos-processamento da estrutura em estudo pode constituir um problema, sobretudo
em estruturas de geometria complexa, nas quais existe a dificuldade da andlise critica dos

resultados quando se pretende investigar o comportamento estrutural.

O principal inconveniente na utilizagdo da formulacdo exacta estd relacionado com o
algoritmo de resolu¢do. Enquanto na formulacao aproximada ¢ utilizado o algoritmo universal
da analise de 1* ordem, adicionando-lhe uma rotina que introduz a influéncia do esforco axial
na configura¢do deformada, na formulagdo exacta é necessario desenvolver um algoritmo de
maior complexidade. Desta analise, conclui-se que a utilizagdo da matriz de rigidez exacta ¢
vantajosa em relacdo a utilizacdo da matriz de rigidez total aproximada, desde que sejam

elaboradas as rotinas necessarias a sua utilizagdo

(i) Modelagao Estrutural

O método dos elementos finitos (MEF) constitui a base para a maioria do software comercial
existente. Este método permite estudar muitos problemas relacionados com a engenharia, mas
consiste numa ferramenta numérica que utiliza a formulagdo aproximada da matriz de rigidez,

apresentando os inconvenientes apontados no item anterior.

O software INST3D foi desenvolvido com base na formulacdo exacta da matriz de rigidez de
um elemento de barra 2D, associando porticos 2D no espacgo, através do método dos 3 graus

de liberdade por piso, para estudar estruturas tridimensionais.

Dos estudos realizados, conclui-se que as duas modelacdes (MEF e INST3D) fornecem bons
resultados, em particular o INST3D que permite determinar o valor “exacto” do parametro
critico e do modo de instabilidade para estruturas 2D e 3D constituidas por poérticos

rectangulares.

Aferiu-se o seu rigor, analisando estruturas 2D e 3D de solugdo analitica conhecida,

verificando-se que o resultado ¢ rigoroso, validando a sua utilizag@o neste tipo de analise.

O recurso a modelos tridimensionais permite uma melhor interpretacdo da estrutura,

nomeadamente na identificagdo de zonas criticas que condicionam o desempenho do sistema
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estrutural, quando se efectua uma analise de instabilidade. A introducdo de elementos de
contraventamento alterou o comportamento das estruturas em estudo, modificando a
mobilidade da estrutura, eliminando as zonas sensiveis ou reduzindo a sua importancia na

determinagdo da carga critica.

No entanto, admitiram-se algumas simplificacdes para a utilizacdo deste software,
nomeadamente o tipo de ligacdo entre os elementos estruturais (vigas e pilares), a utilizagdo
de cargas concentradas nos nds, o comportamento de diafragma rigido para as lajes e a
indeformabilidade axial dos pilares. Relativamente a cada um destes topicos pode concluir-se

o0 seguinte:

— Se o estudo da ndo linearidade geométrica incidir sobre estruturas metalicas, numa
analise minuciosa, a ligacdo entre vigas e pilares nunca sera perfeitamente rigida, pois
ha sempre um comportamento semi-rigido da mesma. Contudo, ¢ comum considerar
que as liga¢des tém um comportamento rigido, desde que no projecto se dimensionem

sistemas de unido entre os elementos que garantam a continuidade dos esforcos.

— No desenvolvimento deste estudo, considerou-se que as cargas verticais se
encontravam concentradas nos nos. Geralmente, numa analise de 1* ordem, para
estudar a distribuicdo das cargas, considera-se que as cargas das lajes sdo transmitidas
para as vigas e posteriormente para os pilares, verificando-se que as vigas transmitem
ndo s cargas verticais mas também momentos concentrados nas ligacdes com os
pilares, pelo que se deviam ser introduzidos no modelo de célculo. Porém, na analise
ndo linear geométrica, as principais ac¢des responsaveis pela perda de estabilidade sdo
as cargas verticais, pelo que a introdu¢do dos momentos concentrados ndo alteraria
significativamente o valor do parametro critico. Outra dificuldade, que contribui para
ndo introduzir estes momentos no modelo, consiste na complexidade do célculo
necessario para processar a estrutura, ja que estes momentos dependem do esforgo

axial, como se viu no capitulo 2.

— O comportamento de diafragma rigido das lajes pode ser considerado desde que este
elemento seja suficientemente rigido no seu plano, como acontece no caso de lajes de
betdo armado. Se forem utilizados sistemas flexiveis, entdo o modelo idealizado deve

ser alterado para introduzir este comportamento.

— Quando se estudam estruturas de pequeno porte, a consideragdo de indeformabilidade
axial das barras constitui uma boa aproximagdo do comportamento real da estrutura.

Para estruturas de elevado numero de pisos, esta simplificacio pode implicar a
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obtencdo de cargas criticas superiores ao valor real, pelo que se deve alterar o modelo
de calculo para introduzir a deformabilidade axial das barras. Para as estruturas

estudadas, esta simplificag@o ndo altera o valor do parametro critico.

(iii)) Contraventamentos

A utilizacdo de elementos de contraventamento influencia o comportamento estrutural, assim
como a capacidade resistente em termos de carga ultima de instabilidade. Da utiliza¢do
racional destes elementos depende o nivel de desempenho dos esquemas estruturais

utilizados.

A necessidade da utilizagdo de contraventamentos em estruturas porticadas tridimensionais
obriga a uma seleccdo criteriosa, por parte do projectista, das dimensdes e da localizacdo dos
elementos estruturais de forma a garantir melhoria do comportamento local e global, assim

como uma economia do material estrutural utilizado.

Para os casos em estudo ndo ¢ necessdrio utilizar elementos de contraventamento na
totalidade dos pisos, desde que se escolha uma relagdo de inércias em cada n6 de forma a
ocorrerem efeitos estabilizadores ao nivel do piso ao qual pertencem, e também introduzindo
elementos de contraventamento em locais apropriados que, em conjunto com os elementos
resistentes, garantam o bom funcionamento em servico da estrutura. Esta constatag@o torna-se
mais obvia para porticos com maior nimero de pisos, uma vez que estes porticos estdo mais
dependentes da sua configuragdo para assegurar a estabilidade global. No caso das estruturas
tridimensionais o efeito dos elementos de contraventamento ¢ ainda mais significativo, e a
determinagdo de configuragdes melhoradas é baseada em combinagdes da posicdo geométrica

e propriedades seccionais desses elementos estruturais.

A utilizagdo de estruturas com igual relagdo entre o vao entre pilares e a altura inter-pisos

(diagonais a 45°), garante o melhor desempenho dos sistemas de contraventamento.

O recurso a uma andlise de segunda ordem permite verificar a funcionalidade do esquema de

contraventamento adoptado e optimiza-lo na perspectiva eficiéncia versus custo.

(iv) Variagdo Paramétrica

Foi realizado um estudo paramétrico de varias estruturas 2D e 3D que permitiu comparar o
rigor das formulagdes exacta e aproximada utilizadas. Foi determinado o parametro critico de
estruturas sem e com contraventamento, segundo determinado esquema, justificando a

utilizagdo de elementos de contraventamento na optimiza¢do do comportamento estrutural,
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assim como no aumento da capacidade resistente em termos de carga ultima de instabilidade.
A introducdo de elementos de contraventamento em locais apropriados, em conjunto com os
elementos resistentes, garante o bom funcionamento em servigo da estrutura maximizando o

seu desempenho.

Estudou-se a influéncia da alteracdo da volumetria da estrutura, mais concretamente a
assimetria em algado, no seu comportamento, identificando o modo de deformacdo. Alterou-
se o0 modo de instabilidade, melhorando o seu desempenho, através da introducdo de
elementos estabilizadores (diagonais). Com base neste estudo, identificaram-se solucdes

estruturais que permitem aumentar a sua capacidade resistente.

Relativamente a variagdo do niimero de pisos das lajes, ou seja, a alteracdo da geometria em
altura, verificou-se que a solugdo Optima corresponde a uma situagdo intermédia, em que a
estrutura tem um al¢ado que se desenvolve em pirdmide. Neste caso, os porticos inferiores
funcionam como subestruturas estabilizadoras, melhorando o comportamento do conjunto.
Neste caso, a parte sobrelevada da estrutura condiciona a resposta global do poértico, sendo
necessario estudar o seu comportamento para garantir um funcionamento ndo linear

geométrico.

6.2 DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Para prosseguir o estudo iniciado nesta dissertacdo, podem-se identificar duas componentes
que devem ser desenvolvidas, numa abordagem qualitativa, para garantir uma analise
completa dos sistemas estruturais. Uma das componentes esta associada ao software INST3D
e a outra estd relacionada com o estudo paramétrico desenvolvido, pelo que os

desenvolvimentos futuros serdo definidos em fungdo destas componentes.

No caso do INST3D, pretende-se alterar o software para permitir elaborar estudos mais
completos e complexos, eliminando as limitagdes associadas ao seu modelo de calculo. Neste
contexto, pretende-se alterar o algoritmo de resolugdo para introduzir a formulagdo exacta de
um elemento de barra 3D, garantindo desta forma a utilizagdo de um método de célculo
tridimensional, permitindo um estudo mais rigoroso do comportamento da estrutura. Também
se pretende implementar a possibilidade de efectuar uma andlise ndo linear material, de

modelar ligacdes semi-rigidas e de estudar estruturas com qualquer tipo de carregamento.

Na componente associada ao estudo paramétrico, pretende-se elaborar graficos e abacos que

permitam, para geometrias pré-definidas, determinar o valor da carga critica e o modo de
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instabilidade. Para cada geometria identificar-se-4 a melhor solugcdo de contraventamento,
especificando o aumento de capacidade resistente e garantindo a melhor relacdo entre a

eficiéncia e o custo.

Com estes estudos pretende-se simplificar o processo de obtengdo da carga critica e minimizar
a complexidade da andlise ndo linear geométrica, garantindo o desenvolvimento de

ferramentas de facil aplicacdo no projecto de estruturas de engenharia civil.
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Anexo A

ANEXO A

A.1 ALGORITMO - METODO DE JACOBI

SUBROUTINE JACOBI (A, VNEQ, TL)

a o o a0

190

INITIALIZATION

IMPLICIT REAL*8 (A-H , 0Z)

DIMENSION A (NEQ , NEQ) , V (NEQ , NEQ)

EIGENVALUE SOLUTION BY JACOBI METHOD -

WRITTEN BY ED WILSON DEC. 25, 1990

A — MATRIX (ANY RANK) TO BE SOLVED ---------
EIGENVALUES ON DIAGONAL

V — MATRIX OF EIGENVECTORS PRODUCED

TL — NUMBER OF SIGNIFICANT FIGURES

ZERO = 0.0D0
SUM = ZERO

TOL = DABS ( TL )

SET INITIAL EIGENVECTORS ----n-rmmemmmmmemmeemeee
DO 2001=1,NEQ

DO 190J=1,NEQ

IF (TL.GT.ZERO) V (1, J) = ZERO

SUM = SUM + DABS (A (I, J))

IF (TL.GT.ZERO) V (I, 7) = 1.0

CONTINUE

CHECK FOR TRIVIAL PROBLEM -------cmeneemmenmeee
IF (NEQ.EQ.1) RETURN

IF (SUM.LE.ZERO) RETURN

SUM = SUM / DFLOAT (NEQ*NEQ)

REDUCE MATRIX TO DIAGONAL ------mmmmmemmeeme

400

SSUM = ZERO
AMAX = ZERO

DO 700 J =2, NEQ

H=J-1

DO 7001=1,1H

CHECK IF A (I, J) IS TO BE REDUCED ---------------
AA=DABS (A (I,1)

SSUM = SSUM + AA

IF (AA.LT.0.1*AMAX) GO TO 700

CALCULATE ROTATION ANGLE ------vommenmemmenee
AA =ATAN2 2.0*A (I1,1),A(I,D)-(J,1)/2.0
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Anexo A

SI=DSIN (AA)
CO =DCOS (AA)
[ — MODIFY “I” AND “J” COLUMNS ----nmemmemmemmemee

DO 500K =1, NEQ
TT=A(K,])
A (K, T)=CO*TT + SI*A (K, J)
A (K, J)=-SI*TT + CO*A (K , J)
TT=V (K,])
V (K, I)= CO*TT + SI*V (K , J)

500 V(K,J)=-SI*TT + CO*V (K , J)

[ — MODIFY DIAGONAL TERMS
A(,T)=CO*A(I,1)+SI*A (J, 1)
A(,)=-SI*A (I, 1)+ CO*A (J, J)
A(1,])=ZERO
[ — MAKE “A” MATRIX SYMMETRICAL -----rrmvmneev
DO 600K =1, NEQ
A1, K)=A(K,])
A(J,K)=AK,J)
600 CONTINUE
[ — A (1, J) MADE ZERO BY ROTATION ---n-rmmeemmemev
700 CONTINUE
(G — CHECK FOR CONVERGENCE
IF (DABS (SUM) / SUM.GT.TOL) GO TO 400
RETURN
END
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