
������������	
���	


�����	�����	������	
���	

�	�
�����	
�������	
���	

	

��������	
��	�����

���	��	���������	
��	�����

��	

������	���	�����

���
����	���������	�����	�������	

�������	�
���	
��	�
����	���
� 
��	�
��
���	
	

����	��	��� �
!
"�	��#$	��	��%$

!	

	
��	� !��	��"������#	�$	 %&����'��	��(	!%�)�'��	���'�%%�'��	

 )����	�$	�%)������#	��(	�����%*%��	

+�����,�	
��#�%)��')	��-�'���%	

��*&�-	(%	 ����	�&��.�'��	�&����(�	���/�	�����0��	+�����,��	
�������	

%�*�'��	&�'-1 '&"2&�		3%"�	���&���(�42%-�'�2'&"2&��	��(	���&����-�%2$%2�&2&��	

	

�&'	(��)$*	��(%�'��	��(	 '*����'���	��*%�')��	�%���(-�	����'�%��	
���'��	5'$$%�%��'��	

�4���'��-�	6'7%(�"%(	����*������&�#�	 '*����%(	��8'��	+%(2	

	

��++��'*	���������	
������ 	�

������ 

� 	�� ���������
������	� 
��	������������
� ���� 	���

�����
����
���	
��������	����	
���������
���� �
�����������������

����	������
�������

������ ������	������ !� ���� ������� ���������
��

������
��� �

���

��� ����� ���� 	���

�
"�
�����
�#������������

���
���������������	���
��
�����
�$�	�������	����"�
��������

�
	�� 	��� 	�������
������������������!���

� 	���
���� 

���
��
����� �	����
�������
�
���

�������%&��������!����� �
������	� 
��	������������
��'&()*%$�('&)*%$��+)*%�����

�+)*%,������ ��������� 
�� 	���
� ��� ������� � ��� 	��� �����
���� 
���	
��
� ��	�
��������

)'-�	
��
!�

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 
	

!� ��
�����
���	
��%	 &�%&����'8%	 �'4�'(	 )���*������&�#	 '-	 ��	 '*&������	 -%&����'��	 &��)%--	 3'��	 �	 ����%	

��*"%�	 �$	 �&&�')��'��-�	 ��*%�#	 '�	 �%�%���	 )�%*')��	 '�(�-��'��	 &��)%--%-�	 &���*�)%��')��	

(���-	 ��(	 "'��%)������#2	 ��	 ��(%�	 ��	 �%(�)%	 ��%	 )�-�	 �--�)'��%(	 3'��	 ��%	 (%8%��&*%��	 �$	

)���*������&�')	 &��)%--%-�	 *�(%��'��	 ��(	 )�*&����'����	 -'*����'��	 ��8%	 "%%�	 '��%�-%�#	

�-%(2	��%	-'*����'��	�$	$'7%(�"%(	��(	-'*����%(	*�8'��	"%(	)���*������&�')	*�(%�-	����3-	

��%	 &�%(')�'��	 ��(	 �&�'*';��'��	 �$	 ��%	 &%�$��*��)%	 �$	 -%8%���	 -%&����'��	 &��)%--%-	 3'��	

'�(�-��'��	�&&�')��'��-2		

��%	&��"�%*	�$	*�(%�'��	�	-'*����%(	*�8'��	"%(	< �+=	-%&����'��	&��)%--	)��	"%	����#;%(	

"#	 �3�	 ('$$%�%��	 -����%�'%-�	 ��%�	 "#	 -'*����'��	 ��%	 -#-�%*	 ('�%)��#�	 �-	 �	 -%�	 �$	 $'7%(�"%(	

)���*������&�')	 )���*�-	 ��(	 ��>'��	 '���	 �))����	 '�-	 '��%�*'��%��	 "%��8'��?	 ���%�	 "#	

�%&�%-%��'��	'�-	�&%���'��	'�	�%�*-	�$	�	���%	)����%�	)���%��	-#-�%*2	��%	$'�-�	*�(%�	�%&�%-%��-	

��%	�%��	 �+	 ��(	)��-'(%�-	 ��%	&%�'�(')	 -3'�)�	�$	 ��%	 '�@%)�'��	 ��(	)���%)�'��	&�'��-2	 ��%	

-%)��(	 '-	 (%8%��&%(	"#	 �--�*'��	 ��%	 %4�'8��%�)%	3'��	 ��%	 '(%��	 ���%	*�8'��	"%(	 <��+=�	

3�%�%	-��'(	��(	$��'(	&��-%-	$��3	'�	�&&�-'�%	('�%)�'��-	A�B2	

��%	6+	��(	��+	*�(%�-	*�-�	"%	��*%�')���#	-��8%(�	�-'��	-�$�3��%	&�)>��%-	$��	����'�%��	

&���'��	('$$%�%��'��	%4���'��-	<
5�-=	'�	��%	-&�)%	��(	��%	�'*%	('*%�-'��2	��%	�"@%)�'8%	�$	

��'-	 3��>	 '-	 ��	 )�*&��%	 �%���%(	 -�$�3��%	 &�)>��%-�	 -�)�	 �-	 
5��C�	 A
B�	 �
5�C�	 A�B�	

+��C�	 A/B	 ��(	 +��C�!	 A�B�	 ��	 -��8%	 ��%-%	 >'�(	 �$	 -%&����'��	 &��)%--%-2	 
5��C�	

-�$�3��%�	-�'��	3'(%�#	�-%(	'�	��%*')��	���'�%%�'��	&��"�%*-�	'-	"�-%(	��	��%	*%���(	�$	�'�%-	

<�C�=	 ��(	�-%-	 �	$'�'�%	 %�%*%��	)����)��'��	&��)%(��%	$��	 ��%	 ('-)�%�';��'��	�$	 ��%	 -&��'��	

8��'�"�%2	��%	)����)��'��	&��)%(��%	�%(�)%-	��%	
5�	-#-�%*	��	��	'�'�'���8���%	C5�	-#-�%*�	

3�')�	 ��%�	 (%&%�(-	 ���#	 ��	 ��%	 �'*%	 8��'�"�%2	 +��C�	 '-	 ��	 �(�&�'8%	 *%���(	 �$	 �'�%-	

-�$�3��%	 &�)>��%�	 (%8%��&%(	 $��	 -��8'��	 ��%	 ('*%�-'����	 &���"��')	 &���'��	 ('$$%�%��'��	

%4���'��-2	 �������#	 ��	 
5��C��	 +��C�	 ��-	 ��%	 �"'�'�#	 ��	 )����%	 ��%	 ��*"%�	 �$	 *%-�	

&�'��-	 ��(	 ���-	 )������	 ��%	 -&��'��	 %����2	 ��	 ��'-	 3�#�	 ��%	 �%*%-�'��	 -����%�#	 �$	 +��C�	

-�$�3��%	 ����3-	 '�	 ��	 )������	"���	 ��%	 -&��'��	 %����	 ��(	 ��%	 �%*&����	 %����2	 ��*&����'����	

�%-���-	&�%-%��%(	"#	D���	�	���!�AEB	'�(')��%	����	+��C�	'-	�%�'�"�%	��(	%7��%*%�#	%$$')'%��	'�	

(%��'��	 3'��	 &��"�%*-	 ��8'��	 -����'��-	 3'��	 ��&'(	 8��'��'��2	 �
5�C�	 ��(	 +��C�!	 ��%	

*�('$')��'��-	�$	
5��C�	��(	+��C��	�%-&%)�'8%�#�	(%8%��&%(	��	'*&��8%	��%	&%�$��*��)%	

�$	��%	$��*%�	-�$�3��%	&�)>��%-2	

��%	�"@%)�'8%	�$	��'-	3��>	'-	��	%8�����%	��%	&��%��'��'�#	�$	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	

&�)>��%-	��	-'*����%	6+	��(	 �+	)���*������&�')	&��)%--%-�	3�')�	��%	��-�	)����)�%�';%(	

"#	*�8'��	)��)%�����'��	$����-2	

	

,� �

���

��
�	������	
��%	*���%*��')��	*�(%�-	$��	��%	$'7%(	"%(	<6+=	��(	-'*����%(	*�8'��	"%(	< �+=	&��)%--%-	

��%	%-��"�'-�%(	3'��	 ��%	$����3'��	�--�*&�'��-�	 <'=	�7'��	('-&%�-'��	$��	��%	�'4�'(	&��-%?	 <''=	

&���	$��3	$��	��%	-��'(	&��-%	'�	 �+	&��)%--	<��+	%4�'8��%�)%=?	<'''=	��%	�(-��"%��	&���')�%-	

��%	 )��-'(%�%(	 �-	 ��*��%�%��-	 *��%�'��	 ��(	 ��%	 *�--	 ����-$%�	"%�3%%�	 $��'(	 ��(	 -��'(	 '-	

(%-)�'"%(	"#	��%	�'�%��	(�'8'��	$��)%	<�56=	*�(%�2	+���	*�(%�-	)��	���(�%	3'��	��#	>'�(	�$	

�(-��&�'��	%4�'�'"�'�*	'-���%�*2	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �	

,�!�	�����	���	�����	

��--	"����)%-�	
	

=<
�� F













 ""
�

)

�

)

'�

)
−−−

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂ α

ε
ε

θ
	

=< F





 ""
" −=

∂
∂ α

θ
	

<�=	

	

��'�'��	��(	"���(��#	)��('�'��-	<$%%(	-�%&	'��%��	"�%�>�������	%7&%�'*%��=�	
	

������ ==∀= 

 ")�θ 	

�

�

�
�� 


�




 )

��

�)

'�
)� =−=

=

	

���
�

==
=�




��

�)
� 	

<
=	

	

3�%�%�	'	'-	$��	-&%)'%-	<�3�	)�*&��%��-�	�	��(	+=?		G	'-	��%	('*%�-'���%--	�'*%	8��'�"�%?	7	'-	

��%	('*%�-'���%--	�7'��	)���('���%?	�'	'-	��%	�'4�'(	&��-%	)��)%�����'��	�$	-&%)'%-	'?	�'�	'-	��%	

$%%(	)��)%�����'��	�$	 -&%)'%-	 '	 <>��3�=?	 4'	 '-	 ��%	 �8%���%	 �(-��"%(	&��-%	)��)%�����'��	�$	

-&%)'%-	'?	 F


" '-	��%	�(-��"%(	&��-%	)��)%�����'��	'�	%4�'�'"�'�*	3'��	�'?	ε 	'-	��%	"%(	&���-'�#?	

%	'-	��%	
%)�%�	��*"%�?	H	'-	��%	��*"%�	�$	*�--	����-$%�	��'�-2	

	

,�,�	�����

��	������	���	�����	-
������	
��	�.���
�����	� �
�	


���	������	���/	

��%	*�(%�	�-%(	$��	��%	 �+	&��)%--	'-	"�-%(	��	��%	������#	3'��	��%	��+	&��)%--�	3�')�	

)��-'(%�-	��%	�%��	*�8%*%��	�$	��%	-��'(	&��-%	'�	��%	�&&�-'�%	('�%)�'��	��	��%	�'4�'(	&��-%2	

��--	"����)%-�	
	

=<
=�<� F








�
��


�
�





�
""

�

)

�

)

'�

)
−−−

��

�
�
�

��

�
�
�

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

α
ε

εγ
θ

	

=< F


�
��


�
�
""

�

""
−+

∂
∂

=
∂
∂

α
θ

	

<�=	

	

��'�'��	��(	"���(��#	)��('�'��-�	
	

������ ==∀= 
�
� ")�θ 	

�

�

�
�� 
�

�


�


� )
��

�)

'�
)� =−=

=

				?				 �

�

=
=�


�

��

�"
	

���

�

==
=�


�

��

�)
� 	

</=	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 /	

3�%�%�	 @	 '-	 $��	 -%)�'��	 <$���	  �+���+	 -%)�'��-�	 ��	 ���	 ����	 �I=?	 �'@	 '-	 ��%	 �'4�'(	 &��-%	

)��)%�����'��	 �$	 -&%)'%-	 '	 '�	 -%)�'��	 @?	 4'@	 '-	 ��%	 �8%���%	 �(-��"%(	 &��-%	 )��)%�����'��	 �$	

-&%)'%-	'	'�	-%)�'��	@?	 F


�" '-	��%	�(-��"%(	&��-%	)��)%�����'��	'�	%4�'�'"�'�*	3'��	�'@?	H@	'-	��%	

��*"%�	�$	*�--	����-$%�	��'�-	'�	-%)�'��	@?	J@	'-	��%	���'�	"%�3%%�	$��'(	��(	-��'(	8%��)'�'%-	'�	

-%)�'��	@	�$	��%	��+	-#-�%*?	�'@�	'-	��%	'��%�	)��)%�����'��	�$	-&%)'%-	'	'�	-%)�'��	@	��(	��>%-	

'���	 �))����	 ��%	 '��%�	 ��(	 ����%�	 �'�%-	 �$	 ��%	 ��+	 -#-�%*2	 6��	*��%	 (%��'�%(	 '�$��*��'��	

�"���	��%	 '*����%(	��8'��	+%(	&�'�)'&�%-	��(	 �+	��(	��+	*�(%�-�	-%%	
�'-	�	���!	A�B2	

	

0� �������
�	
����
�	
��%	6+	��(	��+	*�(%�-�	(%$'�%(	"#	�	-%�	�$	&���'��	('$$%�%��'��	%4���'��-�	3%�%	��*%�')���#	

-��8%(	 "#	 �-'��	 $���	 ('$$%�%��	 -�$�3��%	 &�)>��%-	 <
5��C��	 �
5��C��	 +��C�	 ��(	

+��C�!=2	 6��	 ��%	 6+	 *�(%��	 ��%�%	 ��%	 $���	 
5�-�	 $��	 %�)�	 )�*&��%��	 ��%�%	 '-	 �	 
5�	

�%-���'��	$��*	 ��%	*�--	"����)%	 '�	 �	8���*%	 %�%*%��	�$	 ��%	"%(�	 ��(	���%�	�%-���'��	$��*	

*�--	"����)%	'�	��%	&���')�%2	6��	��%	-�*%	�%�-��-�	��%	 �+	<��	��+=	*�(%�	��-	$���	
5�-	

'�	%�)�	-%)�'��2	 '�)%	 ��%	 �+	<��	��+=	 '-	)�*&�-%(	"#	$���	-%)�'��-�	��(	)��-'(%�'��	�	

"'���#	-%&����'���	��%	 �+	<��	��+=	*�(%�	'-	(%$'�%(	"#	�	-%�	�$	�E	
5�-2	���	�$	��%	�-%(	

-�$�3��%	&�)>��%-	%*&��#	)����)��'��	 '�	$'�'�%	%�%*%��-	$��	-&��'��	('-)�%�';��'��2	K�3%8%��	

+��C�	��(	+��C�!	��8%	��%	)�&�)'�#	��	)����%	��%	��*"%�	��(	��%	��)��'��	�$	��%	*%-�	

&�'��-2	��'-	)��	"�'��	��%��	�(8�����%-	3�%�	$�)%(	3'��	&��"�%*-	��8'��	-����'��-	3'��	��&'(	

8��'��'��2	

	

0�!�	������		


5��C�	'-	�	-�$�3��%	&�)>��%	(%8%��&%(	$��	-��8'��	-#-�%*-	�$	����'�%��	&���'��	('$$%�%��'��	

%4���'��-	<
5�-=	'�	��%	-&�)%	��(	��%	�'*%	('*%�-'��2	��%	-����'��	�$	��%	
5�-	-#-�%*	'-	

"�-%(	��	��%	*%���(	�$	�'�%-	<�C�=	�&&���)�	��(	�-%-	�	$'�'�%	%�%*%��	)����)��'��	&��)%--	

$��	��%	-&��'��	('-)�%�';��'��2	�$�%�	-&��'��	('-)�%�';��'���	��%	��'�'���	
5�	-#-�%*	"%)�*%-	��	

C5�	 -#-�%*	3�')�	 '-	���#	 �'*%	 (%&%�(%��2	 ��%	 �'*%	 '��%����'��	 '-	 ��%�	 �))�*&�'-�%(	"#	

�-'��	 ��%	C5�	 -��8%�	 ��6�+�	3�')�	 '-	 �	*�('$'%(	8%�-'��	�$	 ��%	9��!�+	C5�	&�)>��%	

(%8%��&%(	"#	K'�(*��-�	A�B2	

��%	 �-%�	 *�-�	 -&%)'$#	 ��%	 &'%)%3'-%	 &��#��*'��	 -&�)%	 3�')�	 '-	 �-%(	 ��	 )�*&��%	 ��%	

�&&��7'*��%	 -����'��2	 ��'-	 -&�)%	 '-	 -&%)'$'%(	 "#	 (%$'�'��	 ��%	 &��#��*'��	��(%�	 <LC!5	 M	

&��#��*'��	(%��%%	N�=�	��%	��*"%�	'��%�8��-	<����=	'���	3�')�	��%	-&��'��	(�*�'�	'-	('8'(%(�	

��(	 ��%	 ��*"%�	 �$	 )���'��'�#	 )��('�'��-	 <���=2	 ��%	 ('*%�-'��	 �$	 &'%)%3'-%	 &��#��*'��	

-&�)%	'-	��%�	�
� MLC!5F��������F<������=2	��	��#	�'8%�	�'*%	��	%�)�	)�*&��%��	�$	

��%	�&&��7'*��%	-����'��	'-	�	&'%)%3'-%	&��#��*'��	'�	��%	�-%�	-&%)'$'%(	-&�)%	��(�	�%�)%�	)��	

"%	3�'��%�	'�	�%�*-	�$	��%	+�-&�'�%	"�-'-	$��)�'��	�-�	

.'&(��	)�	�
.)'��





�
� ��
��=<=<=�<
�

� �=Φ= �
=

	

3�%�%	 ��%	 �'�>	 )�%$$')'%��-	 ��%	 ��>��3�	 ��(	 �'*%	 (%&%�(	 ��(	 
Φ 	 ��%	 ��%	 >��3�	 "�-'-	

$��)�'��-	 3�')�	 ���#	 (%&%�(	 ��	 -&��'��	 8��'�"�%2	 ��	 >��3	 ��%	 �&&��7'*��%	 -����'��	 '-	

�%)%--��#	��	(%�%�*'�%	��%	�'�	>	)�%$$')'%��-2	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �	

0�,�	�
���	

+��C�	 '-	�	 -�$�3��%	&�)>��%	"�-%(	��	 ��%	*%���(	�$	�'�%-	 <�C�=�	(%8%��&%(	$��	-��8'��	

-#-�%*-	�$	&���"��')	
5�-	'�	��%	-&��'��	��(	��%	�%*&����	('*%�-'��2	��%	+��C�	-�$�3��%	

%*&��#-	)����)��'��	'�	$'�'�%	%�%*%��-	3'��	�	+�-&�'�%	"�-%	$��	��%	-&��'��	('-)�%�';��'���	��(	�	

*�('$')��'��	�$	��%	3'(%�#	�-%(	('$$%�%��'��	���%"��')	%4���'��	<5��=	-��8%��	5�  �	A0B�	$��	

��%	�'*%	'��%����'��2	

��%	+��C�	&�)>��%	&��8'(%-	"���	 �'*%	 ��(	 -&��'��	 %����	)������2	��	 %�)�	 �'*%	 -�%&�	 �3�	

�&&��7'*��%	-����'��-	��%	)�*&��%(?	��%	-����'��	$��	��%	&'%)%3'-%	&��#��*'��	-�"-&�)%	&�	

��(	�����%�	$��	��%	&'%)%3'-%	&��#��*'��	-�"-&�)%	&N�2	D'��	 ��%-%	 �3�	-����'��-�	�	-&��'��	

%����	 %-�'*��%	 '-	 �"��'�%(2	 �$	 ��%	 -&��'��	 %����	 %-�'*��%(	 '-	 ��%��%�	 ����	 ��	 %����	 ���%���)%�	

+��C�	�-%-	��	%4�'('-��'"��'��	&�'�)'&�%	��	�%('-��'"��%	��%	*%-�	��(	)����%	��%	��*"%�	�$	

*%-�	&�'��-	'$	�%)%--��#2		

	

0�0�	�
����	

�-	 '�	 3�-	 -�'(	 "%$��%�	 +��C�	 �-%-	 ��%	 5��	 -��8%�	 5�  �2	 +%)��-%	 5�  �	 %*&��#-	

"�)>3��(	 ('$$%�%��'��	 $��*���-	 <+56-=�	 �3�	 &��"�%*-	 �&&%��	 3�%�	 +��C�	 -�$�3��%	

&�)>��%	'-	�-%(2	��%	$'�-�	&��"�%*	'-	�%���%(	3'��	��%	$�)�	����	�	*���'�-�%&	*%���(	�%4�'�%-	

��%	-����'��	�&&��7'*��'��-	$��*	&�%8'��-	�'*%	-�%&-�	%8�����%(	��	 ��%	)���%��	-&��'��	*%-�2	

��%	 &��"�%*	 ��'-%-	 3�%�	 +��C�	 �%$'�%	 ��(	 �%('-��'"��%	 ��%	 -&��'��	 *%-�2	 D�%�	 ��'-	

��&&%�-�	 +��C�	 *�-�	 ��	 )�*&��%	 ��%	 -����'��	 �&&��7'*��'��-	 $��	 ��%	 �%3	 *%-��	 ��	 ��%	

)���%��	�'*%	��(	$��	-%8%���	&�%8'��-	�'*%	-�%&-2	��%	�&&��7'*��%	-����'��	8���%-	'�	&�%8'��-	

�'*%	 -�%&-	 *�-�	 "%	 '��%�&����%(	 ��	 ��%	 �%3	 *%-�2	 ��'-	 �%-���-	 '�	 ��	 '�)�%�-%	 �$	 ��%	

)�*&����'����	%$$���2	��%	-%)��(	&��"�%*	��'-%-	3�%�	5�  �	'-	�-%(	��	-��8%	�	5��	-#-�%*	

)����)�%�';%(	"#	��)�"'��	%'��%�8���%-	&��%�#	'*��'���#	A�B2	

��%	-����'��	$��	��%-%	&��"�%*-	'-	�((�%--%(	"#	�-'��	'*&�')'�	!���%�L����	*%���(-2	��%-%	

��%	��%�-�%&	*%���(-	��(	(�	���	�%%(	&�%8'��-	�'*%	-�%&-	-����'��-2	+��C�!	3�-	(%8%��&%(	

$��*	+��C��	�������	�	-�"-����'��	*�('$')��'��	&��)%--�	3�')�	'�8��8%(	�%&��)'��	5�  �	

3'��	�	-'��'$')����#	*�('$'%(	8%�-'��	�$	!�5�O�	APB2	

	

1� �����

���	�����
�	
��%	)���*������&�')	�%-����'��	�$	"'���&�����	%����'�*%�-	3�-	�-%(	�-	�	)�-%	-��(#	'�	"���	

6+	 ��(	  �+	 -'*����'��-2	 ��%	 �(-��&�'��	 %4�'�'"�'�*	 '-���%�*-	 ��%	 (%-)�'"%(	 "#	 �	 "'�

����*�'�	*�(%��	�������	��%	$����3'��	%4���'��-	A�B�	
	

�+

+

�+

+
+

))

)

))

)
"

��

��2�

�/EE2����E2��

EP2
F

++
+

++
= 	

�+

�

�+

�
�

))

)

))

)
"

��

��2�

�/EE2����E2��

��2�F

++
+

++
= 	

<�=	

	

6��	 ���	 -�$�3��%	 &�)>��%-�	 '�	 *�-�	 "%	 -%�	 -�*%	 ��*%�')��	 &���*%�%�-	 ����	 '�$��%�)%	 ��%	

-�$�3��%	 &%�$��*��)%	 ��(	 �%-���-	 �))���)#2	 ��"�%-	 �	 ��(	 
	 (%-)�'"%	 ��%	 *�'�	 ��*%�')��	

&���*%�%�-	 ����	)��	"%	*��'&����%(	"#	 ��%	�-%�2	 ���	 -�$�3��%	&�)>��%-	�-%(	 �	&��#��*'��	

(%��%%	 �$	 �	 <LC!5M/	 $��	 
5��C���
5�C�	 ��(	 L�C�M
	 $��	 +��C��+��C�!=2	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 E	

�������#	��	+��C�	��(	+��C�!�	
5��C�	��(	�
5�C�	(�	���	��8%	��%	�"'�'�#	��	)����%	

��%	��*"%�	��(	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-2	6��	��%-%	-�$�3��%	&�)>��%-�	��%	$'7%(	*%-�	&�'��-	

3%�%	('-��'"��%(	�����	��%	)���*�	��	-%)�'���	&�%$%�%��'���#	�%��	'�-	"���(��'%-2	
	

	

	

��"�%	�2	
5��C���
5��C�	��*%�')��	&���*%�%�-2	

	

	

	

	

	

	

��"�%	
2	+��C��+��C�!	��*%�')��	&���*%�%�-2	

	

+%#��(	 ��%	 ��*%�')��	&���*%�%�-�	 '�	 '-	 ��-�	 �%)%--��#	 ��	 (%$'�%	 ��%	*�(%�	&���*%�%�-2	��	

'*&������	*�(%�	&���*%�%�	'-	��%	*�--	����-$%�	)�%$$')'%��2	��	��'-	3��>�	�3�	('$$%�%��	8���%-	

3%�%	�-%(�	>M�2�	-
��
	<HM�//=�	3�')�	�%&�%-%��-	-'��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%-�	��(	>M�	

-
��
	<HM�//�=�	3�')�	�%&�%-%��-	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%-2	

��*%�')��	-'*����'��-	3%�%	)���'%(	���	'�	�	
%�-����	��*&��%�	��5	������	<�*=	Q
	�E��N	

��/�	9K;�	
�E	>+	��)�%�	��
	�+	!��2	

	

1�!�	���������	�������	�����

���	

��%	6+	&%�$��*��)%	3�-	-'*����%(	$��	�	$%%(	-�%&	'��%�	<"�%�>�������	%7&%�'*%��=	�-'��	��%	

*�(%�	%4���'��-	&�%-%��%(	"%$��%	 <�4���'��-	 <�=	 ��(	 <
==	 ��(	 ��%	�&%���'��	)��('�'��-	 ��(	

*�(%�	&���*%�%�-	&�%-%��%(	'�	��"�%	�2	��%	$���	-�$�3��%	&�)>��%-	3%�%	)�*&��%(	'�	�%�*-	

�$	�
O	�'*%	<6'���%-	�	��(	/=	��(	4���'�#	<�))���)#=	�$	��%	��*%�')��	-����'��-	�"��'�%(	$��	

��%	)���*������&�')	 6+	�%-&��-%	 <6'���%-	 
	 ��(	 �=	 ��(	 6+	 '��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	

<6'���%-	�	��(	E=2	6'���%-	�	��(	0	&�%-%��	 ��%	%8����'��	�$	��%	��*"%�	�$	'��%�8��-	 <����=	

��(	��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	$��	6+	-'*����'���	�-'��	��%	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	

&�)>��%-2	

	

����*��	 ��(%�	&���*%�%�-�	

5'�*%�%��	5�M
2E	)*	 
%)�%�	��*"%��	
%M	0���	

�%�����	�M0/	)*	  ��'(�$��'(	I���*%-�	<��R=�	R	M�2�	

	 ��*"%�	�$	*�--	����-$%�	��'�-�	

C&%���'��	)��('�'��-�	  '��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%?	HM�//	<>M�2�	-
��
=	

6%%(	)��)%�����'��	M	
2P	���	%�)�	 �%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%?	HM�//�	<>M�	-
��
=	

K��(�&	�'*%�	S	M	�//�	-	 	
	

��"�%	�2	C&%���'��	)��('�'��-	��(	*�(%�	&���*%�%�-	$��	6+	&��)%--	-'*����'��2	

	

����	 ��*"%�	�$	'��%�8��-	'�	3�')�	-&��'��	(�*�'�	'-	('8'(%(2	

LC!5	 
��#��*'��-	��(%�	<LC!5	M	&��#��*'��	(%��%%	N�=	

�
 	 !%���'8%	%����	�'*'�	

����	 ��*"%�	�$	'��%�8��-	'�	3�')�	-&��'��	(�*�'�	'-	('8'(%(2	

L�C�	
��*"%�	�$	)����)��'��	&�'��-	��	"%	�-%(	'�	%�)�	-�"'��%�8��	

<L�C�	M	&��#��*'��	(%��%%	��=	

��C�	 �"-����%	%����	���%���)%	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �	

	

	

	

	

	

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

1 2 3 4 5 6

-LOG(ATOL)

LO
G

(C
P

U
 T

im
e,

 s
)

BACOL

BACOLR

	
<�=	

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 2 4 6 8 10

-LOG(EPS)

LO
G

 (C
P

U
 T

im
e,

 s
) 

PDECOL(NINT=30)

EPDCOL(NINT=30)

PDECOL(NINT=60)

EPDCOL(NINT=60)

PDECOL(NINT=90

EPDCOL(NINT=90)

<"=	
	

6'���%	�2	�
O	�'*%	�-	$��)�'��	�$�	<�=	��C�	<$��	+��C�	��(	+��C�!=?	<"=	�
 	<$��	
5��C�	��(	

�
5�C�=?	6+	&%�$��*��)%	��(%�	-'��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	<>M�2�	-
��
�	HM�//=	

	

	

	

	

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

4 4.5 5 5.5 6

θ

C
A

(g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)
BACOLR (ATOL=1E-4)
PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)
PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

	
<�=	

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

5 5.2 5.4 5.6 5.8 6

θ

C
B

(g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

	
<"=	

	

6'���%	
2	����*������&�')	6+	�%-&��-%	��	�	$%%(	-�%&	'��%�	<"�%�>�������	)��8%-=	��(%�	-'��'$')���	*�--	����-$%�	

�%-'-���)%	<>M�2�	-
��
�	HM�//=	$��	('$$%�%��	-�$�3��%	&�)>��%-	��(	��*%�')��	&���*%�%�-2		

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 0	

	

	

	

	

	

� = 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	

� = 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

x

C
B

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	
� = 3

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	

� = 3

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

x

C
B

 (
g/

L)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	
� = 5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0.8 0.85 0.9 0.95 1

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	

� = 5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0.8 0.85 0.9 0.95 1

x

C
B

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	
	

6'���%	�2	6+	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	��	('$$%�%��	�&%���'��	�'*%-	<GM��	GM��	��(	GM�=	��(%�	-'��'$')���	

*�--	����-$%�	�%-'-���)%	<>M�2�	-
��
�	HM�//=	$��	('$$%�%��	-�$�3��%	&�)>��%-	��(	��*%�')��	&���*%�%�-2	

	

	

	

	

	

	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 P	

	

	

	

	

	

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

1 2 3 4 5 6

-LOG(ATOL)

LO
G

(C
P

U
 T

im
e,

 s
)

BACOL

BACOLR

	
<�=	

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 2 4 6 8 10

-LOG(EPS)

LO
G

 (C
P

U
 T

im
e,

 s
) 

PDECOL(NINT=30)

EPDCOL(NINT=30)

PDECOL(NINT=60)

EPDCOL(NINT=60)

PDECOL(NINT=90)

EPDCOL(NINT=90)

PDECOL(NINT=120)

EPDCOL(NINT=120)

	
<"=	

	

6'���%	/2	�
O	�'*%	�-	$��)�'��	�$�	<�=	��C�	<$��	+��C�	��(	+��C�!=?	<"=	�
 	<$��	
5��C�	��(	

�
5�C�=?	6+	&%�$��*��)%	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	<>M�	-
��
�	HM�//�=	

	

	

	

	

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

4 4.5 5 5.5 6

θ

C
A

(g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)
BACOLR (ATOL=1E-4)
PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)
PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)
PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

	

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

5 5.2 5.4 5.6 5.8 6

θ

C
B

(g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=90)

	
	

6'���%	�2	����*������&�')	6+	�%-&��-%	��	�	$%%(	-�%&	'��%�	<"�%�>�������	)��8%-=	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	

�%-'-���)%	<>M�	-
��
�	HM�//�=	$��	('$$%�%��	-�$�3��%	&�)>��%-	��(	��*%�')��	&���*%�%�-2	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 ��	

	

	

	

	

	

� =1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=120)

	

� = 1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

x

C
B

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=120)

	
� = 3

-1

0

1

2

3

4

5

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=120

	

� = 3

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

x

C
B

 (
g/

L)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=120)

	
� =5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0.8 0.85 0.9 0.95 1

x

C
A

 (g
/L

)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=120)

	

� =5

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0.8 0.85 0.9 0.95 1

x

C
B

 (
g/

L)

BACOL (ATOL=1E-4)

BACOLR (ATOL=1E-4)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=30)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=60)

PDECOL (EPS=1E-7 NINT=90)

PDECOL (EPS=1E-7  NINT=120)

	
	

6'���%	E2	6+	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	��	('$$%�%��	�&%���'��	�'*%-	<GM��	GM��	��(	GM�=	��(%�	�%��'�'"�%	

*�--	����-$%�	�%-'-���)%	<>M�	-
��
�	HM�//�=	$��	('$$%�%��	-�$�3��%	&�)>��%-	��(	��*%�')��	&���*%�%�-2	

	

	

	

	

	

	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 ��	

	

	

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ

N
IN

T

	
<�=	

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ

N
IN

T

	
<"=	

	

6'���%	�2	�8����'��	�$	��%	��*"%�	�$	'��%�8��-	<����=	(��'��	��%	6+	-'*����'���	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	

�%-'-���)%	<>M�	-
��
�	HM�//�=�	<�=	+��C�	<��C�M���/=?	<"=	+��C�!	<��C�M���/=2	

	

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ

x

	
<�=	

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ

x

	
<"=	

	

6'���%	02	�8����'��	�$	��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	(��'��	��%	6+	-'*����'���	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	

�%-'-���)%	<>M�	-
��
�	HM�//�=�	<�=	+��C�	<��C�M���/=?	<"=	+��C�!	<��C�M���/=2	

	

6��*	6'���%-	�	��	0�	'�	)��	"%	)��)��(%(	�����	

<�= ��%	(%)�%�-%	�$	*�--	����-$%�	�%-'-���)%-	<'�)�%�-%	�$	>	��(	H=	(%*��(-	$��	*��%	�))����%	
��*%�')��	 &���*%�%�-	 <�'��%�	 ��*"%�	 �$	 '��%�8��-	 ��(	 ��3%�	 ��C���
 	 8���%-=	 ��(	

�'��%�	�
O	�'*%-�	-'�)%	��%	�%-���'��	)��)%�����'��	*�8'��	$����-	��%	-���&%�?	

<"= 6��	6+	 -'*����'��-�	
5��C�	 ��(	 �
5�C�	&�%-%��	 -'*'���	�
O	 �'*%-	 ��(	 ��*%�')��	
-����'��-2	 +��C�!	&�%-%��-	 �'��%�	�
O	 �'*%-	 ����	+��C��	3'��	 ��	 '�)�%�-%	��	 ��%	

�))���)#	�$	��%	��*%�')��	-����'��?	

<)= 
5��C�	��(	�
5�C�	&�%-%���	 '�	*�-�	-'����'��-�	��3%�	�
O	�'*%-	 ����	+��C�	��(	
+��C�!2	 K�3%8%��	 ��%-%	 ��-�	 ����&	 �$	 -�$�3��%	 &�)>��%-	 &�%-%��	 *��%	 �))����%	

��*%�')��	-����'��-�	&���')�����#	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	<3�%�	>	��(	H	

��%	�'��%�?	����	'-�	-���&%�	)��)%�����'��	*�8'��	$����-=2	

<(= �������	 ��%	 -'*����'��	�$	 ��%	6+	&��)%--�	+��C�	��(	+��C�!	 -'��'$')����#	)����%	
��%	 ��*"%�	�$	 '��%�8��-	 <-%%	 6'���%	 �=	 ��(	 ��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	 <-%%	 6'���%	 0=2	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �
	

6'���%	 0	 ��-�	)�%���#	 -��3-	 ����	 ��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	$����3-	 ��%	)��)%�����'��	

*�8'��	$����-	�$	��%	6+	&��)%--2	

	

1�,�	�����

��	 ������	 ���	 �������	 �����

���	 -
������	 
��	

�.���
�����	� �
�	
���	������	���/		

��%	 -'*����'��	�$	  �+	&��)%--	 '-	 )���'%(	���	"#	 -��8'��	 ��	 %4�'8��%��	 ��+	*�(%�2	 ��%	

%4�'8��%�)%	"%�3%%�	 ��+	 ��(	  �+	*�(%�-	 )��	"%	*�(%	"#	>%%&'��	)��-����	 ��%	 �'4�'(	

8%��)'�#	�%���'8%	��	��%	-��'(	8%��)'�#�	'2%�	��%	�'4�'(	8%��)'�#	'�	��%	��+	'-�	
	


�� ��� −= ∗ 	 <E=	
	

3�%�%	 ∗
�� 	��(	 �� 	��%	��%	'��%�-�'�'��	�'4�'(	8%��)'�'%-	'�	 �+	��(	��+�	�%-&%)�'8%�#�	��(	�-	'-	

��%	'��%�-�'�'��	-��'(	8%��)'�#2	��-��	��%	-��'(	8%��)'�#	'�	��+	*�(%�	*�-�	"%	%8�����%(	$��*	

��%	8���%	�$	-3'�)�	�'*%	'��%�8��	<�
F
=	�$	��%	 �+	*�(%��	�-�	

	

∗=
	

%
� )

 	 <�=	

	

3�%�%	��	'-	��%	�%����	�$	��%	 �+	)���*�2	

���%����'8%�#�	��%	%4�'8��%�)%	)��	"%	*�(%	'�	�%�*-	�$	$��3����%-�	
	

��� ///
ε

ε
−

−= ∗

�
	 <0=	

3'���	
	

∗

−
=

	

0
/ )
�

=�< ε
	 <P=	

	

3�%�%	 ∗
�/ 	 ��(	 �/ 	 ��%	 ��%	 8���*%��')	 �'4�'(	 $��3����%-	 '�	 -%)�'��	 @	 �$	 �	  �+	 ��(	 ��+�	

�%-&%)�'8%�#�	T 	'-	��%	-��'(	$��3����%	'�	��%	%4�'8��%��	��+	*�(%��	��(	I�	'-	��%	8���*%	�$	

��%	 �+	)���*�	A�B2	

��%	��+	&��)%--	 -'*����'��-	3%�%	)���'%(	����	$��*	��	 '�'�'��	)��('�'��	3�%�%	 @�-�	 %��%��	

%7'-�-	 '�	��%	3���%	-#-�%*	< ������ ==∀= 
�
� ")�θ =�	���'�	-�%�(#�-���%	 '-	�%�)�%(2	6��	��%	

��+	-'*����'��	��%	-�%�(#�-���%	'-	)��-'(%�%(	��	"%	�)�'%8%(	3�%��	

'2 ��%	�"-����%	%����-	"%�3%%�	��%	�8%���%	)��)%�����'��-	<%8�����%(	(��'��	�	$���	)#)�%	$��	

 �+	�&%���'��?	����	'-�	(��'��	�	-��'(	-&�)%	�'*%	'��%�8���	$��	��%	��+	%4�'8��%��	*�(%�=	

�$	%�)�	)�*&��%��	'�	��%	%7���)�	��(	��$$'���%	����%�	-��%�*-	$��	�3�	-�))%--'8%	'�%���'��-	

��%	�%--	����	�	*�7'*�*	%����	(%$'�%(	"#	��%	�-%�2	

''2 ��%	�%���'8%	%����-	"%�3%%�	 ��%	 �����	�*����	�$	%�)�	)�*&��%��	 ����	%��%�-	 <'�	 ��%	$%%(	
-��%�*=	��(	�%�8%-	 <'�	%7���)�	��(	��$$'���%	 -��%�*-=	 ��%	 -#-�%*	 <%8�����%(	(��'��	�	$���	

)#)�%	 $��	  �+	 �&%���'��?	 ����	 '-�	 (��'��	 �	 -��'(	 -&�)%	 �'*%	 '��%�8���	 $��	 ��%	 ��+	

%4�'8��%��	*�(%�=	��%	�%--	����	�	*�7'*�*	%����	(%$'�%(	"#	��%	�-%�2	

��	��'-	3�#�	'�	)��	"%	(%$'�%(	�3�	�#&%-	�$	%����-�	��%	�%���%(	3'��	��%	�"-����%	('$$%�%�)%-	�$	

)��)%�����'��-	 '�	 ��%	 %7���)�	 ��(	 ��$$'���%	 -��%�*-	 $��	 �3�	 -�))%--'8%	 '�%���'��-	 <�4���'��	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 ��	

<��=?	 '�	 -�%�(#�-���%�	 ��%#	 *�-�	 "%	 ;%��=?	 ���%�	 �%���%(	 3'��	 ��%	 ���"��	 *�--	 "����)%-	

<�4���'��	<��=?	'�	-�%�(#�-���%�	3���	%��%�-	*�-�	"%	%4���	��	3���	�%�8%-	��%	-#-�%*=?	
	

,1 ��� +=� 	 <��=	

	

�+ ��� +=
 	 <��=	
	

3�%�%�	

1� 	'-	��%	�"-����%	%����	�$	��%	�8%���%	)��)%�����'��	�$	��%	�3�	)�*&��%��-	'�	��%	%7���)�	$��	

�3�	-�))%--'8%	'�%���'��-�	
	

�


1

�


1

+


1

+


11 ))))� B�ABAB�ABA −− −+−= 	 <�
=	

	

,� 	 '-	 ��%	�"-����%	%����	�$	��%	�8%���%	)��)%�����'��	�$	��%	�3�	)�*&��%��-	 '�	 ��%	��$$'���%	

$��	�3�	-�))%--'8%	'�%���'��-�	
	

�


,

�


,

+


,

+


,, ))))� B�ABAB�ABA −− −+−= 	 <��=	

	

+� 	'-	��%	�%���'8%	%����	"%�3%%�	��%	�*����	�$	��%	�%--	�%��'�%(	)�*&��%��	<�=	����	%��%�-	<'�	

��%	$%%(	-��%�*=	��(	�%�8%-	<'�	%7���)�	��(	��$$'���%	-��%�*-=	��%	-#-�%*�	
	

+

��

+

,,

+

11

+

��

+
)/

)/)/)/

�

=< +−
= 	 <�/=	

	

�� 	'-	��%	�%���'8%	%����	"%�3%%�	��%	�*����	�$	��%	*��%	�%��'�%(	)�*&��%��	<+=	����	%��%�-	<'�	

��%	$%%(	-��%�*=	��(	�%�8%-	<'�	%7���)�	��(	��$$'���%	-��%�*-=	��%	-#-�%*�	
	

�

��

�

,,

�

11

�

��

�
)/

)/)/)/

�

=< +−
= 	 <�/=	

	

3�%�%	 T6�	 TQ�	 ��(	 T!	 ��%	 ��%	 $��3����%-	 �$	$%%(�	 %7���)��	 ��(	 ��$$'���%�	 �%-&%)�'8%�#2	 ��%	

��*%�')��	-�%�(#�-���%	)��	"%	)��-'(%�%(	��	"%	�)�'%8%(	3�%�	"���	%�	��(	%
	��%	�%--	����	�	

*�7'*�*	%����	(%$'�%(	"#	��%	�-%��δ 	<$��	%7�*&�%�	 ���2�=δ =2	

��%	 �+	&��)%--	3�-	-'*����%(	"#	��*%�')���#	-��8'��	��%	��+	*�(%�	%4���'��-	&�%-%��%(	

"%$��%	<�4���'��-	<�=	��(	</==	��(	��%	�&%���'��	)��('�'��-	��(	*�(%�	&���*%�%�-	&�%-%��%(	

'�	��"�%-	/	��	E2	���%	�����	-'�)%	�	 �+	��	��+	-#-�%*	'-	)�*&�-%(	"#	$���	-%)�'��-�	 ��%	

�����	�%����	�$	���	)���*�-	 '-	0/	)*	��(	 ��%	 �����	��*"%�	�$	*�--	 ����-$%�	��'�-	 '-	�//	 <$��	

>M�2�	-
��
=	��	�//�	<$��	>M�	-

��
=2	

��%	$���	-�$�3��%	&�)>��%-	3%�%	)�*&��%(	 '�	 �%�*-	�$	%����-	�"��'�%(	 <6'���%-	P	 ��(	��=�	

4���'�#	<�))���)#=	�$	��%	��*%�')��	-����'��-	�"��'�%(	$��	��+	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	

<6'���%-	��	��(	�
=	��(	�
O	�'*%-	<6'���%	��=2	6'���%-	�/	��(	��	&�%-%��	 ��%	%8����'��	�$	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �/	

��%	��*"%�	�$	'��%�8��-	 <����=	��(	 ��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	$��	��+	-'*����'���	�-'��	

��%	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	&�)>��%-2	

	

����*�	5'�*%�%��	5�M
2E	)*	 ��(%�	&���*%�%�-�	

 %)�'��	�%�����	�@M
�	)*	 
%)�%�	��*"%��	
%@M	
���	

6%%(	)��)%�����'��	M	
2P	���	%�)�	  ��'(�$��'(	I���*%-�	<��R=�	R	M�2�	

 �+	-3'�)�	�'*%	'��%�8���	�
F
	M	�E�	-	 ��*"%�	�$	*�--	����-$%�	��'�-	'�	%�)�	-%)�'���	

<'$	��%	)���*�	&%�	-%)�'��=	  '��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%?	H'@M�E	<>M�2�	-
��
=	

��+	-��'(	$��3����%�	T M��2��	*��*'�	 �%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%?	H'@M�E�	<>M�	-
��
=	

�'4�'(	$��3����%-�	-%%	��"�%-	�	��(	E	 	
	

��"�%	/2	C&%���'��	)��('�'��-	��(	*�(%�	&���*%�%�-	$��	��+	&��)%--	-'*����'��2	
	

 �+	 �4�'8��%��	��+	
 %)�'��	

T@
F
	<*��*'�=	 J@

F	
T@	<*��*'�=	 J@	

�	 �E20�	 �2E�	 /P2/�	 E2E�	

��	 �020�	 �2
�	 ��2/
	 /2
�	

���	 /
2/P	 �2�
	 ��2�E	 /2�
	

�I	 ��2�0	 /2�E	 
�2P�	 �2�E	
	

��"�%	�2	�4�'8��%�)%	"%�3%%�	��+	��(	 �+	'��%����	$��3����%-2	

	

���%�	��(	����%�	�'�%	
��+	��	 �+	'��%������%�	

$��3����%-	<*��*'�=	

���%��	 T�	M	T�	U	T�I	M	
�2/�	

�7���)�	 TQ	M	T�	U	T��	M	��2P0	

6%%(	 T6	M	T���	U	T��	M	�2E/	

!�$$'���%	 T!	M	T���	U	T�I	M	�2��	
	

��"�%	E2	���%�	��(	����%�	$��3����%-2	
	

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

40 42 44 46 48 50 52 54 56

θ

e1

E1(BACOL ATOL=1E-3)

E1(BACOLR ATOL=1E-3)

E1(PDECOL EPS=1E-4 NINT=20)

E1(PDECOL EPS=1E-4 NINT=30)

	
<�=	

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

40 42 44 46 48 50 52 54 56

θ

e2

E2(BACOL ATOL=1E-3)

E2(BACOLR ATOL=1E-3)

E2(PDECOL EPS=1E-4 NINT=20)

E2(PDECOL EPS=1E-4 NINT=30)

	
<"=	

	

6'���%	P2	�����-	�"��'�%(	$��	
5��C��	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	&�)>��%-�	��(%�	-'��'$')���	*�--	

����-$%�	�%-'-���)%	<>M�2�	-
��
=�	<�=	�"-����%	%����-�	%�?	<"=	�%���'8%	%����-�	%
2	

	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 ��	

	

0

0.005

0.01

0.015

0.02

12 13 14 15 16

θ

e1

E1(BACOL ATOL=1E-3)

E1(BACOLR ATOL=1E-3)

E1(PDECOL EPS=1E-4 NINT=20)

E1(PDECOL EPS=1E-4 NINT=30)

	
<�=	

0

0.03

0.06

0.09

0.12

0.15

12 13 14 15 16

θ

e2

E2(BACOL ATOL=1E-3)

E2(BACOLR ATOL=1E-3)

E2(PDECOL EPS=1E-4 NINT=20)

E2(PDECOL EPS=1E-4 NINT=30)

	
<"=	

	

6'���%	��2	�����-	�"��'�%(	$��	
5��C��	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	&�)>��%-�	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	

����-$%�	�%-'-���)%	<>M�	-
��
=�	<�=	�"-����%	%����-�	%�?	<"=	�%���'8%	%����-�	%
2	

	

1.5

1.6

1.7

2 3

x

C
A

(g
/l)

BACOL (ATOL=1E-3)

BACOLR (ATOL=1E-3)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=20)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=30)

<�=	

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1 2

x

C
B

(g
/l)

BACOL (ATOL=1E-3)

BACOLR (ATOL=1E-3)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=20)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=30)

	
<"=	

	

6'���%	��2	5%��'�	�$	��%	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	�"��'�%(	��(%�	-'��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	

<>M�2�	-
��
=	��	GM�E	<)��-'(%�%(	-�%�(#�-���%=�	<�=	)�*&��%��	�	'�	-%)�'��	���?	<"=	)�*&��%��	+	'�	-%)�'��	��2	

	

1.65

1.7

1.75

1.8

2 3

x

C
A

(g
/l

)

BACOL (ATOL=1E-3)

BACOLR (ATOL=1E-3)
PDECOL (EPS=1E-4 NINT=20)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=30)

<�=	

1.15

1.2

1.25

1 2

x

C
B

(g
/l)

BACOL (ATOL=1E-3)

BACOLR (ATOL=1E-3)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=20)

PDECOL (EPS=1E-4 NINT=30)

<"=	
	

6'���%	�
2	5%��'�	�$	��%	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-	�"��'�%(	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	

<>M�	-
��
=	��	GM�E	<)��-'(%�%(	-�%�(#�-���%=�	<�=	)�*&��%��	�	'�	-%)�'��	���?	<"=	)�*&��%��	+	'�	-%)�'��	��2	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �E	

	

0

200

400

600

800

1000

1200

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56

θ

C
P

U
 T

im
e 

(m
in

)

BACOL(ATOL=1E-3)

BACOLR(ATOL=1E-3)

PDECOL(EPS=1E-4 NINT=30)

<�=	

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 4 8 12 16

θ

C
P

U
 T

im
e 

(m
in

)

BACOL(ATOL=1E-3)

BACOLR(ATOL=1E-3)

PDECOL(EPS=1E-4 NINT=30)

<"=	
	

6'���%	��2	�
O	�'*%-	$��	
5��C��	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	&�)>��%-�	

<�=	-'��'$')���	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	)�-%	<>M�2�	-
��
=?	<"=	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%	)�-%	<>M�	-

��
=2	

	

40

45

50

55

60

65

70

75

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

θ

N
IN

T

	
<�=	

40

45

50

55

60

65

70

75

0 2 4 6 8 10 12 14 16

θ

N
IN

T

	
<"=	

	

6'���%	�/2	�8����'��	�$	��%	��*"%�	�$	'��%�8��-	<����=	(��'��	��%	��+	-'*����'���	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	

����-$%�	�%-'-���)%	<>M�	-
��
=�	<�=	+��C�	<��C�M����=?	<"=	+��C�!	<��C�M����=2	

	

<�=	 <"=	
	

6'���%	��2	�8����'��	�$	��%	&�-'�'��	�$	*%-�	&�'��-	(��'��	��%	��+	-'*����'���	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	

�%-'-���)%	<>M�	-
��
=�	<�=	+��C�	<��C�M����=?	<"=	+��C�!	<��C�M����=2	



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 ��	

6��*	$'���%-	P	��	���	'�	)��	"%	)��)��(%(	�����	

<�= +��C�!	&�%-%��-	��3%�	%����-	 <%�	 ��(	 %
=	 ����	+��C�2	��%-%	 �3�	-�$�3��%	&�)>��%-	
��%	"���	*�)�	"%��%�	����	
5��C�	<-%%	6'���%-	P	��(	��=2	
5��C�	&�%-%��-	('$$')���'%-	

��	�%�)�	 ��%	 ��*%�')��	 -�%�(#�-���%�	&���')�����#	$��	 �%��'�'"�%	*�--	 ����-$%�	�%-'-���)%-	

��(	3'��	�%-&%)�	��	��%	���"��	*�--	"����)%-	<%
	%����=?	

<"= +��C�	��(	+��C�!	&�%-%��	-'*'���	'��%����	)��)%�����'��	&��$'�%-2	
5��C�	&�%-%��-	
-�*%	('-)�%&��)'%-�	*��%	&������)%(	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	 ����-$%�	�%-'-���)%-?	 ����	 '-�	

$��	�'��	8���%-	�$	>	��(	H	<-%%	6'���%-	��	��(	�
=?	

<)= +��C�	��(	+��C�!	�%%(-	��3%�	�
O	 �'*%-	 ����	
5��C��	 -'�)%	 ��'-	��-�	 -�$�3��%	
&�)>��%	�%%(-	*��%	 ����	��	 '��%�8��-	 ��	�"��'�	 ��	�))����%	��*%�')��	-����'��	 <��	%8%�	

)��-'(%��"�%	�'��%�	8���%-�	(%&%�('��	��	��%	>	8���%=2	+��C�!�	"%-'(%-	&�%-%��'��	*��%	

�))����%	 ��*%�')��	 -����'��-	 ����	+��C�	 <��3%�	 %����-=�	 ��-�	 �%%(-	��3%�	�
O	 �'*%-	

��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%-	<-%%	6'���%	��=?	

<(= �������	��%	-'*����'��	�$	��%	��+	&��)%--�	+��C�	��(	+��C�!	(�	���	-'��'$')����#	

)����%	��%	��*"%�	�$	'��%�8��-	<'$	)�*&��%(	3'��	 ��%	6+	-'*����'��=2	6��	"���	-�$�3��%	

&�)>��%-�	 ��%	 *%-�	 &�'��-	 ��%	 &�%$%�%��'���#	 $'7%(	 �%��	 ��%	 "���(��'%-	 �$	 -%)�'��-�	

&���')�����#�	�%��	'�-	'��%�2	

	

2� �����������	
��%	+��C�	��(	+��C�!	-�$�3��%	&�)>��%-	&��8'(%	"���	�'*%	��(	-&��'��	%����	)������	"#	

�%('-��'"��'��	 ��%	*%-�	 ��(	)����%	 ��%	 ��*"%�	�$	*%-�	&�'��-2	 ��'-	 �"'�'�#	&�%-%��-	)�%��	

"%�%$'�-	 '�	 ��%	 -'*����'��	 �$	  '*����%(	 ��8'��	 +%(	 &��)%--%-�	 )����)�%�';%(	 "#	 *�8'��	

)��)%�����'��	$����-2	+��C�!	&�%-%��-	*��%	 �))����%	 ��*%�')��	 -����'��-	 ��(	��3%�	�
O	

�'*%-�	&���')�����#	��(%�	�%��'�'"�%	*�--	����-$%�	�%-'-���)%-2	

	


����� ��������
�	

6'���)'��	 -�&&���	 "#	 ��%	 
������%-%	 !V5	 $���(��'��	 6��	 <6��(�,W�	 &���	 �	 �'X�)'�	 %	 �	

�%)�����'�=	��(	����&%��	��**��'�#	�������	6�5�!	<&��@%)�	
C����TO��P��0�
��/=�	'-	

����%$���#	�)>��3�%(�%(2	

	

����������	

A�B �2 2	 
�'-�	 �2�2	 ����%'��	 ��(	 �2�2	 !�(�'��%-�	 Y��(%�'��	 -����%�'%-	 $��	 %����'�*%�-	

-%&����'��	"#	 �+	)���*������&�#Z�	+2)�(�3!	I��2	11�	&&2	�E���EP	<�PP0=2	

A
B �2L2	 ��(-%�	 ��(	 !262	  '�)�8%)�	 Y�����'��*	 �/�2	 
5��C��	 �%�%���	 )����)��'��	

-�$�3��%	$��	&���'��	('$$%�%��'��	%4���'��-Z�	+)������
!���	�!����	����	I��2	2�	&&2	�
E�

���	<�P�P=2	

A�B 
2	L%�-�	 ��(	
2K2	��'��	Y�����'��*	E002	�
5�C��	�	*��%	%$$')'%��	
5��C�	)�(%Z�	

+)������
!���	�!����	����	I��2	!3�	&&2	�����EE	<�PP�=2	

A/B !2	 D����	 
2	 L%�-�	 ��(	 
2	 ��'��	 Y�	 �'�����(%�	 ���"��	 -&��'���#	 �(�&�'8%	 )����)��'��	

*%���(	$��	��5	&���"��')	
5�-Z�	+���!�.����!���	�!�I��2	24�	&&2	
�P�
E�	<
��/=2	

A�B !2	 D����	 
2	 L%�-��	 
2K2	 ��'��	 Y�����)��'��	 -�$�3��%	 "�-%(	 ��	 !���%�L����	 �'*%	

'��%������	 $��	 ��5	 &���"��')	 
5�-	 ��(	  )��[('��%�	 �#&%	 &��"�%*-�	 3'��	 -&��'��	 ��(	

�%*&����	 %����	)������Z	 ��
�	���� 4
�-�
���

	 #���	����	
�
����� �����	
��� 
�
����#�



����	 2	9��,��	��:-	 2	
�'-	

	 �0	

�����
����!%&���	
�������2	

AEB !2	D����	
2	L%�-�	 ��(	
2	��'��	Y�	)�*&��'-��	�$	�(�&�'8%	 -�$�3��%	$��	�5	&���"��')	


5�-Z�	3!�)���!�+���!���	�!�I��2	!56�	&&2	�
�����	<
��/=2	

A�B K'�(*��-��	�2�2�	Y
�%�'*'���#	5�)�*%��'��	�$	9��!�+2	 ����'��	�$	�*&�')'�	 #-�%*-	

�$	 C�('���#	 5'$$%�%��'��	 �4���'��-	 3'��	 +��(%(	 ��)�"'��-�Z	 !%&2	 O��5�������	

��3�%�)%	�'8%�*��%	��"������#�	�'8%�*��%	<�P�E=2		

A0B �2!2	
%�;��(2	�		(%-)�'&�'��	�$	5�  ��	�	('$$%�%��'������%"��')	-#-�%*	-��8%�2	�%)��')��	

�%&����	 ��('�	��"-�	�'8%�*��%�	���	�P0
2	

APB �2	K�'�%��	!�5�O�	-�$�3��%	"�-%	��	'*&�')'�		!���%�L����	*%���(-	<!�(��	���	�#&%=�	

�$	8��'�"�%	��(%�	<-3'�)�%-	����*��')���#	"%�3%%�	��(%�-	��	P�	��(	��=	$��	&��"�%*-	�$	��%	

$��*	 �#\M$<7�#=	 3'��	 &�--'"�#	 -'������	 *���'7	 ��	 ��&�"�'-�%(	 -�$�3��%�	

���&���3332��'�%2)��]��'�%��&����-�'$$���(��2$		<���%-�	-*���	)���%)�'���	������#	�0�	
��
=	

	


