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Resumo: O GeoGebra é um software educacional livre que permite mani-
pular objetos matematicos do plano, representando-os algébrica e geometri-
camente. Neste artigo recorremos a conceitos matematicos, como matrizes
de mudanga de base e transformacdes lineares, a fim de simularmos a re-
presentacgao de objetos tridimensionais em GeoGebra e implementarmos um
procedimento para a planificagdo de prismas regulares retos.

Abstract: GeoGebra is a free educational software that allows to mani-
pulate mathematical plane objects, representing them algebraically and ge-
ometrically. In this paper we use mathematical concepts, such as, change
of basis matrices and linear transformations in order to simulate the re-
presentation of three-dimensional objects in GeoGebra and to implement a
procedure for flattening regular straight prisms.
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1 Introducao e motivacao

Em Portugal, a semelhanca de outros paises, a geometria no plano e no es-
paco integra os curriculos de matematica. A investigagdo de propriedades de
objetos geométricos sem a sua visualizacdo e manipulacdo pode nao permitir
desenvolver a percecao dos conceitos envolvidos. Os recursos dindmicos faci-
litam a formulagao de conjeturas e a posterior justificacao e validacdo. Pro-
jetado especificamente para fins educacionais, o software GeoGebra utiliza
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em simultdneo um sistema de algebra computacional, um sistema geomé-
trico interativo e um sistema de calculo, possibilitando uma aprendizagem
experimental.

Neste artigo recorremos a sistemas tridimensionais (3D) projetados em
ambiente bidimensional (2D), manipulaveis através de parametros angulares,
para simular a representagdo de objetos geométricos do espago e apresen-
tamos um procedimento para uma planificagdo de um prisma regular reto.
Tal pressupoe o desdobramento das linhas poligonais que sao as fronteiras
das suas bases.

2 Desdobramento de linhas poligonais fechadas

Comecamos por rodar um ponto do plano em torno de outro fixo, relacio-
namos alguns elementos de um poligono regular e procedemos ao desdobra-
mento da linha poligonal de um qualquer poligono regular.

2.1 Rotagoes no plano e elementos de um poligono regular

A aplicacio linear Ry : R? — R? que a cada (x,7) associa o ponto obtido
pela rotagao, em torno da origem O = (0,0), de uma amplitude 6 radianos,
no sentido direto, é representada pela matriz de rotacao a seguir:

cos(f) —sen(h)
sen(f)  cos(6)

O conjunto {uj,uz} = {(cos(d), sen(0)), (— sen(h), cos(f))} é uma base
de R? (ver, por exemplo [2]), por isso Ry também se diz uma matriz de
mudancga de base. O sistema {O,u1,u2} é um novo referencial ortogonal.

Em geral, a rotagdo no plano de um ponto P = (z,y) em torno de
um ponto C' = (a,b), de uma amplitude 0 radianos, no sentido direto, é
definida por Ry c(x,y) = T~ (Re(T(x,y))) onde T é a translacio definida
por T(xz,y) = (x — a,y — b) e Ry a aplicacdo acima referida.

Ry =

Um poligono regular de n lados (n > 3), Py, determina, na circunferéncia
circunscrita, arcos cuja medida do angulo ao centro é de n = 27 /n radianos,
valor coincidente com a medida dos dngulos externos de P,. Além disso, se
as arestas de P, medirem ¢ unidades, o raio da tal circunferéncia é %

sen\| 5
2
Seja V- = {V1,Va,...,V,,} o conjunto dos vértices de P,, enumerados de

forma sequencial e seja V11 = V4. Sem perda de generalidade, considera-

mos Vi = O = (0,0), Vo = (£,0) e C = (g, 27:;17,)) o centro da circunfe-
2

réncia circunscrita. As coordenadas dos restantes vértices de P,, obtém-se
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aplicando rotagoes sucessivas, de 7 radianos, a Vi, em torno de C, isto é,
Vi1 = R, (V1) para qualquer i € {1,...,n —1}.

2.2 Desdobramento da linha poligonal associada a P,
Uma rotina para o desdobramento da linha poligonal LP,, de P,, é a seguinte:

Para todo i € {0,...,n — 2}

e Rodar o segmento [V;,_;V;,11] de uma amplitude de n = 27/n radianos
(no sentido indireto), em torno de V,,_;, para alinhar com a aresta
[Va—1-iVp—i] e identificar R v, ,(Vi41) com Viiq;

e Juntar o segmento obtido & aresta [V,,—1-;V;,—].

Figura 1: Ilustracao da rotina aplicada a LP5

Nao é dificil verificar que LP,, fica retificada apds n — 1 rotagdes. Além
disso, para m € [0,n — 1], a posi¢do de Vj,41 é dada por R_qayyv; (Vi +
(Vi1 +1=Vior)); onde a = m—|m], ipor = [n—m], ny = [m]+[|cos(mm)|].

3 Planificacao de prismas regulares em GeoGebra

Apdbs darmos os fundamentos para a implementacdo em GeoGebra de refe-
renciais 3D projetados e manipulaveis em fungdo de pardmetros angulares
e de uma origem livre, um pouco & semelhanca do que foi feito em [I],
apresentamos uma planificagdo possivel para um prisma regular reto.

3.1 Projecao e manipulagao de referenciais tridimensionais

Sejam R,, R, e R. as matrizes de rotacdo do sistema {Oxzyz}, em torno
do eixo x, y e z, de amplitude «, 5 e ¢, respetivamente. A orientagdo
especifica de um dado objeto quando submetido a uma sequéncia das trés
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rotagoes é determinada pela transformacao linear definida pelo produto das
trés matrizes, que em geral depende da ordem dos fatores.

A projecao de um objeto 3D num plano é uma representacdo 2D desse
objeto, usualmente designada de perspetiva. A sua posi¢do depende do plano
de projecao considerado. Em geral, a projecao de um espaco vetorial V' sobre
um subespago S C I é uma aplicacao linear g de V, tal que g(V) = S [2.

Sejam p a projegao ortogonal do sistema {O, 1, j,k} no plano {Oyz} e
M), a matriz que a representa. A aplicacao definida por M = AM,R, R, R.,
transforma a base canénica de R3, {i,j, k}, projetando-a & escala A € R* no
plano {Oyz}, originando os vetores u = Mi,v = Mj e w = Mk de R% Dado
um ponto Or € R?, a translacio associada a OOr d4 origem ao referencial
projetado {Or,u, v, w}, onde perspetivamos objetos 3D. Assim, um ponto
(x,y,2) € R3 ¢ representado no plano de projecdo por O + zu + yv + zw.

3.2 Construgao e planificacao de prismas regulares retos

Construido, no plano, um poligono regular de n lados de medida ¢, mergu-
lha-mo-lo em R3 e representa-mo-lo no referencial {Or,u, v, w}, obtendo a
base inferior do prisma. A base superior obtém-se a partir desta aplicando-
-lhe a translacdo associada a hw, onde h é a altura do prisma. Unindo os
vértices correspondentes das duas bases obtemos as arestas das faces laterais.

Uma planificagdo possivel deste prisma obtém-se aplicando a rotina des-
crita em as linhas poligonais associadas as bases do prisma e rebatendo
as bases sobre o plano determinado pelas faces laterais retificadas.

4 Conclusoes

Representacoes dindmicas de sélidos geométricos permitindo a sua planifi-
cacdo e encaixe efetivam a compreensdo dos conceitos envolvidos e podem
dar resposta a questdes como a do empacotamento.
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