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Abstract

Newton’s method for unconstrained nonlinear optimization can be a demanding iterative pro-
cess. Combining Krylov iterative methods with different termination criteria for the inexact solving
of the Newton system, a linear or a curvilinear search technique and monotone and nonmonotone
globalization criteria, we manage to define a set of truncated Newton algorithms. Computational
experiments were carried out in order to evaluate the performance of the defined algorithms.

Resumo

O método de Newton para a resolu¢do de um problema de optimizacio nao linear sem restrigoes
pode originar um processo iterativo exigente. Combinando métodos iterativos de Krylov com
diferentes critérios de terminacdo para a resolucdo inexacta do sistema Newton, uma técnica de
procura que pode ser linear ou curvilinea e critérios de globalizagdo mondtonos e nao mondétonos,
conseguimos definir um conjunto de algoritmos do método de Newton truncado. Foram realizadas
experiéncias computacionais para avaliar o desempenho dos diferentes algoritmos.
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1 Introducao

Um problema de optimizacao de uma funcao real de n varidveis reais sem restricoes
pode ser formulado como
min f (x 1
min f (1) 1)
em que f : IR® — IR se supde nao linear nas varidveis e duas vezes continuamente dife-
renciavel.
Um ponto de estacionaridade é um ponto que anula o vector gradiente da funcao f.
Se num ponto de estacionaridade a matriz Hessiana for definida positiva entao o ponto é
um minimizante local. Denotaremos por ¢ (z) o vector gradiente da funcdo f, em z, e por
H (x) a matriz Hessiana, ou das segundas derivadas, de f em .



O método de Newton é um processo iterativo que gera uma sucessao de aproximacoes
{z} a um ponto de estacionaridade de f usando, em cada iteragdo k, uma aproximagcao
quadrética da fungdo f em torno de um ponto xj. Mais precisamente, z; 1 é o resultado
das seguintes operagoes:

e obter o vector pg, solucao do sistema

H () p = —g (1), 2)
o afectar xp11 = g + Pk.

Denotaremos o sistema linear em (2) por sistema Newton e designaremos a sua solugao,
quando tnica, por direccao Newton.

A popularidade do método de Newton deve-se & sua réapida convergéncia, & facil codi-
ficacdo quando as derivadas sdo simples ou quando se recorre a ferramentas de diferenciacao
automética de funcoes e ao facto de ser invariante quando se aplica algum esquema de
escalonamento das variaveis [2], [3], [14], [18], [19], [20] e [24].

Alguns aspectos menos positivos estao relacionados com o facto da convergéncia ser
local e com a necessidade de resolver o sistema (2) em cada iteragdo. A primeira limitagao
é facilmente ultrapassada com a introducao de uma técnica de globalizacao no algoritmo.
Quanto ao sistema Newton, poderd nao se justificar a sua resolucdo exacta quando a
aproximacao xj se encontra afastada do ponto de estacionaridade ou quando o nimero
de varidveis é elevado. Nestes casos, pode optar-se pela resolucao inexacta do sistema
recorrendo a métodos iterativos.

Este artigo tem como objectivo fazer um estudo comparativo do desempenho de al-
gumas variantes do método de Newton que surgem da combinagao de critérios de glo-
balizacao, estratégias de procura de aproximagoes a solugao e métodos iterativos para a
resolucao inexacta do sistema Newton.

O artigo esta estruturado do seguinte modo. Na Seccao 2 sao apresentadas duas
técnicas de procura unidimensional, uma mondtona e a outra nao mondtona, para a glo-
balizagao dos algoritmos. A apresentacio é feita separadamente para as estratégias de
procura linear e procura curvilinea de aproximacoes & solucao. Na Seccao 3 descrevem-
se quatro métodos iterativos, baseados em espacos de Krylov, para a resolugao inexacta
do sistema Newton. Os resultados obtidos da implementacao das diversas variantes do
método de Newton sao apresentados na Secg¢ao 4 e a Secgao 5 contém as conclusdes.

2 Técnicas de globalizacao

Seleccionamos a técnica de procura unidimensional para a globalizagdo dos algoritmos.
Dada uma direccao de procura, este tipo de técnica calcula um escalar, A\, que representa
o comprimento do passo a efectuar ao longo da direc¢do, de modo a que o valor da funcao
objectivo diminua de uma forma desejada.

Um critério de procura monétono exige uma redugao significativa do valor da funcao
objectivo em todas as iteracoes para garantir convergéncia para um minimizante. Por



outro lado, ao forcar este comportamento, seleccionando quando necessario valores de A
menores que a unidade, a convergéncia pode abrandar especialmente na presenca de vales
profundos e estreitos [2] e [9]. Assim, parece mais vantajoso implementar um critério
de procura que permita um aumento do valor da funcdo objectivo em certas iteracoes,
conservando a convergéncia global. Este tipo de critério é denominado por ndo mondtono
[9].

As aproximagoes a solu¢ao do problema (1) podem ser obtidas com base numa tnica
direccao de procura ou através de uma combinacao de duas direcgoes. No primeiro caso,
a procura diz-se linear e no segundo, curvilinea.

2.1 Procura linear

O método de Newton com procura linear consiste em definir uma sucessao de apro-
ximagoes {xy} através da féormula recursiva zy11 = ) + A\ppg, onde py, é a solucao exacta
ou aproximada do sistema Newton e A\ é um escalar positivo escolhido de forma a satisfa-
zer um conjunto de condigoes. Estas condigcoes devem proporcionar a convergéncia global
do método ao mesmo tempo que nao devem impedir a escolha de A\, = 1 na proximidade de
um minimizante local onde a matriz Hessiana é definida positiva. Deste modo, o método
assume assimptoticamente as boas propriedades locais do método de Newton.

Apresentam-se de seguida dois grupos de condigoes. As condicoes de Wolfe e as de
Goldstein [20], que definem um critério monétono, e as condi¢des de Grippo, Lampariello
e Lucidi [10] que caracterizam um critério ndo mondtono com estabilizagdo do passo.

2.1.1 Critério monétono

As condicoes seguintes, conhecidas por condicoes de Wolfe, asseguram um decréscimo
mondtono dos valores da fungao objectivo ao longo do processo iterativo e sao suficien-
tes para assegurar a convergéncia global do método. Assim, o escalar positivo A\, deve
satisfazer:

Flont due) < ) v @) v e Jo.g| ®)

1
s+ )Tz g @) e |5 (@)

A condicao (3), conhecida por condigdo de Armijo, obriga a que f (w1 1) seja significa-
tivamente menor do que f (z) . A condigao (4), conhecida por condi¢ao de curvatura, evita
que A\ seja demasiado pequeno. Se pg for uma direccao descendente entio a existéncia de
A estd assegurada e a convergéncia global do método de Newton com procura linear esta
garantida [2, pp. 120].

Resultados andlogos de convergéncia global também podem ser obtidos se a condicao
(4) for substituida por

F @+ Mepr) > f (@) + g (wx) o . n € ] %, 1[ (5)

(veja-se [20, pp. 490]). As condicoes (3) e (5) sao conhecidas por condicoes de Goldstein
e tém a vantagem de nao necessitar do célculo do gradiente g (zj + Agpg)-



2.1.2 Critério nao mondétono com estabilizagcao do passo

O critério nao mondtono com estabilizagao do passo nao forca uma redugao dos valores
da fungao objectivo em todas as iteragoes. De facto, o passo pode ser automaticamente
aceite, sem avaliar a fungao objectivo no novo iterando, se o teste de estabilizacao definido
por ||pk|]| < Ay for satisfeito, para alguma sucessao {Ax} que converge para zero. Este
teste tem como objectivo verificar se os iterandos estao a convergir ou se a convergéncia
tem que ser forcada por um procedimento de procura ndo monétono [10].

Este procedimento usa na condi¢ao de Armijo um valor de referéncia Fj, em vez de
f(@k),

f (@ + Mepr) < Fy +yAng (z1) ¥ pr (6)

em que F; é o maior valor que a fun¢ao atinge num ntimero pré-determinado de iteracoes
anteriores. A condi¢do (6) pode ser vista como uma generaliza¢ao da condi¢ao (3), no
sentido de que permite o aumento do valor da funcao sem afectar as propriedades de
convergéncia [9, pp. 709].

2.2 Procura curvilinea

A direccao Newton p;, pode ndo ser uma direccado descendente e, por isso, pode nao
existir A\; que satisfaca qualquer das condicoes apresentadas anteriormente. Para obviar
esta dificuldade, Goldfard [5] e McCormick [16] propuseram uma variante do método de
Newton que define 211 nao sé a custa da direccdo Newton p; mas também a custa de
uma direc¢ao de curvatura negativa s, quando detectada. Moré e Sorensen [17] propdem
duas técnicas para o cédlculo da direccao sy.

O método de Newton com procura curvilinea consiste em definir xp1; = x5 + /\%pk +
AkSk, com A um escalar positivo a satisfazer um conjunto de condicoes, das quais desta-
camos o critério monétono proposto por Moré e Sorensen [17] e o critério ndo mondtono
com estabilizagdo do passo proposto por Ferris, Lucidi e Roma [4].

2.2.1 Critério mondtono

As condigoes seguintes sdo conhecidas por condi¢oes de Goldstein modificadas de se-
gunda ordem e envolvem as duas direccoes previamente calculadas py e si

F(zr 4+ Mook + Mesk) < f (z) + 77 [9 ()" pr. + %sEH (1) sk] v € ]0, %[ (7)

f (ke + Nopr + Mesk) > f (k) + A7 [9 ()" pr. + %SEH (z1) Sk] , 1€ ] %7 1 [ (8)

Quando o par de direccoes (py, si) verifica certas propriedades, estas condigoes garan-
tem a convergéncia para um ponto de estacionaridade de f onde a Hessiana é semidefinida
positiva [17, pp. 15].



2.2.2 Critério nao mondétono com estabilizagao do passo

Na sequéncia do que foi referido em 2.1.2, a condicao generalizada que corresponde a
(7) para a aceitagao de \j, é neste caso dada por

1
f 2k + Mo + Mesk) < Fj+972 | g (x0) " pr + §S;£H (71) sk |

em que [ é o valor de referéncia. Na procura curvilinea, o teste de estabilizacao baseia-se
na condi¢ao ||pg|| + ||sk|| < Ag. As propriedades de convergéncia de um algoritmo baseado
nas condicoes enunciadas sao apresentadas em Ferris, Lucidi e Roma [4, pp. 124].

3 Meétodos iterativos de Krylov

A utilizacao de um método iterativo para calcular uma aproximacao a direccao Newton
origina o método de Newton inexacto. A condi¢do de paragem do método iterativo deve
basear-se no tamanho do vector residuo, dado por

r = Hip+ g

em que Hp = H (zy), gr = g(zr) e p é a direccdo Newton efectivamente calculada.
Controlando o vector residuo, é possivel estabelecer um equilibrio entre a exactidao com
que o sistema Newton é resolvido e o niimero de operacoes realizadas em cada iteracao.
Seleccionamos para este artigo quatro métodos iterativos baseados em espacgos de Krylov.

3.1 Meétodo dos gradientes conjugados

Um dos métodos mais conhecidos para resolver sistemas lineares é o método dos gradi-
entes conjugados (veja-se Golub e Van Loan [6], Greenbaum [8], Hackbusch [11] e Kelley
[13)).

Se pg for uma aproximacao inicial a solucao do sistema Newton, a sucessao de apro-
ximagoes ¢ obtida através da férmula recursiva pji1 = p;j + a;d;, onde o coeficiente a; é
determinado por forma a minimizar a norma—Hy, do erro (741 = —H,;lgk —Dj+1)

0 = 10 d5)
7 (dj, Hydy)

e a direcgao d;;1 € actualizada por djy1 = rjy1 + bjdj, sendo b; um coeficiente que se
obtém resolvendo a equagao (d;41, dj)Hk =0, ou seja

(rj+1, Hydj)
(dj, Hydj)

Este método requer poucos recursos informaticos. Além do armazenamento da matriz
Hj, que é constante ao longo do processo iterativo, exige apenas o calculo e o arma-
zenamento de quatro vectores em cada iteracao. O método dos gradientes conjugados é
eficiente se a matriz for simétrica e definida positiva. Quando a matriz Hy, é indefinida,
o método pode falhar. No entanto, existem variantes do método dos gradientes conjuga-

dos que incorporam esquemas de seguranca para identificar matrizes indefinidas (veja-se
Dembo e Steihaug [1] e Gould, Lucidi, Roma e Toint [7]).

b = —



3.2 Processo de Lanczos

O processo de Lanczos nao exige que a matriz dos coeficientes do sistema seja defi-
nida positiva, sendo pois um bom ponto de partida para o desenvolvimento de métodos
iterativos para a resolucao de sistemas indefinidos. Com base numa matriz simétrica, o
processo de Lanczos reduz a matriz dos coeficientes do sistema a uma matriz tridiagonal
ou pentagonal (Greenbaum [8] e Paige e Saunders [21]).

Consideremos uma aproximacao a solu¢ao do sistema Newton (2) na forma p; = Vjz;
onde V; = [v1v2...v;] é uma matriz ortogonal de dimensao n x j. Os vectores v;, ¢ = 1,...,7,
sao obtidos pelo processo de Lanczos através da equacao

Bi+1vit1 = Hpv; — ajv; — Pivi—1, com i = 1,2, ...
em que vg = 0, v = —Hg—’;H, B1 = llgkll, ai = UZTHkvi e Pi+1 > 0 deve ser escolhido de
modo a que ||vj1|| = 1.
. 2 . . o
Do problema, zrélleri l75]|%, onde r; = gj, + H},Vjz; é o vector residuo da aproximagcao pj,

conclui-se que um ponto de estacionaridade z; satisfaz o seguinte sistema linear VjTH kBHLVzj =
—VjTHkng que é equivalente a (2).
Dependendo da escolha da matriz B, assim se obtém sistemas equivalentes ao sistema
inicial. Se B = H,;  , onde H, representa a inversa generalizada da matriz Hy, obtém-se
o sistema tridiagonal
Tjzj = Prer, com p; = Vjz; | (9)

onde Tj é uma matriz simétrica e tridiagonal de dimensao j, com T;; = «;, 1 = 1,...,7
e Tit1; = Tijy1 = Biy1, ¢ = 1,...,j — 1. O vector e; designa o primeiro vector da base
canonica. Este sistema linear tem solugao tinica se e s6 se T for nao singular. Quando a
matriz B é a identidade, obtém-se o sistema pentagonal

[T7 + B3 1ej¢f | 27 = TiPrer, com pj = Vizj . (10)

Neste caso, o nimero de condi¢do da matriz do sistema (10) poderd ser maior do que
o nimero de condigdo da matriz do sistema inicial (2), que pode ser um inconveniente
quando Hy, for mal condicionada [21, pp. 619].

3.3 Meétodo dos gradientes conjugados segundo Paige e Saunders

Esta versao do método dos gradientes conjugados baseia-se no processo de Lanczos
e foi proposta por Paige e Saunders [21] no Ambito da resolucdo de um sistema linear
simétrico e definido positivo.

Se a matriz Hj, for definida positiva, a matriz 7; de (9) também o é, pois os seus
valores préprios estao entre o maior e o menor valor préprio da matriz Hy, [21]. Quando a
matriz Tj é definida positiva, o sistema (9) pode ser resolvido pela decomposicao Cholesky,
T, = LijL;-F, em que L; é uma matriz bidiagonal inferior com elementos unitdrios na
diagonal principal e D; uma matriz diagonal com elementos positivos.

O método dos gradientes conjugados segundo Paige e Saunders é baseado na resolucao
do sistema (9) através da decomposi¢do Cholesky da matriz Tj. Assim, a sucessao de



aproximacoes & direccao Newton é obtida na forma p; = V;z; onde o vector z; é calculado
através do seguinte sistema
T, _
LijLj Zj = 6161.

A actualizacao das matrizes factorizadas é simples uma vez que L; e D; sdo respec-
tivamente as submatrizes principais de L1 e Djyq1. O célculo dos elementos /1, da
posicao (j + 1,7) da matriz Lj;1, e dj;1 da matriz Djq, faz-se através das igualdades

Bj+1

w1 === e djt1 = a1 — Bjraljn.
J

Esta versao é matematicamente equivalente ao método dos gradientes conjugados, em-
bora a abordagem ao nivel computacional seja ligeiramente diferente. Como facilmente
se constata, esta versao requer que a matriz Hj seja definida positiva para que a decom-
posicao Cholesky exista e assim garantir estabilidade numérica do processo iterativo [21,
pp. 621].

3.4 Método symmlq

Esta apresentagdo do método symmlq (de symmetric LQ decomposition) tem como
base o trabalho de Paige e Saunders [21].

Quando a matriz do sistema ¢é indefinida, pode usar-se o método symmlq para resolver
o sistema (2). Este método é baseado na resolugao do sistema (9) através da decomposigao
LQ da matriz Tj. Seja T = j;ij a decomposicao ortogonal da matriz T, onde jlj é uma
matriz triangular inferior composta por trés diagonais e (); uma matriz ortogonal.

Substituindo T} pela decomposigao ortogonal, obtém-se o sistema

EijZj = ,8161 com pj = VJZ] (11)

Também neste caso, a actualizacado da matriz jlj se faz com relativa facilidade. A
submatriz principal de ordem j de L;y; é uma matriz L; que difere de L; no elemento ;

da posicao (7, 7). A relacdo entre 7; e o correspondente elemento de L; é 1; = /Z? + 5]2 11

Tal como o método dos gradientes conjugados, o método symmlq minimiza a norma—Is
do erro mas num espago diferente de Krylov [8]. Além disso, quando a matriz do sistema
é definida positiva 0 método symmlq gera a mesma solugdo que o método dos gradientes
conjugados.

3.5 Método minres

O método minres (de minimum residual) [8] e [21] pode ser aplicado a sistemas
simétricos indefinidos e é baseado na resolugao do sistema (10) e na decomposi¢iao I_/ij
de Tj.

A matriz dos coeficientes do sistema (10) é pentagonal e pelo menos semidefinida
positiva. Utilizando a decomposicao j;ij de T}, obtém-se

T? + B7a¢je; = LiLiT + (Bjaep) (Bjraey)” = LiLT



com L; = L;Dj, onde D; = diag(l,...,1,¢j) e ¢; = 7j/t;. Assim, o sistema (10) é
equivalente a
LjLJsz = f1L;Qje1 com p; = V;z;.

3.6 Critérios de terminagao

Nao parece razoavel terminar os métodos iterativos acima descritos para a resolucao
do sistema Newton, apenas quando a solugao exacta for encontrada. Em vez disso, deve
usar-se um critério de terminacao. KEste critério inclui condi¢oes que, sendo verificadas,
garantem que a aproximagao é adequada face ao progresso do algoritmo.

Quando se introduz um critério de terminacao para parar o processo iterativo antes de
atingir a solugao exacta do sistema Newton, diz-se que o processo foi truncado e o método
de Newton resultante é conhecido por método de Newton truncado (NT). A aproximacio
a solucao passa a ser denotada por pg, onde k designa o indice da iteracdo do método de
Newton. Neste sentido, p; é a direccao utilizada para determinar uma nova aproximac¢ao
ao ponto de estacionaridade da funcao f.

Apresentam-se de seguida os trés critérios implementados neste trabalho.

Critério de Terminagao 1
Um dos critérios de terminacao limita os residuos, em termos relativos, por uma con-
stante positiva previamente fixada, &, ou seja, as iteracoes terminam quando

llgx + Hipjl|
gl

sendo p; uma aproximacao & direccao Newton. Se ¢ for suficientemente pequeno, a apro-
ximagao p; estd muito proxima da direccao Newton e a exactidao com que o sistema
Newton é resolvido mantém-se constante ao longo do processo iterativo.

<<,

Critério de Terminagao 2

Sao bem conhecidas as propriedades de convergéncia do método de Newton na vi-
zinhanca da solugao. Longe de um ponto de estacionaridade parece nao haver justificacao
para calcular a solucdo exacta do sistema Newton. Assim, parece existir uma relacao
directa entre o trabalho necessario para calcular a direccdo de procura e a proximidade a
um ponto de estacionaridade. Um critério que tem em consideracao esta relacao, baseia-se

na condicao
Il _ {1 ¢
< min{ -, ||gk|| )
g%l k

para algum 0 < ¢t < 1 [1], para a paragem do processo iterativo. Desta escolha resulta que
na proximidade de um ponto de estacionaridade a exactidao com que o sistema é resolvido
é maior.

Critério de Terminagao 3

Uma aproximacao a direccao Newton também pode ser avaliada através da grandeza
do vector residuo. Lucidi e Roma [15] propoem a seguinte condi¢cdo como critério de
terminacao no calculo de uma aproximagcao a solucao do sistema Newton

1 1
75l < 7min {1, [ gx|| max § ———, — )
E+1" o7



onde 7 > 0. Este critério tem caracteristicas, em parte, semelhantes ao segundo. O residuo
mantém-se constante longe de um ponto de estacionaridade da funcdo e tende para zero
a medida que se avanga no processo iterativo e ||gx|| — 0.

4 Estudo computacional

Os resultados apresentados nesta seccdo foram obtidos com base num nimero limi-
tado de testes e fornecem algumas indicacoes sobre o desempenho das diversas variantes
apresentadas.

O computador utilizado foi um Pentium II, Celeron a 466Mhz com 64M RAM. A
linguagem de programacao foi o Fortran 90 sobre o sistema operativo MS-DOS.

Foi usado um conjunto de dez problemas de optimizacao com e sem restricoes nas
variaveis, de pequena dimensdo, que inclui problemas bem conhecidos e de dificil re-
solugdao. Os problemas com restrigoes nas varidveis foram transformados em problemas
sem restricoes através da funcdo de penalidade Iy em que o pardmetro de penalidade foi
mantido constante ao longo do processo iterativo. Os problemas sem restricdes (5201,
S256 e S257) foram retirados de Schittkowski [23] e os com restri¢oes foram retirados
de Hock e Schittkowski [12] (HS006 com parametro de penalidade 1 e 10, HS007 com
parametro de penalidade 1 e 100 e HS027 com pardmetro de penalidade 1) e de Grippo,
Lampariello e Lucidi [10] (funcdo Maratos com o parametro de penalidade 1 e 100).

As experiéncias computacionais realizadas tinham como objectivo identificar:

e uma técnica eficiente e robusta para calcular uma aproximacao a direccao Newton
através da combinagao de um métodos iterativo, para a resolugao do sistema Newton,
com um dos critérios de terminacao descritos na Subseccao 3.6;

e um critério de procura unidimensional, monétono ou nao mondtono, para a globa-
lizagao do algoritmo;

e uma estratégia de procura, linear ou curvilinea, para gerar as aproximacoes zj a
solucao do problema.

Para a resolucao inexacta do sistema Newton foram usados os seguintes métodos:
gradientes conjugados (gc), gradientes conjugados baseado no processo de Lanczos (gc-
PS), symmlq e minres.

Optou-se por apresentar um resumo dos resultados de modo a tornar mais facil a sua
andlise e interpretacdo. As tabelas completas podem ser consultadas em Pereira [22].
Consideramos que um problema é resolvido quando se obtém uma aproximacao a um
ponto de estacionaridade em que ||g (z1)|| < 1075, em menos de 100 iteracdes.

A ordem entre as comparagoes efectuadas é a seguinte: comparagao entre os métodos
iterativos para a resolucao do sistema Newton, comparacao entre os critérios de procura
unidimensional monétono e nao mondtono com estabilizacao do passo e comparacao entre
a procura linear e a curvilinea.



4.1 Comparagao entre os métodos iterativos

Para identificar o método iterativo e o critério de terminacao mais adequados a re-
solucao inexacta do sistema Newton, consideramos os seguintes valores:

e Critério de Terminacio 1 (C-1): £ =1077;
e Critério de Terminacao 2 (C-2): ¢ =1 (indicado por Dembo e Steihaug [1]);

e Critério de Terminagao 3 (C-3): 7 = 107! (indicado por Lucidi e Roma [15]).

Cada método iterativo para a resolugao do sistema Newton foi testado com os trés
critérios de terminacao e com as estratégias de globalizagdo mondtona e nao mondtona
com estabilizacao do passo. A Tabela 1 apresenta, de um total de vinte testes, o ntimero
de casos bem sucedidos. O nimero vinte surge da combinagao dos dez problemas com as
duas estratégias de globalizacao.

H H gc H gc-PS H symmlq H minres H

C-1 ] 20 20 20 20
C-2 | 13 13 13 16
C-3 || 20 20 20 20

Tabela 1: Métodos iterativos de Krylov (ntimero de casos resolvidos).

Pode concluir-se que, em termos de robustez, os melhores critérios de terminacao a
usar nos métodos iterativos sao o C-1 e o C-3.

Para analisar a eficiéncia, considerou-se o nimero de iteracoes externas (iteragoes que
o método de Newton truncado necessita para atingir uma aproximagao a um ponto de
estacionaridade com uma certa precisao) e o niimero total de iteracoes internas (iteracoes
necessarias para a resolucao do sistema Newton por um método iterativo com um determi-
nado critério de terminagao). Os resultados acumulados do niimero de iteracgoes externas
(N°Ext.) e internas (N°Int.), na resolu¢do comum de seis problemas, sdo dados na Tabela
2.

H H gc H gc-PS H symmlq H minres H

[ || NExt. | N°Int. || N°Ext. | N°Tnt. | N°Ext. | N°Int. || N°Ext. | N°Int. |
C-1 124 370 124 368 124 378 124 374
C-2 114 248 114 248 116 259 121 263

C-3 111 314 111 314 111 319 111 314

Tabela 2: Métodos iterativos de Krylov (ntimero de iteragoes).

Dos testes efectuados, verifica-se que com o Critério de Terminagao 3 atinge-se a solucao
em menos iteracoes externas. O Critério de Terminagao 2 é o que exige menos iteragoes
internas. No entanto, face aos resultados da Tabela 1, podemos concluir que o critério C-3
é 0 mais adequado para a resolucao inexacta do sistema Newton.
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4.2 Critério monotono versus critério nao mondétono com estabilizacao

Nas estratégias de globalizacao do algoritmo, definidas na Seccao 2, consideramos os
seguintes parametros n = 0.9 e v = 1074, Também usdmos na estratégia nido monétona
com estabilizacdo do passo os valores sugeridos por Ferris, Lucidi e Roma [4].

Vejamos agora de que maneira a escolha da técnica de globalizagdo influencia a eficiéncia
e a robustez dos métodos NT. Relativamente & robustez, apenas os métodos gc, gc-PS
e symmlg, quando combinados com o Critério de Terminacdo 2, possuem diferencas no
naimero total de problemas resolvidos, que se traduzem apenas num caso. Na Tabela 3, sao
apresentados os resultados acumulados relativos ao niimero de iteragoes externas e calculos
da funcdo (N¢ F.), com base em seis problemas que foram resolvidos simultaneamente por
todas as variantes.

H “ gc “ gc-PS “ symmlq “ minres “
[ || NExt. | N°F. | N°Ext. | N°F. | N°Ext. | N°F. || N°Ext. | N°F. |
C-1 62 372 62 372 62 372 62 372
C-2 56 171 56 171 58 196 60 190
C-3 55 191 55 199 55 197 56 198

Tabela 3: Métodos iterativos de Krylov (critério mondtono).

Em termos do niimero de chamadas & fungao, para o calculo do comprimento do passo,
as melhores variantes do método NT sao aquelas que utilizam o Critério de Terminacao
2 e os métodos gc e gc-PS. A Tabela 4 contém o mesmo tipo de resultados, mas agora
obtidos com o critério nao mondtono com estabilizacao.

H “ gc “ gc-PS “ symmlq “ minres “

[ || NExt. | N°F. | N°Ext. | N°F. | N°Ext. | N°F. || N°Ext. | N°F. |
C-1 62 9 62 9 62 9 62 9
C-2 58 9 56 8 58 8 61 8
C-3 56 9 56 9 56 9 55 9

Tabela 4: Métodos iterativos de Krylov (critério ndo mondtono com estabilizagdo do
passo).

A variagdo no nimero de chamadas & fungao é pouco significativa. Comparando os
resultados das Tabelas 3 e 4, verifica-se que o critério nao monétono reduz de uma forma
significativa o nimero de chamadas & fun¢do sem contudo aumentar o ntimero de iteragoes
externas.

4.3 Procura linear versus procura curvilinea

Como referido na Subsecgao 2.2, 0 método N'T baseado numa procura curvilinea recorre
ao célculo de duas direcgoes: a de Newton e uma de curvatura negativa. Quando existe, a
direcgao de curvatura negativa pode ser calculada com base na matriz T; do processo de
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Lanczos [15]. Neste contexto, apenas foram utilizados o método dos gradientes conjugados
segundo Paige e Saunders, o symmlq e o minres. A Tabela 5 apresenta o niimero de casos
resolvidos por cada um dos métodos.

“ “ gc-PS “ symmilq “ minres H

C-1 20 20 20
C-2 19 18 19
C-3 20 20 20

Tabela 5: Resultados obtidos com procura curvilinea (nimero de casos resolvidos).

As implementagoes baseadas nos Critérios de Terminacao 1 e 3 sdo as mais robustas.
Comparando as Tabelas 1 e 5, verifica-se que as variantes do método NT baseadas na
procura curvilinea resolveram maior ou igual ntimero de casos do que as mesmas variantes
baseadas numa procura linear. Dos cinco problemas resolvidos simultaneamente pelos
trés métodos resultaram os valores acumulados apresentados na Tabela 6, para a procura
linear, e na Tabela 7, para a procura curvilinea.

H H gc-PS H symmlq H minres H

[ || N° Bxt. [ N° Int. | N° Bxt. | N° Int. || N° Ext. | N° Int. |
C-1 98 264 98 274 98 270
C-2 91 199 86 196 98 214
C-3 89 234 89 237 89 234

Tabela 6: Resultados obtidos com procura linear (ntimero de iteragoes).

H H gc-PS H symmlq H minres

[ || N° Bxt. [ N° Iut. || N° Bxt. | N° Int. || N° Ext. | N° Int. |
C-1 140 348 140 358 140 354
C-2 144 282 142 280 148 297
C-3 145 352 145 352 143 348

Tabela 7: Resultados obtidos com procura curvilinea (nimero de iteragoes).

Verificou-se que, em alguns problemas, as variantes com procura curvilinea convergem
para solucoes diferentes das obtidas com a procura linear. Tal facto, deve-se ao uso da
direccdo de curvatura negativa. Analisando as Tabelas 6 e 7, conclui-se que a procura
curvilinea exige um maior niimero de iteracoes externas e internas do que a procura li-
near. Separando os resultados por técnica de globalizacao, apresentam-se na Tabela 8 os
resultados acumulados obtidos pela estratégia monétona e na Tabela 9 os obtidos pela
estratégia nao mondtona com estabilizacao do passo.
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H H gc-PS H symmlq H minres H
[ | N°Ext. [ NInt. || N°Ext. | N°Int. | N°Ext. | NeIut. |

C-1 73 180 73 185 73 183
C-2 78 153 7 152 76 153
C-3 76 183 76 183 75 181

Tabela 8: Resultados baseados numa procura curvilinea (critério monétono).

H H gc-PS H symmlq H minres H

[ || NExt. | N°Int. || N°Ext. | N°Tt. | N°Ext. | N°Int. |
C-1 67 168 67 173 67 171
C-2 66 129 65 128 72 144
C-3 69 169 69 169 68 167

Tabela 9: Resultados baseados numa procura curvilinea (critério ndo monétono com esta-
bilizagdo do passo).

E interessante verificar que a estratégia nao mondtona com estabilizagao do passo con-
verge em menos iteracoes externas do que a estratégia monétona, quando implementadas
no ambito de uma procura curvilinea.

5 Conclusoes

Um método de Newton truncado surge quando se resolve o sistema Newton por um
método iterativo e se usa um critério de terminagdo para truncar o processo iterativo e
obter uma aproximagcao a direccdo Newton. Neste artigo, foram implementados quatro
métodos iterativos baseados em espacos de Krylov e trés critérios diferentes de terminagao
destes processos iterativos. Para a globalizagdo dos algoritmos, foram usados dois critérios
de procura unidimensional, um monétono e outro nao monétono que inclui uma condigao
de estabilizacao do passo. Além disso, a sucessao de aproximacgoes & solucao foi ainda
gerada através de uma procura linear e de uma procura curvilinea.

A combinagao destes diferentes procedimentos gera as diferentes variantes do método
de Newton para a resolucdo de um problema de optimizacao nao linear sem restricoes. As
experiéncias computacionais realizadas com base nas variantes apresentadas servem para
identificar a combinagao mais eficiente e robusta dos procedimentos acima enunciados.

Em termos de conclusoes finais, e em relagdo ao nimero de iteragoes externas, os
melhores resultados foram obtidos pelas variantes do método NT que se baseiam numa
procura linear e que usam o Critério de Terminagao 3. A escolha do critério de globalizagao,
entre mondtono e nao mondtono com estabilizacao do passo, é imediata uma vez que a
implementacao do critério nao mondtono traduz-se numa reducao do nimero de chamadas
a funcao, sem aumentar o nimero de iteragoes externas. Embora a procura curvilinea
tenha resolvido no global um ntimero maior de problemas, o niimero de iteragoes externas
também aumentou. Um outro aspecto menos positivo da implementagao deste tipo de
procura reside na necessidade de calcular o menor valor préprio e o correspondente vector
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préprio [15] para determinar a direccao de curvatura negativa, quando a matriz dos
coeficientes do sistema Newton nao é semidefinida positiva. Durante os testes efectuados,
poucas vezes houve necessidade de calcular a direcgao de curvatura negativa.

Para concluir e com base nos testes realizados, a variante do método de Newton trun-
cado mais eficiente e robusta combina uma procura linear, os métodos symmlq ou minres
com o Critério de Terminacao 3 e uma estratégia nao mondtona com estabilizacdo do
passo.
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