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Resumo

A Programacdo Linear, PL, tem como objectivo a resolugdo de problemas de
optimizagdo com restricbes em que todas as funcdes envolvidas sdo lineares. Diversos
problemas da vida real podem ser formulados como problemas de PL como, por
exemplo, os problemas de planeamento e de transportes.

A Programacdo Linear é um dos temas obrigatorios de algumas disciplinas de
Matematica do Ensino Secundario, sendo importante que se trabalhem com os alunos
problemas que traduzam situagdes reais, ou suas adaptacdes. Como estes problemas
nem sempre sao faceis e rapidos de resolver, a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas na
sua resolucdo reveste-se de enorme importancia.

Existem diversos programas de computador como o Solver do Microsoft Office Excel, o
WinQSB, o Programacién Lineal e o Winplot, de fécil utilizacdo pelos alunos, que
possibilitam a exploracdo grafica, no caso bidimensional, ou analitica dos problemas de
PL. O uso deste software permite que os alunos resolvam uma maior diversidade de
problemas e se centrem mais na analise e interpretacdo de resultados.

Neste artigo, ilustra-se, resumidamente, a forma de resolver problemas de PL com o
software mencionado e discute-se as suas potencialidades e limitacdes.
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Introducéo

Na sociedade actual somos varias vezes confrontados com situacfes em que temos de
tomar decisdes de planeamento ou de gestdo de forma a rentabilizar os recursos
disponiveis e minimizar 0s custos ou consumos, ou seja, € necessario resolver
problemas de optimizacdo. Se neste tipo de problemas todas as funcdes envolvidas

(funcéo objectivo e restricdes) sao lineares temos um problema de PL.

Como uma das finalidades da disciplina de Matematica no Ensino Secundario é
"desenvolver a capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacdo e
intervengdo no real" (Silva et. al, 2001, p.3), torna-se imprescindivel que esses alunos
explorem também problemas de PL. De realcar, que nos programas oficiais em vigor a
Programacao Linear € um dos temas obrigatorios das disciplinas de Matematica A do
11.° ano e Matematica B do 12.° ano do Ensino Secundario. Com efeito, no primeiro

caso, a PL é um dos contetdos do Tema | - Geometria no Plano e no Espaco II,



recomendando-se uma breve introducdo ao tema e a inclusdo de referéncias aos

Dominios Planos - interpretacdo geométrica de condigdes (Silva et al., 2002a).

No programa da disciplina de Matemética B para o 12.° ano, a PL é um dos conteudos
do Tema IV - Problemas de optimizacdo. "Pretende-se que os estudantes sejam capazes
de reconhecer que situacdes distintas podem ser descritas pelo mesmo modelo
matematico, resolver numérica e graficamente problemas simples de Programacéo
Linear e reconhecer o contributo da Matematica na tomada de decis@es, assim como as

suas limitacdes.” (Silva et al., 2002b, p.7).

Os problemas de PL, oriundos de situacGes reais, nem sempre sdo de facil e rapida
resolugdo, pois podem envolver um considerdvel nimero de variaveis ou restricdes,
pelo que se torna imprescindivel o recurso a ferramentas tecnoldgicas. Estas, para além
de constituirem um objecto de motivacdo e predisposicdo para a aprendizagem,
permitem que os alunos resolvam uma maior diversidade de problemas e que 0s

explorem com maior profundidade.

Resolucéo de problemas de PL com recurso a Software

Os manuais do Ensino Secundario (Jorge et al., 2004; Neves et al., 2006) apresentam,
essencialmente, problemas de PL com duas variaveis, sendo as propostas de resolucéo
baseadas na representacdo grafica da regido admissivel, remetendo posteriormente para
0 célculo do valor da fungdo objectivo em todos os vértices da regido admissivel ou
para a representacdo de rectas de nivel da funcdo objectivo. Embora alguns manuais
facam referéncia a necessidade de recorrer a utilizacdo de software de PL para resolver

problemas do quotidiano, ndo exploram nem incentivam a sua utilizacao.

Existe uma série de software entre os quais, o Solver do Microsoft Office Excel, o
WinQSB, o Programacion Lineal e o Winplot, que pode ser utilizado para resolucéo de

problemas de PL no Ensino Secundario.
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Nas seccdes seguintes pretende-se ilustrar, resumidamente, como se pode utilizar o

software acima mencionado para resolver o seguinte problema de PL.

Tabela 1 - Problema de PL (adaptado de Jorge et al., 2004)

Um fabricante produz trés tipos de bicicletas: B1, B2 e B3, com lucro unitéario de 100 euros. Na produgao
semanal usam-se trés oficinas, cuja disponibilidade horaria semanal é 200, 240 e 600, respectivamente.
O namero de horas necessarias, em cada oficina, para produzir uma bicicleta de cada tipo é o seguinte:
B; | B, | B3
OficinaA| 2| 1| 0
OficinaB | 0| 3| 4
OficinaC | 0| 0] 21
Devido a um problema com as maquinas, a fabrica nessa semana, passou a produzir apenas bicicletas
dos tipos B1 e B2.

Questdo 1. Quantas bicicletas de cada tipo deve a fabrica produzir para obter o lucro maximo?

Questdo 2. Quando a fabrica estiver apta a produzir os trés tipos de bicicletas, quantas bicicletas de cada
tipo deve a fabrica produzir para obter o lucro maximo?

Resolucéo do problema utilizando o Winplot

O Winplot (Parris, 2009) € um programa grafico que permite desenhar fungdes em duas
e trés dimensdes, 2D e 3D respectivamente, sendo um recurso de livre acesso. Embora
se possam realizar representacbes a 3D ndo € possivel representar 0s semi-espacos
relativos as restri¢fes, pelo que se vai utilizar esta ferramenta apenas para resolver a

Questédo 1 do problema proposto.

Tabela 2 - Resolucdo da Questdo 1 utilizando o Winplot
— No menu Janela
escolher 2-dim. I

Aparece um sistema de eixos
Cuja escala se pode adequar.

din F2

Z-dim
dm  F3

Para introduzir as equagdes
relativas as restricdes, no
menu Equacéo, escolhe-se
Implicita (obtém-se a recta) e
seguidamente, no mesmo
menu , selecciona-se

) Desigualdade implicita, o que
permite o tracado do semi-
plano (ver figura).
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Tabela 2 - Resolugdo da Questdo 1 utilizando o Winplot (continuacao)
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Seguindo um procedimento
analogo para as restantes
restricbes e mantendo
seleccionado intersecgdo, na
janela RegiGes implicitas,
(figura anterior), obtém-se a
regido admissivel.

A funcéo objectivo pode ser
representada seguindo o
procedimento, ja descrito, de
introducdo das equacdes.
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Para fazer a animagdo da
recta representativa da fungéo
objectivo:

- no menu Anim. seleccionar
Parémetros A-W e escolher o
pardmetro que vai variar,
neste caso L;

- escolher na janela Valor
usual de L o valor inferior e
superior para o parametro que
varia;

- clicar nas setas da janela
para deslocar a recta.

2x+y=200 )
3y=240 =
proxintersecsn | marcar ponto

%=59.99999
= 8000002

z=1.10715

guardar [ <]
como [4 <] fechar

I anguio de interseg3o em graus

Para encontrar a solugéo
Optima, no menu Dois clicar
em InterseccBes. Abre-se a
janela Intersec¢do onde se
seleccionam as duas rectas
cujo ponto de interseccdo
corresponde a solugdo Gptima.
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Resolucéo do problema utilizando o Programacion Lineal

O Programacion Lineal (Roset, 1994) é um software livre, de facil utilizacdo e apenas

direccionado a PL. S6 permite resolver problemas com duas variaveis pelo que se vai

apresentar apenas a resolucdo da Questéo 1.

Tabela 3 - Resolugdo da Questdo 1 utilizando o Programacion Lineal

1INECU. = [Zxry<o200

2INECU. = (3240

(JINECU. = [0
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‘SMECU. =

FXYI= [fonio0y
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¥
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=T Abrindo o Programacién, Lineal,
aparece uma tabela que se tem de
preencher com:
- dados referentes aos eixos;
- inequaces correspondentes as
= e ect
Foalso X [T rodse¥ [0 - fungdo objectivo.

Pode-se clicar em Aceptar ap6s
preencher toda a tabela ou apds
a introducdo de cada uma das
inequacoes.

F(0, 200) = 20000,
F(100, 0) = 10000,
F(60, 80) = 14000,
F(0, 200) = 20000,
F(100, ) =10000;
(0, 80) =8000;
F(0, 80) =8000;
FO,0)=0 S
FO,00=0, S
FO,00=0, 5

WMaz(50, 80) = 14000
Win(0, 0) = 0
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Programacion Lineal

Andva Optiones Progra. ineal
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Seleccionando no menu
Progra.lineal a op¢éo:

- Marcar solucion, obtém-se a
sobreposic¢ao dos varios semi-
planos correspondentes as
restrigcdes. (fig. sup. a esquerda)
- Puntos de corte, obtém-se

as coordenadas dos pontos de
interseccdo das rectas
correspondentes as restricGes, a
indicacdo se o ponto obedece (S)
ou ndo (N) a cada restricdo e o
valor da funcdo objectivo nesse
ponto (fig. a direita).

- Copiar la solucion en el
portapapeles, pode-se obter os
dados anteriores num documento
de Word (fig. inf. a esquerda).
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Resolucéo do problema utilizando o WinQSB

O WinQSB (Chang, 2009) é um software, desenvolvido para vérias &reas de
Investigacdo Operacional, que permite a resolucdo gréfica (para 2D) e analitica de

problemas de PL através do modulo Linear and Integer Programming.

Tabela 4 - Resolugdo da Questdo 1 utilizando o WinQSB

B Seleccionando no menu File, New
Problem obtém-se o quadro (ver
figura) para introduzir os dados

blem Title: (Bicicletas-0 ]

~ Numberof cemt Numberof e
Variables: 2 . C e |

Fient referentes ao problema: Titulo do
[ ek e problema; NUmero de variaveis;
'iDnlaEnlryFnlmnxl C Binary (0.1) Nﬂmero de restrigaes; TIpO de
| © Spreadshoet Matiix Form © UnsignedZunrestiicted .. ~ . . -
| CMomamostram | , optimizacgdo; Tipo de variaveis e
ok | [ | [ | Formato de entrada dos dados.
Como se escolheu Spreadsheet Matrix
= Form, como formato de entrada de

. dados, vai-se introduzir os dados do
g R problema na forma matricial:
Oficina B 0 3 <= 240 . . ~ - -
o 0 coeficientes da fungéo objectivo,
UpperBound M M \ . - .
dados referentes as restrices, limite
inferior /superior de cada variavel.
Pl ome_Fesiks il i _tob Seleccionando Solve the Problem no
menu Solve and Analyze obtém-se a
Thusdey | wne | 1] 2010 solucdo Optima e o valor 6ptimo, para
Decision | Solution Unit Costor  Total | Reduced Basis  Allowable Allowable , - - ~
| | Yatiable | Valuo | Pioftclil Connbution _Cost  Status Min. ol Max ol a|em de outras |nd|Cagoesl
1 X 60,0000 100,0000  €.000,0000 o basic 0 200.0000
£ 80.0000 100,000  8.000.0000 0 basic | 500000 M Se se preferir apenas a solugéo com
|| Obiective Function  [Max.)=  14.000,0000 - - ~ - \ -7 -
e L e e mdmagogs relativas as variaveis e ao
? Oficina A 200,0000 <= 200,0000 1] 50,0000 80,0000 M Valor Optl moy no menu Resu'ts
[2] oficina B | 240.0000 <= 240.0000 0 16.6667 0 600.0000 eSCOIhe-Se SOIUtion Summary
8 Grophic Sluion fr B Para resolver o problema
v . Constraint: — Obiective Function: _— Feasible Area: [ graflcamente' seIeCCIOnar Graphlc
SRt Tt il | Method no menu Solve and Analyze.
s 1w -
1 Seguidamente, p— |
1 escolhe-se a variavel
1 a associar a cada
i 1 eixo.
100,00 L B E
[ Oficina B ] , - C=7
] Obtém-se uma figura
1 onde estdo representadas as restri¢ées,
J a funcdo objectivo, a regido admissivel
1 e sdo indicadas a solugdo Gptima e o
1 correspondente valor da fungéo
U'mﬂ, 0 20,00 40,00 B0.00 80,00 100,00 Obj ectivo .
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Para a resolucdo da Questdo 2 seguem-se 0s mesmos procedimentos, a excepg¢do do

método gréfico que nesta situacdo ndo é aplicivel dado o problema ter trés variéveis.

Resolucéo do problema utilizando o Solver do Excel

O software Microsoft Office Excel 2007, ou simplesmente Excel, resolve problemas de

PL, de forma analitica, através da ferramenta Solver. Como permite resolver problemas

com Vvarias variaveis, vai-se apresentar a resolucéo da Questdo 2 do problema proposto.

Tabela 5 - Resolucdo da Questdo 2 utilizando o Solver do Excel

Preencher uma folha de calculo:
- linhas 5a7 comcolunas C a E -
coeficientes das restrigdes;

A B C D E F G H
1 - linhas 5 a 7 com coluna F - valor de cada
2 Bicicletas-Q2  Introdugdo e organizagdo dos dados restrigéo em fUn(}éO de X, Y ez .Na Célula
z31 X y z Lado esquerdo  Sinal  Lado direito F5 e dlgltada a férmUIa
5 | oficinaA 2 1 0 0 < 200 | =SSOMARPRODUTO(C5:E5;$C$9:$E$9)
6 | OficinaB 0 3 0 <= 20 | que € copiada para as restantes;
: fgd""’ € T o 500 | - linha 8 com colunas C a E - coeficientes
5 Solugio 0 0 0 da fungdo objectivo (FO);
10 - linha 9 com colunas C a E - valores de X,
yez
- célula F8 - valor da funcéo objectivo.
Porarneare: dc toil =X No menu Dados - Analise clicar em
Célula de destino: & Solucionador. Aparece a janela
luala: © Madmo O Mimo ) Valorde [0 = Parametros do Solver para preencher:
ErelEEE i E - - Célula de destino - local onde se quer o
KRED 2 R valor da funcéo objectivo (célula F8)
Szi: :Sr:“l':::o — Qpcfes - Por alteragéo das células - valores de X,
$FS5:$FST <= SH$5:$HST | Adoner | yez,
[t Repor tudo - Sujeito as restrigdes - incluir as
-] Lgmoa ] — restricdes. Clicando na caixa Adicionar
aparece a janela Adicionar restricdo que
’ se preenche com base na folha de célculo.
Crce dossg - Na janela Parédmetros do Solver clicar em
Tempo s sequncs Opc0es, abre-se a janela Opcdes do
tctes: 10 [ concx ] Solver. Nesta seleccionar Assumir modelo
B linear e Assumir nimeros n&o negativos
convrgtnci:[0.0002 — (pretende-se s variaveis nao negativas).

Estimativas
@ Tangendiais

Quadrdticas

] Assumir modelo linear
] Agsumir nio-negativos

Mostrar os
as

Utiizar escala automatica

resultados de iteragio
Procura
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Tabela 5 - Resolucdo da Questdo 2 utilizando o Solver do Excel (continuagéo)

Voltando a janela Parametros do Solver e

x y z Lado esquerde  Sinal  Lado direito N ) A ;
Oficina A 2 1 0 00 <= 200 clicando na caixa Solucionar obtém-se, na
Oficina B 0 3 a 238 <= 240 folha de célculo, a solucéo e o valor
Oficina C o 1] 21 588 <= 600 A H
FO 100 100 IDDI 145 DD.I Optl mos.
Solugio 79 42 28
Resulados do Solver e Apos a resolucédo aparece a janela

O Slver encontrou
condigbes de optimi

P Resultados do solver, podendo-se
e W seleccionar as opces de relatorios
Limites. - ’ -

- disponiveis.

ar | [ Guardarcensrio.. | [ Ajuds

Vantagens e desvantagens do software apresentado

A anélise e comparacdo do software vai-se focar essencialmente na forma de introdugéo
(simplicidade/complexidade) dos dados, na dimensdo dos problemas que permitem

resolver e nos processos de resolucdo utilizados.

No que diz respeito a introducdo dos dados relativos a fungdo objectivo e as restri¢oes,
0 WinQSB e o Programaciéon Lineal, como sdo orientados para a resolucdo de
problemas de PL, permitem introduzir os dados com facilidade, isto &, h&d uma
compreensdo rapida dos procedimentos a efectuar, ja no caso do Winplot e do Excel a
introducdo desses dados ndo € tdo intuitiva nem imediata. Por exemplo, no Winplot
exige trabalho em varios menus e no Excel tera de ser o proprio utilizador a decidir a

forma de efectuar o seu registo na folha de célculo.

Quanto a dimensdo dos problemas, apenas o Excel e 0 WinQSB permitem resolver, de
forma simples, problemas com mais de duas varidveis. De referir que o Programacién

Lineal s6 admite no maximo cinco restrigdes.

Relativamente aos processos de resolucdo, enquanto o Solver do Excel efectua apenas a
resolucdo analitica 0o WIinQSB, o Programaciéon Lineal e o Winplot permitem a

resolucéo gréfica para o caso 2D.
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Comparando com mais detalhe o tipo de representacdo grafica, verifica-se que o
WinQSB apresenta apenas o resultado final do processo, o Programacion Lineal nédo
representa a funcdo objectivo e a representacdo da regido admissivel € um pouco
confusa (sobreposicdo das regifes associadas as varias restricdes). Finalmente o
Winplot permite a visualizacdo das varias etapas, inclusivamente com possibilidade de

deslocacdo da recta correspondente a funcéo objectivo ao longo da regido admissivel.

No que concerne a obtencdo de resultados no Winplot a solugdo 6ptima ndo é indicada
de modo imediato (tem de se fazer a interseccao das rectas onde esta localizado o ponto
optimo). No WinQSB e no Excel para além de se obter a solucdo Optima e o valor
Optimo pode-se obter outros dados como, por exemplo, o valor de recursos
efectivamente gasto e as varias iteracGes correspondentes ao método utilizado na

resolucdo analitica.

Também no que diz respeito a problemas de Programacéo Linear Inteira, isto é, quando
as variaveis podem tomar apenas valores inteiros, 0 WinQSB e o Excel sdo mais
fidedignos pois, na sua resolucdo analitica, permitem introduzir essa opcdo. Pelo
contrario no Programacion Lineal e no Winplot como a solucdo 6ptima e o valor
Optimo obtidos sdo dados em funcdo das coordenadas dos vértices da regido admissivel,
ja que a sua resolugdo se apoia na vertente grafica, podemos obter valores continuos
(que ndo podem ser automaticamente convertido por arredondamento para inteiros) pelo

que teré de se fazer uma reapreciacdo da solucdo perante o problema.

Conclusotes

O software mencionado tem caracteristicas e potencialidades diferentes sendo evidente
que o Solver do Excel e o0 WinQSB sdo mais adequados para resolver problemas de

maiores dimensdes ou para realizar diferentes exploragcbes do mesmo problema, que

seriam demasiado morosas, e por vezes até impossiveis, com recurso apenas a papel e
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lapis. No entanto, 0 WinQSB é mais versatil pois a introducdo dos dados € relativamente
simples e permite, para além da resolucdo analitica, resolu¢es pelo Método Grafico
para duas variaveis. Contudo, seria uma mais-valia visualizar as vérias etapas desta
resolucdo (a semelhanca do que faz o Winplot) e permitir a resolucdo grafica de

problemas com trés variaveis.

Desta forma, o ideal seria haver um software orientado para a PL, que permitisse a
introducdo intuitiva dos dados, a resolucdo analitica para vérias dimensoes, a resolucéo
gréfica por etapas, inclusivamente para problemas envolvendo trés variaveis, para assim
se poder explorar com os alunos do Ensino Secundario uma maior diversidade de
problemas, efectuando, sempre que possivel, a ligacdo a parte geométrica, como

preconiza o programa.
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