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Resumo

Com este trabalho pretende-se descrever a generalizagao da Lei de Hooke & Relativi-
dade Restrita, que consiste em alargar os conceitos da teoria classica da Elasticidade a
formulacao relativista. A Lei de Hooke ¢é a lei material da elasticidade linear e descreve
a deformacao de um objecto linearmente elastico em func¢ao das suas propriedades fisi-
cas e da tensao aplicada. O refinamento relativista desta equagao assenta na ideia de
referencial e na contrac¢ao de Lorentz.

Serd introduzido um 4-vector de deformagao e um 4-vector forga, sendo a lei de
Hooke descrita por uma equagao de 4-vectores.

Uma teoria macroscopica para corpos elasticos em que todas as quantidades apre-
sentadas, excepto uma, sao consistentes com a Mecanica de Newton e Relatividade
Restrita, serd apresentada. A excepgao é a equivaléncia inercial da energia. Nesta
teoria serd analisado o problema da discricao da cinematica e dinamica de um corpo
linearmente elastico no qual actua uma forga, induzindo neste uma velocidade v cujo
modulo pode tomar qualquer valor menor do que o da velocidade da luz c.

A teoria macroscopica aqui apresentada para corpos elasticos assume cinco equacoes
bésicas que relacionam a tensao, velocidade do material, deformagao, densidade inercial,
fluxo inercial e densidade de momento, e o fluxo do momento. Seréd demonstrado que
a dependéncia da densidade inercial, fluxo inercial e densidade de momento, fluxo do
momento e deformacao, da tensdo e velocidade s@o unicamente determinadas por um
conjunto de equagdes com um conjunto apropriado de condigbes fronteira.

Toda a teoria sera descrita utilizando um tnico, e arbitrario, referencial inercial e

num unico sistema de coordenadas.



Abstract

In this work it is intended to describe the generalization of Hooke’s law to Special
Relativity, which consists of widening the concepts of the Classic Theory of Elasticity
to the relativistic formulation. Hooke’s law is linear elasticity material law and describes
the linearly elastic deformation of one object in function of its physical properties and
the applied tension. The relativistic refinement of this equation lies in the idea of
referential and the Lorentz contraction.

It will be introduced a 4-vector for deformation and 4-vector for force, the Hooke’s
law will take a 4-vector form.

A macroscopic theory of elastic bodies is presented in which all assumptions but
one are consistent with both Newton Mechanics and Special Relativity. The one dis-
tinguishing assumption is the inertial equivalence of energy. In this theory it will be
analyzed the problem of kinematics and dynamics of a linearly elastic body in which
acts a force, inducing in this a speed v whose module can take any value lesser than
the speed of light c.

The macroscospic theory presented here for elastic bodies assumes five basic equa-
tions relating the stress, velocity of the material, strain, inertial density, inertial flux
and momentum density and the momentum. It will be proved that the stress and ve-
locity dependence of inertial density, inertial flux and momentum density, momentum
flux and strain is uniquely determined by a set of equations with appropriate boundary
conditions.

All the theory will be described by a single, arbitrarily chosen inertial frame by using

only one coordinate system.

vi
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Capitulo 1

A Relatividade Restrita

Um dos maiores triunfos da teoria electromagnética de Maxwell (1864) foi a explicacao
da propagacao da luz como um fenémeno ondulatério: a luz é uma onda electromag-
nética que se propaga no espaco. Mas, a luz da fisica do século XIX e do seu conceito
mecanicista do universo, era necessario um meio para a propagagao das referidas ondas —
o éter. Isto levou a um dos maiores problemas fisicos da época: a deteccao do movimento
terrestre através do éter. Das varias experiéncias realizadas para resolver esta questao,
podemos referir as de Michelson e Morley (1887) que visavam medir a velocidade da luz
em relagao a Terra e a sua variagao direccional. Fizeau (1860), Mascart (1872), e mais
tarde Lord Rayleigh (1902), tentaram encontrar um efeito, esperado, do movimento da
terra no indice de refraccao de certos dieléctricos. Todas estas experiéncias falharam.
A resposta mais facil para estes resultados seria que o movimento da Terra arrastaria
consigo o éter, mas esta explicagdo apenas levou a outras dificuldades. Numa outra
tentativa de explicagao, Lorentz entre 1892 e 1909 desenvolveu uma teoria para o éter
que se baseava em duas hipdteses: a contracgao longitudinal de corpos rigidos e o atraso
de relogios (dilatagao do tempo) em movimento no éter com velocidade v, através de
um factor (1 —v?/ 02) 2 em que ¢ é a velocidade da luz. Este factor influenciaria todos
os aparelhos de mediada construidos para medir o “desvio do éter” servindo, também,
para neutralizar os seus efeitos.

Em 1905 Einstein propés o Principio da Relatividade no qual ele elevava a condigao
de axioma, a completa equivaléncia de todos os referéncias de inércia. O principio de
Einstein explica porque todas as experiéncias para detectar o “desvio do éter” falha-
ram, da mesma forma que o principio da conservagao da energia explica a priori (isto
é, sem ser necessario conhecer de uma forma detalhada o mecanismo) a impossibilidade

de construir uma maquina de movimento perpétuo.



A primeira vista, o principio da Relatividade de Einstein parece ser nao mais do
que a pura aceitagao dos resultados nulos das experiéncias para a deteccao do “desvio
do éter” mas, se olharmos para esses resultados como uma base empirica para uma
nova teoria e visao do universo, em vez de procurarmos razoes especiais para eles,
verificamos que estamos numa nova fase da fisica: previsoes eram agora possiveis. Esta
situacao é de certa forma comparével & encontrada na astronomia com o, complicado,
sistema geocéntrico de Ptolomeu (que teria correspondéncia ao sistema “éterocéntrico”
de Lorentz) que levaria a novas ideias por parte de Copérnico, Galileu e Newton. Em
ambos os casos, o abandono de um inconveniente sistema de referencia levou a uma
revolugao no modo de pensar na fisica e, consequentemente, levou a descoberta de um
novo e inesperado conjunto de resultados.

Em breve toda uma nova teoria baseada no principio da Relatividade de Einstein (e
num segundo axioma sobre a invaridncia da velocidade da luz) tomava forma e, a esta
teoria, chamou-se Teoria da Relatividade Restrita. O seu objectivo era o de modifi-
car todas as leis da fisica, fazendo com que estas fossem validas em todos os referenciais
inerciais. O principio de Einstein é no fundo um metaprincipio: coloca restrigoes em
todas as leis fisicas. As modificagbes propostas por esta nova teoria (especialmente na
mecénica), embora de grande importancia em muitas aplicagdes actuais, tém uma im-
portancia pouco significativa na maior parte dos problemas do quotidiano, razao porque
nao foi descoberta antes.

Hoje, passados quase cem anos desde a sua publicagao, o enorme sucesso da teoria
da relatividade restrita tornou impossivel que seja colocado em duvida a validade dos
seus principios. Esta levou, entre outras coisas, a uma nova teoria do espago-tempo, e
em particular & relatividade da simultaneidade e & existéncia de uma velocidade limite
para todas as particulas e ondas, a uma nova mecénica na qual a massa aumenta com a

2 e a teoria de Broglie sobre a dualidade onda--particula.

velocidade, & equacao F = mc

Apesar desta teoria conduzir a novas leis, ela conduz-nos também a uma técnica
bastante 1til na resolucao de problemas fisicos, nomeadamente & possibilidade de mudar
de referencial. Isto conduz na maior parte das vezes a uma simplificacdo do problema
em causa ja que, embora a totalidade das leis seja sempre a mesma, a configuracao
pode ser mais simples, a sua simetria aumentada, o nimero de incégnitas menor, e o
subconjunto de leis fisicas relevantes para o problema seja mais conveniente com uma
escolha criteriosa do referencial.

O trabalho aqui desenvolvido tem como base as obras de Einstein [1, 2|, Rindler
[3], Smith [4], D’Inverno [5], Woodhouse [6], Das [7|, Rowe [8], Naber [9], Bergmann

[10], Pauli [11] e Schutz [12]. No campo da geometria diferencial citam-se as obras de
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Kreyszig [13], Faber [14] e Boothby [15]. De interesse, temos Kay [16], Synge [17, 18|,
Aharoni [19], Mgller [20] Lawden [21]|, Goldstein 22|, Greenwood [23], Schutz [24] e
Bradbury [25].

1.1 A Mecanica de Newton

Nos finais do século XVII, Newton criou a ciéncia que hoje designamos por Mecéanica
Newtoniana. Procurou imitar Euclides, fornecendo uma lista de leis das quais se poderia
deduzir todo o resto. Afirmou que essas leis eram ditadas de maneira tnivoca pela
experiéncia. E certo que custa acreditar que F = ma ou que a igualdade da accio e da
reacgao sejam verdadeiramente indiscutiveis; mas o facto de que as previsoes pareciam
adequar-se perfeitamente aos fendmenos deixava pouco lugar para davidas quanto a sua

validade.

1.1.1 Referencial

Vamos tentar resumir as ideias desta teoria partindo da nogao de referencial. Um acon-
tecimento é um fenémeno que se passa numa zona do espaco suficientemente pequena
para que se possa considerar como um ponto e num intervalo de tempo suficientemente
pequeno para que se possa considerar um instante. Matematicamente, este conceito
transforma-se num ponto no espago e um instante no tempo Isto significa que podemos
definir um acontecimento por quatro coordenadas: (z,v, z,t).

Vamos definir um corpo rigido ou sélidocomo aquele em que as distancias entre
as suas particulas nao variarem com o tempo. Por meio de processos fisicos de medi¢ao
podemos determinar pontos P sujeitos a condicao de manterem distancias invaridveis
as particulas do corpo. Idealmente, os pontos assim definidos prolongam o corpo rigido
em todas as direcgoes. O sistema constituido pelo corpo rigido mais estes pontos P
assim determinados constitui um sistema de referéncia ou referencial. O conjunto dos
pontos P constitui o espago do referencial. Se este corpo nao tiver extensao fisica
serd considerado como uma particula ou ponto de massa. Vamos, entao, admitir
que uma particula ocupa em cada instante um simples ponto do espaco do referencial.

Consideremos agora um referencial cartesiano em que o corpo se desloca numa linha
recta ao longo do eixo dos xx. Podemos, entao, representar o movimento deste corpo
através de um diagrama, em que marcamos a posicao de alguns pontos do corpo em
relacdo ao tempo. A esta curva no diagrama formada pelos pontos chamamos historia.
A individuos equipados com relogios e meios fisicos de medi¢ao chamamos observa-

dores. Na Mecéanica Newtonian parte-se do principio que dois observadores, a partir
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do momento em que sincronizam os seus relégios, estao sempre de acordo com o tempo
de um acontecimento, independentemente do seu movimento relativo. Isto implica que
para todos os observadores o tempo é um conceito absoluto. Em particular todos os
observadores podem concordar na mesma origem para o tempo. Assim para representar
um acontecimento no espago, um observador terd apenas que escolher uma origem no
espaco juntamente com um conjunto de trés eixos cartesianos. O observador sera entao
capaz de representar nesses eixos esse acontecimento (ou um outro qualquer), ou seja,
determinar o instante ¢t em que o acontecimento ocorre e a sua posigao relativa (z,y, z).
Podemos dizer, de acordo com o que foi exposto atras, que o relégio do observador, o
equipamento de medida e os trés eixos formam um referencial. Entao, o papel desem-
penhado pelo observador na Mecanica Newtoniana serd o de representar a historia de

COTpOS.

1.1.2 Referencial de Inércia

Seja O um ponto na origem das coordenadas que coincida com uma dada particula de
um corpo rigido. Liguemos ao corpo trés réguas rigidas rectilineas nao complanares que,
prolongadas, definirao trés eixos: Oz, Oy, Oz. Definamos trés vectores de base e;, ey,

e, com a direc¢ao destes eixos (ver figura 1.1).

\4

Figura 1.1: Representagao do vector de posicao r de um ponto P num referencial
Cartesiano

Dado um ponto qualquer P do espaco do referencial, dizemos que o seu vector de
posicao é:
rzO?zxem—i—yey—i—zez (1.1)
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e que os numeros reais x, ¥, z sao as coordenadas cartesianas de P.

Diz-se que uma particula esta em repouso (movimento) relativamente a um refe-
rencial S, se o seu vector posicao relativamente a esse referencial for invariavel (variar)
com o tempo.

Seja r (t) o vector posigao de uma particula relativamente ao referencial S, define-se
velocidade da particula relativamente a S e aceleragao da particula relativamente

a S como

_ar ot 2 e, 1.2

v T T T T (1.2)
d’r  d*x d?y d*z

_ _ y 2 e, 1.3

a dt dte+dt y+dte (1.3)

Definicao 1.1 Um referencial de inércia (ou referencial inercial) é aquele em que

todas as particulas livres (isto €, nao actuadas por for¢as, ou actuadas por um sistema

de for¢as de resultante nula) tém velocidade constante, ou seja, acelerag¢io nula.

Galileu tinha tendéncia para pensar que todos os referenciais sao equivalentes para
o estudo do movimento. Newton compreende que isso é verdade quando se trata apenas
da cineméatica, mas deixa de ser verdade quando se trata da dindmica. As leis de
Newton, e nomeadamente a lei da inércia, s6 sao vélidas em certos referenciais. Hoje,

chamamos a esses referenciais referenciais de inércia ou referenciais inerciais.

1.1.3 As Transformacgoes de Galileu

A teoria da relatividade centra-se, principalmente, na forma como diferentes observa-
dores observam um mesmo fenémeno. Na teoria de Newton é postulada a existéncia
de referencias de inércia preferenciais. Este postulado estd contido na primeira lei de

Newton e pode ser traduzido da seguinte forma:

Um corpo (ou ponto material) conserva o seu estado de repouso ou de movi-
mento rectilineo e uniforme até que o modifique a aplicacao da for¢a exercida

por outros corpos.

A primeira lei de Newton mostra que o estado de repouso ou de movimento rectilineo
e uniforme nao requer, para se conservar inalterdvel, a aplicacdo de quaisquer forcas
externas. Nisto manifesta-se a caracteristica dindmica especifica dos corpos que tem o
nome de inércia dos mesmos. Portanto, a primeira lei de Newton denomina-se, também,
principio da inércia, ao passo que o movimento dum corpo nao sujeito & accao das

forgas exercidas por outros corpos tem o nome de movimento de inércia.
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Verifica-se assim que, além de existirem um conjunto de referenciais privilegiados
denominados de inerciais, uma vez encontrado um referencial de inércia, todos os outros
que em relagao a ele estejam em repouso ou em movimento rectilineo uniforme tam-
bém sao referenciais inerciais (caso contrario a primeira lei de Newton deixaria de ser
valida). As leis de transformagao que relacionam um referencial de inércia a um outro
denominam-se transformacgoes de Galileu e constituem o grupo de Galileu.

Seja um dado referencial de inércia S e consideremos um outro referencial S’ também
de inércia ambos numa configuracao standard, ou seja, de eixos paralelos e S’ movendo-

se ao longo do eixo positivo dos zz de S com velocidade constante (ver figura 1.2).

S Y S’

Figura 1.2: Dois referenciais, S e S’, numa configuragao standard num dado instante ¢.

Vamos também partir do principio de que os observadores sincronizaram os seus
relogios de forma a que as origens do tempo (¢ = ¢ = 0) nos dois referencias sejam
tomadas no instante em que os dois referencias coincidem. Temos entao, as seguintes

condicoes:
1. Oz’ desliza sobre Ox;
2. 0'y'//Oy e O'2'/]Oz;
3. t =t =0 quando O’ = O.

Vamos considerar o acontecimento A. Este acontecimento consoante o referencial
que o mede pode ser definido pelas seguintes coordenadas: trés coordenadas espaciais
(z,y,z) e uma temporal ¢t em S e, da mesma forma, (2/,vy',2') e t/ em S’. De
acordo com a Fisica Cléssica, se se acertarem ambos os relégios vamos ter ¢ = t’. Por

outro lado, nas condigdes postas, |00’ = vt|. Portanto, a rela¢ao entre as coordenadas



1.2 A Relatividade Restrita: Os Azxiomas de Einstein 7

espaciais e o tempo em S e S’ é dada por:

' =x— vt r=2a +uvt
!/ :/
2=z z=2z
=t t=t

As equagodes (1.4) sdo as transformacgoes de Galileu! e constituem grupo de
Galileu. A ultima equagdo apresenta de uma forma clara a assungao de tempo absoluto
na teoria de Newton.

As leis de Newton sdo apenas validas para referenciais de inércia. Isto implica, de
um ponto de vista matematico, que essas leis tém que ser invariantes perante uma
transformagao de Galileu. Dito de outra forma, as transformacgoes de Galileu formam

o grupo de invaridncia da Mecanica Cléassica.

1.2 A Relatividade Restrita: Os Axiomas de Einstein

Os referenciais de inércia sao referenciais em que as relagoes de Fuclides sao validas e
nos quais existe um tempo universal no qual particulas livres permanecem em repouso
ou em movimento rectilineo e uniforme (nos quais essas particulas livres obedecem,
entdo, a primeira lei de Newton).

Por defini¢ao, particulas livres colocadas sem velocidade em pontos fixos num re-
ferencial de inércia permanecerao nesses pontos. Neste contexto podemos, entdo, vi-
sualizar um referencial deste tipo como um conjunto de particulas livres em repouso
umas em relagao as outras, sendo a distancia entre elas determinada por escalas rigidas,
satisfazendo estas distancias os axiomas de Euclides. Em tais referenciais, linhas rectas
podem ser definidas como sendo geodésicas (linhas de comprimento minimo) e particu-
las livres que nao pertengam ao referencial movem-se ao longo dessas linhas. Podemos,
ainda, visualizar que as particulas do referencial sdo portadoras de relogios que indicam
o tempo universal ao longo do referencial.

A importancia destes factos estda em a teoria da Relatividade Restrita ser a teoria
de uma fisica ideal, fisica essa que se refere a um conjunto de referenciais livres de
qualquer acgao gravitica, ou seja, os referenciais de inércia. A razao da gravidade estar

aqui incluida tem raizes na Fisica Classica na qual a gravidade era vista como algo

!Estas transformacdes nio foram escritas por Galileu.Trata-se duma homenagem: estas equagdes
estdo (implicitamente) na base de toda a Fisica Classica, e Galileu é de algum modo o "pai"da Fisica
Classica.
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que nao afectava o resto da fisica. Era, entao, logico para Newton ver um conjunto
de estrelas como um referencial de inércia, em relagao ao qual particulas livres, apesar
da gravidade, se moveriam uniformemente (algo que viria a ser contrariado na Teoria

Geral da Relatividade).

1.2.1 O Principio da Relatividade Restrita

O principio restrito da relatividade restrita, € um principio que vem, de certa forma,

reforcar a teoria de Newton, afirmando que

Todos os observadores inerciais sao iquais no que se refere a exrperiéncias

dindmicas.

Isto significa que, se um determinado observador inercial conduzir uma experiéncia
dindmica e chegar como resultado a descoberta de uma lei fisica, entao, qualquer outro
observador inercial que realizar a mesma experiéncia terd que chegar, necessariamente,
a4 mesma descoberta, ou seja, estas leis tém que ser invariantes numa transformacao
de Galileu. Isto é o mesmo que dizer que, se esta lei envolver as coordenadas x, y,
z, t para um observador inercial S, entao relativamente a um outro observador S’ a
lei sera a mesma em que as coordenadas x, y, z, t serao substituidas por ', v/, 2/, t/
respectivamente.

Este principio é equivalente a dizer que é impossivel afirmar, ao realizar experi-
éncias dindmicas, se um corpo esta em repouso absoluto ou em movimento uniforme.
Na teoria de Newton nao é possivel determinar a posicao absoluta de um evento mas
sim, a sua posi¢ado relativa em relacao a um outro evento. Exactamente da mesma
forma, a velocidade uniforme tem apenas um significado relativo; s6 é possivel falar
de velocidade de um corpo em relagao a um outro. Entao, tanto a velocidade como a
posicao sao conceitos relativos.

Einstein compreendeu que o principio acima citado era “vazio” ja que nao se pode
falar de experiéncias puramente dindmicas. Mesmo ao nivel mais elementar, qualquer
experiéncia dindmica envolve observagao (como, por exemplo, o simples acto de o-
lhar para determinado fenémeno), que tera, de uma forma geral, envolvida a 6ptica.
Na realidade, quanto mais analisarmos determinada experiéncia, mais nos apercebemos
que praticamente todos os ramos da fisica nela estao envolvidos. Entao, Einstein tomou
a decisao mais logica: retirou a restrigao da dindmica do principio e enunciou o primeiro

postulado (ou axioma) da sua teoria.

e Postulado I: Principio da Relatividade Restrita:
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Todos os observadores inerciais sao equivalentes.

Verifica-se que este principio nao é uma negacao da teoria de Newton; constitui, isso

sim, um complemento 16gico ao principio da relatividade da Mecanica Cléssica.

1.2.2 A Constancia da Velocidade da Luz

Uma das consequéncias impostas pelas equagoes de Maxwell é que a propagagao da
luz no vacuo ser igual a ¢ (sendo ¢ = 3 x 108ms~!), pelo menos, relativamente a um
definido sistema de inércia S. De acordo com o principio da relatividade restrita devemos
admitir o mesmo para qualquer outro sistema de inércia, isto é, admitimos como valido
o principio da constéancia da luz em todos os sistemas de inércia .
Experiéncias contemporaneas a Einstein ji demonstravam que a velocidade da luz
era independente da fonte que a emitia (como as experiéncias de Michelson-Morley) e

Einstein formulou o seu segundo postulado (ou axioma) da seguinte forma:
e Postulado II: A constancia da velocidade da luz:

A welocidade da luz é a mesma em todos os referenciais de inércia.

1.3 Tensores

As leis da fisica, para serem validas, devem ser independentes dos sistemas de coor-
denadas usadas para exprimi-las matematicamente. Em mecénica, trabalha-se com
quantidades fisicas que sao independentes de qualquer sistema de coordenadas em par-
ticular, que seja utilizado para as descrever. Ao mesmo tempo, estas quantidades fisicas
sao, frequentemente, referidas a um sistema de coordenadas mais conveniente. A estas
quantidades chamam-se tensores.

Como entidade matemética, um tensor tem uma existéncia que é independente de
um qualquer sistema de coordenadas, embora possa ser especificado num determinado
sistema de coordenadas por um outro conjunto de quantidades que sao as componen-
tes do tensor. Especificar as componentes de um tensor num determinado sistema de
coordenadas implica que ficam determinadas as componentes desse tensor num qual-
quer outro sistema de coordenadas. De certa forma, a lei de transformacgao das
componentes de um tensor pode ser utilizada como um meio para definir um tensor.

As leis fisicas utilizadas em Mecéanica sao expressas através de equagdes tensoriais.
Como as transformagoes tensoriais sao lineares e homogéneas, estas equagoes se forem

validas em determinado sistema de coordenadas, também o sdao em outro sistema de
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coordenadas. Esta invaridncia das equacoes tensoriais durante uma transformacao de
coordenadas é uma das principais razoes da utilizacao, e da sua utilidade, em mecanica.
O estudo dos tensores sera feito em espacos de n dimensdes, sendo estes tensores

objectos definidos numa entidade geométrica chamada variedade.

1.3.1 O Espaco R" como Espaco Vectorial e a sua Topologia

Considere-se o espaco de n dimensoes R™; um ponto neste espago é uma sequéncia de
niameros reais (z1,xg,...,x,). Isto da, de uma forma intuitiva, a no¢do de um espago
continuo, em que hé pontos em R™ perto uns dos outros, de uma forma arbitraria, e
que uma linha a unir dois pontos pode ser dividida em partes menores, de uma forma
também ela arbitraria, que vai unir outros pontos de R™.

Este facto levar-nos ao conceito de vizinhanga Euclidiana de um ponto, introduzida

através da distancia entre dois pontos, x = (x1, ...,x,) € y = (Y1, .-, Yn), de R™:

N|=

d(z,y) = [(@1—91)°+ (22— 12)* + .. + (0 — yn)?]
= [z -yl (1.5)
que corresponde a um espaco normado com norma Euclidiana. Uma vizinhanca de raio

r de um ponto x de R™ é o conjunto de pontos U,(z) cuja distancia a x é menor que 7.

Para R? isto esta exemplificado na figura 1.3.

Ly

Iy

Figura 1.3: A distancia d(x,%) define uma vizinhanca em R? que é o interior do disco
rodeado pelo circulo de raio r. O circulo nao faz parte da vizinhanga.

Definigao 1.2 Sejam a = (a1, a9, ...,a,) eb = (b1, ba, ..., by,) dois pontos no subconjunto
S de R™ com a; < b;, Vi. O espago {x : a < x < b} diz-se intervalo aberto de extremos
a e b e representa-se por la,b[; identifica-se com o produto Cartesiano de n intervalos
abertos de R :]a,b[=]a1,bi[ X -+ X ]an, by[.

No espaco Euclidiano R™ vamos ter:
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Definigao 1.3 Chama-se bola (aberta) de centro ¢ e raio r > 0 ao conjunto Uy(c) =
{z : ||z —¢|| < r}. O conjunto dos elementos x tais que ||z — c|| < r é a bola fechada

com 0 mesmo centro e raio.

Definicao 1.4 Chama-se vizinhan¢a de a a qualquer subconjunto que contenha uma

bola de centro a.

A ideia de uma linha que une dois pontos de R™ poder ser infinitamente subdividida
pode ficar mais clara afirmando que dois pontos de R"™ tém vizinhancas que nao se

intersectam. Esta ¢ a chamada propriedade de Hausdorff> de R™.

1.3.2 Variedade

Em termos simples uma variedade é um espago continuo que, localmente, se assemelha
a um espaco Euclidiano de n dimensoes, ou seja R™. Como exemplo podemos comparar
uma esfera, S?, com o plano Euclidiano R?. Sao claramente diferentes mas, no entanto,
é possivel considerar que “pequenas partes’de S? sio idénticas a outras pequenas partes
de R? (se nao forem tomadas em consideracio propriedades métricas). O facto de S?
ser compacto e, de certa forma, finito, enquanto R? tende para o infinito, é mais uma
propriedade global do que uma propriedade local.

Qualquer espago de m dimensées num espago Euclidiano de n dimensdes (m < n)
pode ser considerado uma variedade. De uma forma mais abstracta, o conjunto de todas
as rotagoes rigidas de coordenadas Cartesianas num espaco tridimensional Euclidiano
pode ser considerado como uma variedade. Assim, uma variedade é qualquer conjunto
que pode ser continuamente parametrizado. O ntimero de parametros independentes é a
dimensao da variedade e esses pardmetros sao as coordenadas da variedade. Considere-
se uma esfera; esta é parametrizada por duas coordenadas, 6 e ¢. O espago de dimensao
m tem m coordenadas Cartesianas, e o conjunto de todas as rotagoes pode ser parame-
trizado por trés dngulos que vao dar a direccao do eixo de rotacao e a quantidade de
rotagao. Entao, o conjunto de rotagoes é uma variedade: cada ponto é uma rotacao e

as coordenadas sao os trés parametros. Temos, entao, uma variedade tridimensional.

Observagao 1.1 Dois sistemas matemdticos (como dois espagos vectoriais ou dois gru-
pos) sao isomdrficos se forem estruturalmente idénticos. No caso de dois espagos vecto-

riais, um tsomorfismo € uma funcao o, linear e bijectiva de um espac¢o para o outro,

2Um espaco X diz-se de Hausdorff se, para todo o =,y € X,z # vy, existem vizinhancas U,V tal
queUNV =0
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em que o termo linear refere-se as propriedades (para todos os vectores u, v e escalares

\):

plut+v) = ¢+ ¢(v)
p(Au) = Ap(u)

Para grupos, um isomorfismo € uma funcao 1 bijectiva com a propriedade

para todos os elementos do grupo. Um outro tipo de func¢ao, que se chama homomor-

fismo requer apenas

¥ (wv) = ¢ (u) 9 (v)
nao necessitando de ser bijectiva.

A métrica de R", como visto atras, serve de modelo topologico para um espago
Euclidiano E™ que, localmente, vai ser semelhante a R"™. Para ser mais preciso, sao
espagos que para cada ponto x existe uma vizinhanca de U, cuja fun¢@o ¢ que a relaciona
com uma outra vizinhanga de z, ¢, (U;) de R™ é um homomorfismo. Como referido,
um espago com estas propriedades é um espago que localmente é Euclidiano de dimensao
n, entao, pode ser considerado uma variedade. Como defini¢ao de variedade podemos

referir:

Definicao 1.5 Uma variedade V' de dimensao n, é um espaco topoldgico com as se-

quintes propriedades:
1. 'V é um espacgo de Hausdorff
2. V' € localmente Fuclidiano de dimensao n
3. V' € parametrizdvel

Uma variedade é um conjunto, com a propriedade de cada ponto dessa variedade
poder servir para origem de coordenadas locais que sao validas numa vizinhanca aberta®
do ponto, vizinhanca essa que vai ser uma copia exacta de uma vizinhanga de um ponto

em R".

3Seja A um subconjunto de X. A é uma vizinhanca aberta de um ponto = se A for um conjunto
aberto e x € A.
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Definicao 1.6 Uma variedade é um conjunto V' tal que para cada ponto x de V existe
uma vizinhanga aberta U, C V' e uma funcdo continua e bijectiva em @, que faz cor-

responder a U, uma vizinhanca em R", e o, ' € continua (ver figura 1.4).

Figura 1.4: Representacao da variedade V. Adaptado de [16]

1.3.3 Conceito de Curva

Considere-se um espaco Euclidiano de coordenadas cartesianas em R®. Entdo, cada

ponto desse espaco é determinado pelo vector posicao
x =x(t), (a<t<b). (1.6)
Em (1.6), as componentes
x1 = x1(t), =z = xa(t), z3 = z3(t), (a<t<Db) (1.7)

do vector x s@o funcgoes da variavel real ¢ definida no intervalo I : a <t < b. A
funcao vectorial (1.6) define um conjunto de pontos M em R3, sendo, entdo, a repre-
sentagao paramétrica do conjunto M e a variavel ¢t é o parametro desta representacao.

Considerem-se os seguintes pressupostos:
1. As fungdes z;(t) (i =1,2,3) sdo r (> 1) vezes diferenciaveis em 1.
2. Para cada valor de t em I, pelo menos uma das trés fungoes

. d.l‘z' (t)
o dt

z(t)
¢é diferente de zero.

Uma fungao do tipo (1.6) que satisfaca as condigbes anteriores chama-se representagao

paramétrica permitida. Uma fungdo de uma ou mais variaveis que é r vezes diferencié-
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vel, ou seja, que possui derivadas continuas até & ordem 7, inclusive, chama-se fungao
de classe r. Uma funcao vectorial diz-se de classe r se uma das suas func¢oes compo-
nentes for desta classe, e se as outras forem pelo menos desta classe. Uma curva é de

classe r se for representada por uma fungao vectorial x(t) de classe r.

1.3.4 Vector Tangente

Considere-se uma curva representada pelas suas equagoes paramétricas
x = z%(u), a=1,2,...n (1.8)

em que u é o parametro da curva e z'(u), 2%(u), ..., 2" (u) representam n fungdes de wu.
Isto implica que cada ponto da curva vai ter um conjunto de coordenadas que podem
ser expressas em fun¢ao de u. Se calcularmos a derivada dz®/du, vamos obter um vector
v de componentes (dx!/du,dz?/du,--- ,dx™/du). Este vector, v = dx®/du, é o vector

tangente a curva z = z%(u) (ver figura 1.5).

v = [dx%iu} x=x" (u)

by
M

o[,

Figura 1.5: Vector tangente v em dois pontos da curva z = x*(u) (adaptado de [5]).

Py

1.3.5 Espaco Tangente

Ao conjunto de todos os vectores tangentes numa variedade num determinado ponto p
chama-se espaco tangente em V' no ponto P e representa-se por 1,(V). Cada vector
tangente v € T,(V) ¢ definido pelas suas coordenadas num determinado sistema de co-
ordenadas. Entao, o espaco tangente T),(V') pode ser identificado com o espago vectorial

R™, ou seja Tp,(V') pode ter uma estrutura de um espago linear?.

1.3.6 Sistemas de Coordenadas

Num espago tridimensional um ponto é representado por um conjunto de trés niimeros

a que se chamam de coordenadas, determinados pela especificacdo de um dado sistema

4Espaco vectorial em que todas as combinacdes lineares de elementos do espaco sio também ele-
mentos desse espago.



1.8 Tensores 15

de coordenadas de referencia. Por exemplo, (z,vy,2), (p,¢,2), (r,¢,0) sdo as coorde-
nadas de um ponto num sistema de coordenadas rectangulares, cilindricas e esféricas,
respectivamente.

Basicamente, um sistema de coordenadas fornece um meio de ordenar pontos num
determinado espaco, de forma a que seja possivel isolar um desses pontos através das
suas coordenadas. As coordenadas de um ponto sao sempre enunciadas em relacao a
uma determinada base. Esta base é um conjunto de vectores linearmente independentes
num determinado espaco, ou seja, qualquer vector nesse espaco pode ser expresso em

funcio desses vectores de base. Por exemplo, em R? temos como vectores de base
(001), (010), (100).

De uma forma mais precisa, pode-se dizer que, quando especificamos um conjunto de
coordenadas, escolhemos uma origem O num espago afim V', uma base, e um conjunto de
coordenadas locais; entdao, por exemplo, em R!, vamos ter 2 : V' — R como coordenada
afim.

Tomemos em consideragao, novamente, o espaco tridimensional Euclidiano equi-
pado com um conjunto de coordenadas Cartesianas (x,y, z), e um conjunto de vectores
unitarios (7, j, k) como base dos eixos coordenados. Vamos, ainda, supor que temos um
sistema de coordenadas alternativo (u,v,w) nao Cartesiano, e que vamos exprimir as

coordenadas Cartesianas neste sistema (u, v, w):
x=z(u,v,w),y =y(u,v,w),z = z(u,v,w). (1.9)

As trés equagoes acima podem ser combinadas numa equacao vectorial para o vector

de posicao r de pontos do espac¢o em funcao de u, v e w:
r = z(u,v,w)i+ y(u,v,w)j+ z(u,v,w)k. (1.10)
Se fizermos v = vy e w = wy, vamos obter
r = z(u, vg, wo)i + y(u, vy, wo)j + z(u, vy, wo )k . (1.11)

Esta ultima equacao é a equacao paramétrica para a curva dada pela interseccao de
v =1y ew = wy com o espago Euclidiano tridimensional. KEquagoes semelhantes
podem ser obtidas para as outras duas curvas. Se derivarmos (1.11) em relagao a u

vamos obter o vector tangente a curva. Podemos fazer isto para as trés curvas e
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obtemos as trés seguintes relagoes:

or or or

:%7 ev:%; ew:%' (1~12)

€y

Estas trés equagoes, definidas em (ug, v, wp) dao os vectores tangentes as trés curvas
que passam naquele ponto. Ao sistema (1.12) vamos chamar base natural. Entao, para

qualquer vector v do nosso espaco V', podemos escrever
v = ae, + fe, + vey (1.13)

em que («a, f,7) s@o as coordenadas de v em relagao a base natural.

1.3.7 1Indices

Um ponto de um espago de n dimensoes é, por analogia a um ponto de um espago
tridimensional, definido por um conjunto de n ntimeros designados por (x!,z?%, ..., 2")
em que 1,2, ...,n sao indices que indicam as componentes de um vector desse espago, e
que podem ser escritas na forma z?,i = 1,2,...,n. A escolha de um indice superior &,
neste caso, uma convengao. Sendo assim, podemos escrever qualquer vector com esta

notagao e o vector v no espago V', equacao (1.13), pode ser escrito na seguinte forma:

3
v =v'e; + v2ey + vieg = Z vie; (1.14)
i=1

3

v=> ue. (1.15)

i=1
Convengao da soma

As duas equagoes anteriores podem ser ainda mais simplificadas introduzindo a con-
vencao da soma de Einstein: sempre que um indice aparece repetido isso implica
que existe uma soma sobre esse indice de 1 a n, sendo n a dimensao da variedade.

Entao, as duas equagOes anteriores passariam a ter a seguinte forma:

v =1'e; e v =uve". (1.16)
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Indices Mudos e Indices Livres

Um indice repetido é chamado de indice mudo e em cada termo s6 pode aparecer
duas vezes. Um indice mudo (da mesma forma que uma variavel de integragao) pode
ser substituido por um outro indice desde que esse outro indice nao ocorra ji nesse

termo:
aﬁ-a:j =alak. (1.17)

Todos os outros indices que ocorrem sao indices livres. Em (1.17) o indice livre é o

indice 7, enquanto que j e k sdao indices mudos.

1.3.8 Ordem de um Tensor

Os tensores podem ser classificados pela sua ordem. Esta classificagdo é um reflexo do
nimero de componentes de um tensor num espaco de n dimensoes. Desta forma, num
espago tridimensional Fuclidiano, o nimero de componentes de um tensor é 3", em que
r representa a ordem de um tensor. Assim, um tensor de ordem zero estéa especificado
em qualquer sistema de coordenadas, num espago tridimensional, por uma componente.
Tensores de ordem zero chamam-se, entao, escalares. Tensores de ordem um, num
espaco tridimensional, tém trés componentes e chamam-se vectores.

O numero e posi¢ao dos indices livres revela de imediato a ordem de um tensor
(ver 1.3.7). Tensores de ordem um (ou de primeira ordem) tém apenas um indice livre.
Desta forma, um vector v pode ser representado por um simbolo tendo um tnico indice,
superior ou inferior

Vi, V.
Os seguintes tensores, tendo apenas um indice livre, também sao tensores de ordem um:
.37 AL P
a’t]ﬁ 9 Az’k? qu

Tensores de ordem dois, por analogia, tém dois indices livres e podem ser da seguinte

forma:

Ayj, BL,CY

De acordo com o que foi dito atras, tensores de ordem trés sdo expressos por simbolos
com trés indices livres. Um simbolo, por exemplo 7, sem qualquer indice representa um

escalar ou um tensor de ordem zero.
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1.3.9 Componentes de um Tensor

Num espaco de n dimensoes, um tensor de ordem r tem n” componentes. De uma forma
particular, um tensor de ordem zero tem uma componente A e chama-se escalar. Um
tensor de ordem um tem n componentes (A1, Ag, ..., A,) e chama-se vector. Da mesma
forma, num espaco tridimensional, A;; (7,7 = 1,2,3) representa as nove componentes
do tensor de segunda ordem A e que se podem representar de uma forma matricial, da

seguinte forma:

A A A
Ajj=| Axn Ay A (1.18)
Az Az Asz

De uma forma mais geral, num espago de n dimensoes, um tensor de ordem dois tem
2

n* componentes A;;, com ¢,j = 1,2,...n, e pode ser representado na seguinte forma:
A A .. A
Ay = 21 22 2n (1.19)

Anl An2 Ann

Nesta representacao, as componentes de um tensor de ordem um, ou seja um vector,
num espaco tridimensional, pode ser representado, de uma forma matricial, por uma

coluna ou por uma linha:

ap
a; = (a1,a2,a2)  ou a1 = | a (1.20)

az

1.3.10 Transformacao de Coordenadas

Como j4 referido em (1.3.2), uma variedade é representada por um conjunto de pontos,
correspondendo a cada ponto um conjunto de coordenadas. Sejam (z',22,...,2") as
coordenadas desse mesmo ponto no sistema de coordenadas z®. Existem n relagoes
independentes entre as coordenadas dos dois sistemas e, a transformacao de coordenadas

z® — x* é dada pelo seguinte conjunto de equagoes:

74 = [zt 22, . ") (a=1,2,...,n) (1.21)
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em que f® representa n equagoes univocas, continuas e de derivadas continuas. Este
conjunto de n equagoes faz com que um ponto da variedade que antes era definido pelo

sistema de coordenadas (z', 22, ..., ™), seja agora descrito pelo conjunto de coordenadas

(', 7%,...,7"). A equagdo (1.21) pode ainda ser escrita na forma 7@ = f%(x%), em que
a=1,2,...,n, n é a dimensao da variedade, e f* sao fungoes do antigo sistema de
coordenadas . Como T%(z) representa as n fungoes f%(x), a equagao (1.21) pode ser
escrita na forma

¢ =7%). (1.22)

Derivando a equagao (1.22) em relagio as coordenadas x° vamos obter n? derivadas

parciais de primeira ordem, entao, pela regra da cadeia vamos ter

ozt ozt ozt
dzt = ——daz' + —d s —dx"
T o™ T e T T g™
oz? oz? oz?
dz° = ——da' + ——da® + -+ —da”
T 971 + 922 ro+ -+ Py x
(1.23)
ozT" oz ozT"
dz" —d —d s ——da”
T 971 r + 922 ro+ -+ o x
Este conjunto de equacoes pode ser escrito na forma
_ oz
dz® = 9l dx” . (1.24)
Colocado numa forma matricial, vamos obter a matriz de transformacao n x n, M, de
coeficientes
gzt oz' . oz
ozl  9z2 ox™
afa 875? 8752 e gﬁ
M=|_=|=| 9% & o 1.25
G| 129
oz 9z~ 0%
ozl Ox2 ozx™

A matriz M é a matriz Jacobiana e o seu determinante J é o Jacobiano da trans-
formacao:

J =

‘8x (1.26)

b

que é diferente de zero no intervalo de valores de 2. Pelo teorema da funcao implicita
podemos resolver a equacao (1.22) para o antigo sistema de coordenadas xz* e obter a

transformacao inversa de (1.22)

M1 2% = 2%T). (1.27)
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Pela regra do produto dos determinantes, podemos definir o Jacobiano da transformagao

inversa como sendo

ox®
J= |- 1.28
oz’ (1.28)
e, entao conclui-se que
1
J == 1.29
- (1.29)

Transformacao de Coordenadas Infinitesimais

Sejam p; e pa dois pontos vizinhos, numa variedade de dimensao n, de coordenadas x®
e % + dx® respectivamente. Estes dois pontos assim definidos representam um vector

infinitesimal p1p3 com origem em p; (ver figura 1.6).

Figura 1.6: Vector infinitesimal p1p5 com origem em p;. Adaptado de [5].

As componentes deste vector no sistema de coordenadas z% sdo dx®, enquanto que
num outro sistema de coordenadas T@ serdo dz®, e de acordo com (1.24), relacionadas

com dz® por
oz®
Oxb

em que a matriz de transformacao, nesta equacao, esta definida em p;. Assim a equacao

dz® = =——da® (1.30)

(1.30) toma a forma

dz® = [gﬁb} da® (1.31)

sendo esta transformacao linear e homogénea.

1.3.11 Tensores Contravariantes

Seja a transformacao de coordenadas

u® = u(@t, @, ..., ") (a=1,2,....n) (1.32)

7 =uut,u?, . u) (a=1,2,...,n) (1.33)
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existe e ¢ da mesma classe. Se estas duas equagoes forem escritas na forma

u® = f“(zl,z2, w2t e wt = z“(fl,f2, M) (a=1,2,...,n) (1.34)
temos J
ou®  0f*0z
-z _ 4 T 1.
oub 0z oub (1.35)

b sa0 independentes se a # b, o valor que u®/du’ sera 0 ou 1, consoante

Como u® e u
a # b ou a = b respectivamente. As seguintes relagoes sao, assim, obtidas (em que § é

o simbolo de Kronecker®):

ou® oul o

gy~ % (@b=12..n) (1.36)
e de uma forma idéntica

ou® du? ;

g o =% (ab=1,2,m). (1.37)

Em R?, a equacio de uma superficie ¢ dada por z = f(z,y), sendo o seu diferencial
total definido por
_of of

dz = %dafw—&fydy. (1.38)

Verifica-se, assim, que é possivel estabelecer relacoes entre os diferenciais du® e as co-
ordenadas u®, o mesmo se verificando para du’ e as coordenadas @’:
ou’

du® =
T Que

du® b=1,2,..,n). (1.39)
Podemos dizer que (1.32) induz uma transformacao linear homogénea nos diferenciais
sendo os coeficientes desta transformacao fungoes das coordenadas.

A um conjunto de n quantidades X* (a;b), definidas num ponto p, que transformam

mediante a mudanca de coordenadas de z? para Z” de acordo com a regra

<a _ 07" a(. b
X = X% X%z (1.40)
Oxb
chama-se tensor contravariante de ordem um ou vector contravariante.
Podemos generalizar esta definicao para tensores de ordem dois: um tensor contra-

variante de ordem dois, é um conjunto de n’? quantidades associadas a um ponto p,

1 i=j

50 si & i =5l =5 =
O simbolo de Kronecker é definido por §;; = 5J 1) { 0 i
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X (), que obedecem & lei de transformagao

Yab _ gfz gwlecd : Yab
X X

(7). (1.41)

Para tensores de ordem trés ou superior a generalizacao é analoga, e chega-se a
seguinte defini¢do para um tensor de ordem r (r > 1): um tensor contravariante de
ordem 7, é um conjunto de n” quantidades associadas a um ponto p, X7 (z°), que

obedecem & seguinte lei de transformacao:

—~-ab...r oz 8fb ox" d... ~-ab...r
X " 0x° 01 Ors X

(7). (1.42)

1.3.12 Tensores Covariantes

Seja I = bya® uma forma linear das componentes de um vector contravariante a® e
assuma-se que I é invariante em relagao a qualquer lei de transformacao de co-ordenadas
da forma (1.39). Se @’ (EB ) forem as componentes do vector em relagao a outro sistema
de coordenadas, temos

bsa® = baa® . (1.43)

Como a® e @” se relacionam da seguinte forma

ou®
_ =3
~ ouh"”

aOL

(1.44)

obtemos By
- u
b5’ = baa® = by—7a" . 1.45
B8 e o oub ( )
Esta relacao tem que ser valida para quaisquer vectores a®, b%. Analisando a equacao
(1.45), encontramos a seguinte relagio entre os coeficientes b, e bg,
- ou®
bg = —=b =1,2,...,n). 1.46
O campo vectorial T é um vector covariante ou um tensor covariante de ordem
um definido em p, se as suas n componentes X, (:cb) obedecerem & seguinte lei de

transformagao de coordenadas

— Oxb
X, =
ox?

Xy: Xa <Eb> . (1.47)

Um tensor covariante de ordem dois, é um conjunto de n? quantidades associadas a um
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ponto p, X (2¢) que obedece a lei de transformacao

— 0z¢ Ozt —
ab = ﬁﬁXch Xap (2°) . (1.48)

Para tensores covariantes de ordem trés e superior, a definicao ¢ andloga. Um
tensor covariante de ordem 7, é o conjunto de n” quantidades associadas a um ponto p,

Xap..r (z€) que obedecem a seguinte lei de transformagao

B dx® OxP ox?

D

Xaﬂ...go; Yab...?" (jc) : (149)

1.3.13 Tensores Mistos

T é um tensor misto de ordem dois, contravariante de ordem um e covariante de

ordem um, se as suas componentes (X;') em z% e (X;) em T% obedecerem a seguinte
relagao:

—a 0027,

b — %ﬁ d-

Considere-se agora o campo tensorial X com n™ (m = p + ¢q) campos escalares

(1.50)

a1a9...a .
da forma (X, %'?"7) sendo estas as componentes de X no sistema de coordenadas
byby..by ) P
definido em V.
O campo tensorial T é um tensor misto de ordem m = p-+¢q, contravariante de ordem
p prq,
: aiaz...ap a <Fa1a2...ap
p e covariante de ordem ¢, se as suas componentes (Xble...bq ) em 2% e (X, 75.") em

T%, respeitarem a seguinte relacao de transformacao:

~0102...0p 85‘11 afa2 85(1‘” 8$d1 8.’Ed2 8xdq cica...cp

bibabg T guer gpex T Oxor G0 e gbe | didzeds

(1.51)

Se um tensor misto tem ordem contravariante p e covariante ¢, entao diz-se que é

do tipo (p, q).

1.3.14 Operagoes com Tensores

Considerem-se os seguintes tensores

T= (T%Zlypq) € S=(S"") (1.52)
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Soma e Combinagao Linear

Seja p =1 e ¢ = s na equagao (1.52). Como a lei de transformacao em (1.51) é linear

em relacao as componentes dos tensores, torna-se claro que

T8 = (T e shil) (153

J1j2---Jq

vai ser um tensor do mesmo tipo e ordem dos tensores T e S. De uma forma mais
geral, se T, T, ..., T, forem tensores do mesmo tipo e ordem e se A1, Ao, ..., A, forem

escalares invariantes, entao
MTy+ 2T+ + ATy, (1.54)
é um tensor do mesmo tipo e ordem.

Produto Externo

O produto externo dos tensores T e S, em (1.52) é um outro tensor da forma

_ 11121 kiks...ky
8] = (1152 St (1.55)

que é de ordem m = p+ q + r + s, contravariante de ordem p + r e covariante de ordem
q + s. De notar que [TS] = [ST].

Exemplo 1.1 Dados dois tensores S = (S;) e T = (Tk), o produto externo [ST] =

(S}Tk) = (Y]’k) € um tensor uma vez que

(1.56)

=i _ i 0T Oz* 9z . OT" dx* Ox"

v ok SUOxT 9T O
Produto Interno

Para calcular o produto interno de dois tensores, ha que equacionar os indices con-
travariantes de um tensor em relagado aos indices covariantes do outro. No produto
interno,os comportamentos contravariantes e covariantes anulam-se, fazendo com que a
ordem total dos dois tensores baixe.

Seja 1o = u = lg na equagao (1.52). Entao o produto interno que corresponde a

estes dois indices val ser

_ i1 U ip ok1ks...ky
TS = (1), st ) (1.57)



1.8 Tensores 25

Vé-se por (1.57) que vao existir ps+ rq produtos internos T'S e ST; de uma forma geral

todos eles distintos. Cada um serd um tensor de ordem
m=p+q+r+s—2

Exemplo 1.2 Sejam os tensores 8 = (S¥) e T = (Tgim), que irdo formar o produto
interno U = (U,gm) = (S“Thum). Vamos entdo ter

— oT" 0T Ox® Ox? Oxt
J —_ pr = T,
Ulem (S dap ay) < I ok Oz ag:m)

oz 83:‘1) oF Oz Oxt

dxP 0" | D" oFF OT™
OT Oz Oxt
— g sa2
S st 5 o o
= S spt@ifsafxt
ox" OFF o™
st ox" 8fk oFm

= Sprqut <

(1.58)

Verifica-se que U é um tensor de ordem trés, contravariante de ordem um e covariante

de ordem dois.

Contracgao

Dado um tensor misto do tipo (p, ¢), podemos formar um tensor do tipo (p—1,¢—1) pelo
processo de contracgdo que se resume a igualar indices contravariantes e covariantes.

No tensor T de (1.52), seja iq = u = jg € seja a soma em u. O tensor resultante vai ser

J1J2--u-.Jp

T — (T”“) (1.59)

que é a contraccao de T, com os indices de contracgao iy e jg. T’ é contravariante de

ordem p — 1 e covariante de ordem ¢q — 1.

Exemplo 1.3 Seja o tensor P = (Pf.;) que vai sofrer uma contracg¢do em a eb. Entao

o tensor P’ resultante vai ser da forma

P’ =(P"

acd

):Pc/d'

Um tensor do tipo (1,3) passou a ser um tensor do tipo (0,2).
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De notar que um tensor pode sofrer uma contraccao através da sua multiplicagao

com o tensor de Kronecker 6, ou seja
Preq = 04 Pyeq (1.60)

Regra do Quociente

Considere-se um conjunto de quantidades cujo produto interno com um tensor arbitrario
produz um outro tensor. Entao, esse conjunto de quantidades forma um tensor da ordem
e tipo apropriado, ou seja

S=T-X (1.61)

em que S é um tensor e X um tensor arbitrario; entao, T tem que ser um tensor.
Proposicao 1.1 Se S; = T;; X7 em que S; € um tensor covariante e X7 um vector

contravariante arbitrdrio, entao pela regra do quociente Tj; tem que ser um tensor co-

variante de sequnda ordem.

Prova 1.1
S, = Ty X’
FSCL = Ty Db X (1.62)
ox® 0T —
oz X = T
Entao obtemos 5 o
i -

Como X ¢ arbitrdrio, a expressio dentro de paréntesis em (1.63) tem que ser zero:

oz® 0T
[WTab — aa:bTi]} =0 (1.64)
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Tomando o produto interno com STEZ’ vamos obter
0x® Oxb B 077 0x®
oz ozh dxb ozh Y
ozl
= Ty
= Ty (1.66)

que nos fornece a lei de transformagao pretendida.

Equagoes Tensoriais

Devido a natureza das transformagoes, lineares e homogéneas, um tensor cujas compo-
nentes sejam zero num sistema de coordenadas, sao zero, também, em qualquer sistema
de coordenadas. E um tensor numericamente invariante. Qualquer equacao tensorial

pode ser expressa na forma

T=0 (1.67)

em que o lado esquerdo da equagao é, geralmente, uma combinagao linear de produtos
internos ou externos de tensores. Como o lado direito é numericamente invariante, o lado
esquerdo da equagao também o tem que ser. Entao, a equacao tensorial é independente

do sistema de coordenadas que se esteja a considerar.

Simetria e Anti-Simetria
Um tensor covariante de segunda ordem 7;; diz-se simétrico se
Tij =T

e tem apenas %n(n + 1) componentes independentes.

O tensor Tj; diz-se anti-simétrico se
Tij = —Tji
e, neste caso, tem apenas %n(n — 1) componentes independentes.
A notagao utilizada para definir a parte simétrica de um tensor é

Ty = L

5 = 5 (T + ) (1.68)
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A notacao utilizada para definir a parte anti-simétrica de um tensor seréa

1
Tij) = 3 (Tij — Tji) - (1.69)

Qualquer tensor pode ser sempre escrito como a soma da parte simétrica com a anti-
-simétrica

1 1
5 (T + Tji) + 5

Ty =5 2

(T — T - (1.70)

1.3.15 Campo de Tensores

Um vector fixo é um vector associado a um ponto, enquanto que um campo vectorial

numa dada regiao do espaco associa a cada vector um ponto dessa regiao.

Definicao 1.7 Um campo vectorial Y numa variedade V, € uma func¢do de classe C™
que faz corresponder a V- T(V'), ou seja, para cada pontop de V', a imagemY (p) =Y, é
um vector que pertence ao espago tangente T,(V') em p. Dada uma base (v;) de T,(V),

podemos escrever 'Y de modo sequinte
Y =Y. (1.71)

Um tensor ¢ um conjunto de quantidades definidos num ponto p da variedade V'
que respeita a lei de transformagao (1.51). Um campo tensorial definido numa dada
regiao da variedade é uma associacao de um tensor, do mesmo tipo, a cada ponto dessa
regiao, ou seja

p— Ti(p) (1.72)

em que 77 (p) sao as componentes do tensor em p. O campo tensorial diz-se diferen-
cidvel ou continuo se todas as suas componentes, em todos os sistemas de coordenadas,
forem fungoes diferenciaveis ou continuas das coordenadas. O campo tensorial diz-se

suave se as suas componentes forem de ordem C°°.
1.3.16 Derivada Parcial de um Tensor
Considere-se a expressao

X = - X7
oxJ
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que representa a lei de transformacao de coordenadas de um tensor de ordem um.

Derivando esta expressao em relacdo a ZF obtemos

0X o0 (o
oxk ok \ 0xJ

dz" 0 (0T _ .

ozk dxr <6xj )

ozt Oz" 90X 0%z Oz .

023 97* 0x" | dwiow oTF (1.73)

O primeiro termo do resultado representa uma lei de transformacao de um tensor do
tipo (1, 1), contudo, a presenca do segundo termo impede que a derivada parcial de um
tensor seja um tensor. Por defini¢ao, o processo de derivacao envolve a comparacao de
quantidades definidas em dois pontos vizinhos, P e @, a dividir por um parametro, du,

que representa a separagao dos dois pontos, na forma

Xi o Xz
e - (X,
du—0 ou

Tendo em consideracao as leis de transformagao

p =

A I T

que representam matrizes de transformacao definidas em diferentes pontos, verifica-se

que XiP — XiQ nao é um tensor.

1.3.17 Conexao Afim e Derivada Covariante de um Tensor

Considere-se um campo vectorial contravariante X%(x) definido no ponto @, de co-
-ordenadas ' + éx’, na vizinhanca de um ponto P de coordenadas z'. Através do
Teorema de Taylor vamos ter

o ) ) L OX?
Xz 7 1\ XZ J — .
(z' + ox') () + 0a’ =

(1.74)

Se igualarmos o segundo termo de (1.74) a 6.X%(i), ou seja,

) X ) .
SXi(a) = 0 O = X (a + da) — X'(a)
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verificamos que nao se trata de um tensor, ji que envolve a diferenca de dois tensores
definidos em pontos diferentes. O conceito de derivada tensorial vai ser definido intro-
duzindo um vector em @ paralelo a X' no ponto P. Este vector paralelo difere de X*

por um valor §X*(z) (ver figura 1.7).

X4 Xi—i-gle 56X —6X'

Vector
paralelo

P Q

Figura 1.7: Vector paralelo X%(x) 4+ §X’ no ponto Q. Adaptado de [5].

6X"(z) nao é um tensor mas, o vector diferenga
X'(z) + 0X'(z) — (X'(z) + 0X'(z)) =0 X"(z) — 0X'(z) (1.75)

serd construido de forma a ter caracter tensorial. A forma mais simples seré assumir
que 0X'(z) élinear em X e dz' o que faz com que existam factores multiplicativos
Fé-k tal que A A

6X'(x) = Ty X7 6> (1.76)

Considere-se VX" a derivada covariante de X* definida pelo limite

. 1
Vi X' = lim

Jim e (X (@ 4 00) - [X(@) £ X @)} (T)

que é a diferenca entre o vector X*(Q) e o vector em () paralelo ao vector X*(P),
a dividir pela diferenca de coordenadas quando estas, no limite, tendem para zero.
Utilizando as relagoes (1.74) e (1.76) obtemos

) oX? ‘ )

Para que Vj X? um tensor do tipo (1, 1), I‘}k tem que ter uma transformacao da forma
[17]
—i oz’ 9zF ox® _, ozt %"

r, = &9y O O 1.
ik oxr oz oxk = ™* + ox" 97 OTk (179)
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< . . % S A .
A presenga do segundo termo de (1.79) mostra que de I}, nao ¢ um tensor. Qual-
quer quantidade F;k com uma lei de transformagao expressa por (1.79) chama-se uma
conexao afim ou, simplesmente, conexao ou afinidade. Uma variedade munida de
uma conexao continua chama-se variedade afim.

Aplicando a regra de Leibniz & derivacido covariante vamos obter

0X;

X, — 220
vk A 8.ka

J
I X5 (1.80)
A derivada de um tensor de tipo (p, q) vai ser de tipo (p,q+ 1), isto ¢, tem um grau
covariante extra. A expressdo geral da derivacdo covariante para um tensor 1" tem a
forma: .
kj...—WJF e e B Y (1.81)
Da lei de transformacao conclui-se que a soma de duas conexoes nao é uma conexao
ou um tensor. Contudo, a diferenca de duas conexdes é um tensor é um tensor do tipo
(1,2) ja que o termo nao homogéneo anula-se. Por esta razao, a parte anti-simétrica de
%,

Tj, = T, — Ty (1.82)

é um tensor. Se este tensor for nulo a conexao é simétrica, isto é,
i T
I = T, (1.83)

1.3.18 A Meétrica

Um campo tensorial simétrico de ordem dois, g;;(x), define uma métrica. A uma vari-
edade munida de uma métrica variedade de Riemann. A distincia infinitesimal, ds,

entre dois pontos vizinhos, ' e x' + dz?, é definida por:
ds? = gij(x)dz’ dab. (1.84)

A equagao (1.84) é, também, conhecida por elemento de linha. A norma de um vector

contravariante X° é definida por
X? = gij(z) X" X7, (1.85)

A métrica é definida positiva ou definida negativa se, para todos os vectores

X,X? >0 ou X? < 0, respectivamente. Caso contrario, a métrica chama-se indefi-
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nida. O angulo entre dos vectores X' e Y% com X2#0 e Y2 #0 ¢ dado por

i XY
cos (X,Y) = gjl - (1.86)
(Igkr XFYT])2 (|gms X7 Y#[)2
Se
9ij(x) XY = 0 (1.87)

os vectores X' e Y s@o ortogonais. Se a métrica for indefinida, entao, existem vectores

que sao ortogonais em relagao a si proprios, que se chamam vectores nulos, ou seja
9ij(2) X' X7 = 0. (1.88)
O determinante da métrica é representado por
g = det (gi5) - (1.89)
A métrica é nao-singular se g # 0 e, neste caso, a inversa de g;;, g, ¢ dada por
9ij 9" = oy . (1.90)

De (1.90) verifica-se que ¢” ¢é um tensor contravariante de ordem dois e chama-se
métrica contravariante.

Através de g;; e g%, é possivel baixar ou subir os indices de tensores utilizando as
seguintes relagoes:

T = gy T (1.91)

T = g (1.92)

1.3.19 Conexao Métrica

Considere-se uma curva C' representada pela equagao paramétrica x' = z'(u). De

dividirmos a equacao (1.84) pelo quadrado de du obtemos

ds\ 2 dzt dad
(du> = 99 Gy du (1.93)
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O intervalo s entre dois pontos P; e P» na curva C' é dado por:

Py P2 s Py dz® dx? 2
— ds = “Zdu = i — — | du. 1.94
[ [ [

Define-se geodésica métrica temporal, entre dois pontos P; e P», como sendo a
curva que une esses dois pontos e cujo intervalo entre eles é um maximo, minimo ou um
ponto sela.

Derivando as equagoes para as geodésicas, as equacoes de Euler-Lagrange dao origem

as equacgoes diferenciais de segunda ordem

d*z? dad da® <d23 ) ds) dz’ (1.95)

s jkyif — —— =55+ | 9j >
9ij du? + k. 7} du du du? * du 9ij du

em que as quantidades definidas por {jk,i} s@o os simbolos de Christoffel de tipo

um e sao definidos pelas derivadas da métrica através de

0 0 0

{jk,i} = % [W (gix) + @(gﬂc) - axk(gi]’)] : (1.96)

Multiplicando por ¢ e utilizando (1.90), obtemos as equacdes
dlot [ 4 | doddet (s da\ 2t (1.97)
du? jk du du du? " du) du

em que { _Zk } sao os simbolos de Christoffel de tipo dois definidos por
J

{ jik } = g" {jk,r}. (1.98)

Considere-se um parametro u que esta linearmente relacionado ao intervalo s, isto

u=as+pf (1.99)

em que « e [ sao constantes. Entao, o lado direito de (1.97) desaparece. No caso

especial de u = s, as equacoes para uma geodésica métrica passam a ser

d2zt 7 A
R — 1.100
du? + { ik } ds ds 0 ( )
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Py
gy oAy, (1.101)
ds ds
em que se assume que ds # 0.
Para métricas indefinidas, existem geodésicas para as quais, a distancia entre quais-
quer dois pontos é nula. Essas geodésicas chamam-se geodésicas nulas. Estas curvas
podem ser parametrizadas por um parametro u, chamado de paradmetro afim, de

forma a que as equagOes destas curvas sejam expressas por

A2zt 1 dzb dx*
—_— — — =0 1.102
du? + { ik } du du ’ ( )
em que ' '
dzt dx’
i — —— = 0. 1.103

A ultima equacgoa deriva do facto do vector tangente ser nulo. Um qualquer outro

parametro afim esté relacionado com wu pela lei de transformacao
u—au+ 5. (1.104)

Considerem-se as seguintes equagoes:

b= { jik } (1.105)

ik = 39 [(%J (9rk) + W(Qm’) - %(gjk) (1.106)

Esta conexao construida a partir da métrica e das suas derivadas chama-se conexao

métrica. As defini¢bes anteriores levam a identidade

Entao, se (1.107) tiver que ser valida para qualquer conexao simétrica, a conexao em

que ser necessariamente a conexao meétrica.

Teorema 1.1 Se V,; representar a derivada covariante em rela¢do & conexdo afim
F;.k, entao a condi¢ao necessdria e suficiente para que a derivada covariante da métrica

desapareca € que a conerdo seja a conerdao métrica.
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1.3.20 O Tensor de Curvatura
O tensor de curvatura ou tensor de Riemann é definido por

o . o . . )
Tip — T+ T, — T T (1.108)

Ry = — T
JEr ok "Ik g

em que I‘; i € a conexao métrica definida por (1.106). Entao, R’ jkr depende da métrica
e das suas primeiras e segundas derivadas. Logo, o tensor de Riemann é anti--simétrico

nos dois ultimos pares de indices
R jpr = —R' .. (1.109)
O facto da conexao ser simétrica leva ao resultado
R + R yji + Ry = 0. (1.110)

Baixando o indice contravariante, verifica-se que o tensor resultante é simétrico alte-

rando a posi¢ao do primeiro e dltimo par de indices, isto &,
Rijir = Ripij - (1.111)

Combinando esta equagao com (1.109), verifica-se que o tensor que resultou do baixar

de indices, é anti-simétrico no primeiro par de indices:
Rijir = — Rjipr - (1.112)

Através das relagoes anteriores, verifica-se que o tensor da curvatura satisfaz as seguintes
relagoes:
Rijir = — Rijrk = — Rjikr = Ririj (1.113)

Rijkr + Rirjk + Rikrj =0. (1.114)

Estas simetrias reduzem consideravelmente o niimero de componentes independentes;
para n dimensoes, este nimero é reduzido de n* para %nQ (n2 - 1). Demonstra-se
também que, o tensor de Riemann satisfaz um conjunto de identidades diferenciais a

que se chamam identidades de Bianchi:

ViRrmjk + Vi Remij + Vi Ry = 0. (1.115)
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O tensor de Ricci é definido pela contracgao
_ pk _ _kr
Ry = Rikj = 9" Ryikj, (1.116)

que por (1.111) é simétrico. Uma contracgao final define o escalar de curvatura ou
escalar de Ricci R:
R = g¢YRyj. (1.117)

Estes tensores podem ser utilizados para definir o tensor de Einstein

1
Gij = Rij — §gin, (1.118)

que é simétrico e, por (1.114), o tensor de Einstein satisfaz as identidades de Bianchi
VG =0. (1.119)

1.3.21 Meétrica Plana

Num ponto P de uma variedade, g;; ¢ uma matriz simétrica de nimeros reais, o que
faz com que exista uma transformagao na qual a matriz é reduzida a uma diagonal em
que os termos sao +1 ou —1 a que se chama o trago da métrica. Assumindo que
a métrica é continua ao longo da variedade e nao-singular, entao o trago da métrica é
invariante. Contudo, se existir um sistema de coordenadas no qual a métrica pode ser
reduzida a uma forma diagonal com +1 em toda a variedade, entao a métrica diz-se
plana. Demonstra-se também que, se R;kl = (0 é possivel encontrar um sistema de

coordenadas no qual as componentes da métrica sao constantes ao longo do espago.

Teorema 1.2 A condi¢ao necessdria e suficiente para que numa variedade a conexdo

seja plana é que o tensor de Riemann seja nulo.

Considere-se um sistema onde a métrica é uma diagonal +1. Como a métrica é
constante por toda a variedade, as suas derivadas parciais desaparecem e, logo, a conexao
métrica Fék desaparece também como consequéncia de (1.106). Como consequéncia, o
tensor de Riemann também desaparece.

Se o tensor de Riemann desaparece, entao pelo teorema (1.2), existe um sistema
de coordenadas em que a conexao também se anula. Como esta conexao é a conexao

métrica, por (1.107) vamos ter,

a 'S 'S
Vigij = 55 (9i) = Tikgrj — Tjrgir = 0, (1.120)
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de onde obtemos
5o 95 = Vi grj + T gir, (1.121)
o que implica que
0
gak 95 = O
A métrica é, entao, constante por toda a variedade e pode ser transformada numa forma

diagonal de elementos =+1.

1.3.22 O Espacgo-Tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski, ou simplesmente espaco plano, é caracterizado por
ser uma variedade de quatro dimensoes munida de uma métrica plana de trago 2. Entao,
por defini¢ao e com a métrica é plana, existe um sistema de coordenadas que cobre toda a
variedade no qual a métrica é diagonal, com elementos da diagonal da forma £1. A este
sistema de coordenadas chama-se sistema de coordenadas de Minkowski e escreve-se

da seguinte forma:
(xl> - (x07x17$27x3) = (t,x,y,z) . (1.122)

Aqui adopta-se a convencao de sinal em que o elemento de linha de Minkowski

toma a forma:
ds* = Zdt? — da® — dy* — d2? (1.123)

ficando em unidades relativistas, considerando ¢ = 1, na forma de
ds* = dt* — da* — dy* — d2* (1.124)
que é forma que iremos adoptar. Na forma tensorial (1.124) vai ter a forma
ds? = n;jda’ da? (1.125)

em que 7;; ¢ a métrica de Minkowski:

1 0 0 0
0 -1 0
o = diag (1,-1,-1,-1). (1.126)
0 —1
00 0 -1

Em coordenadas de Minkowski, a métrica 7,; ¢ constante e, nesse caso, a conexao

F;-k desaparece neste sistema de coordenadas. Logo, o tensor de Riemann ¢ nulo.
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1.3.23 O Cone de Luz

No espaco-tempo de Minkowski a norma de um vector é definida por
X? =g X'X7 = X; X", (1.127)
Este vector pode ter a seguinte classificacao:
e temporal se X2 >0,
e espacial se X2 <0,
e nulose X2 = 0.

Dois vectores X' e Y? sdo ortogonais se o seu produto interno for zero, ou seja,
gi; X'Y' =0, (1.128)

do que se deduz que um vector nulo é ortogonal a si préprio.
O conjunto de todos os vectores nulos num ponto P numa variedade de Minkowski
forma um cone duplo a que se chama cone nulo ou cone de luz. Em coordenadas de

Minkowski, os vectores nulos X* no ponto P satisfazem a relacio
ni; X' X7 =0, (1.129)

ou seja,

(X% — (x1)? - (x2)% — (x*)? =0, (1.130)

que é a equacdo de um cone duplo. Se definirmos um vector temporal 7% em coorde-
nadas de Minkowski por 7% = (1,0, 0,0), entdo, um vector temporal ou nulo X* diz-se

que:
e aponta o futuro se n;; XTI >0,
e aponta o passado se 7;; XTI <.

Os vectores que apontam para o futuro estdao todos dentro de numa zona do cone a que
se chama futuro e os que apontam para o futuro estdao numa zona a que se chama o

passado (ver figural.8).
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Cone nulo — Vector dd futuro
Vector futuro nulo

Vector espacial

v

Vectondo passado

Figura 1.8: Cone nulo sem a terceira dimensao z. Adaptado de [5].

1.4 As Transformacgoes de Lorentz

1.4.1 Derivagao Standard das TransformacgGes de Lorentz (Boost)

Considerem-se dois referenciais inerciais S e S. Considere-se ainda que S se move
uniformemente ao longo do eixo positivo dos xx com velocidade v (recordar figura
1.2). (z,y,z) sao coordenadas Cartesianas medidas em S e t ¢ o tempo medido por
um relogio em repouso no referencial S. De uma forma semelhante (Z,7,Z) e t sdo
as coordenadas espaciais e temporal medidas em S. N&ao estamos a assumir que o
tempo é absoluto, ou seja, que ¢ = t. Vamos, neste ponto, trabalhar com unidades
nao-relativistas, nas quais a velocidade da luz tem o valor c.

A relacao entre as coordenadas em S e S pode ser escrita de uma forma matricial

t t
=] " (1.131)
y y
z z

em que L é uma matriz 4 X 4 a que chamaremos matriz de Lorentz que representa
uma transformacao de Lorentz cujas quantidades apenas dependem, neste caso, da

velocidade de separagao v. Vamos assumir que o espago é isotropico, ou seja, igual em
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todas as direcgoes, que leva as transformacgoes para y e z sejam
U=y e zZ=z. (1.132)

No instante t = ¢ = 0 as origens dos dois eixos coincidem. Considere-se que um feixe de
luz é emitido. De acordo com S o feixe de luz move-se de uma forma radial afastando-se
de S com uma velocidade c¢. O feixe de luz vai constituir uma esfera de raio ct. Se

definirmos a quantidade I por

I(tz,y,2) = t? — 22 —y* =22 (1.133)

entao, todos os acontecimentos que ocorrem dentro da esfera tém que satisfazer a con-
dicdo I = 0. Pelo segundo postulado de Einstein, S também tem que ver o feixe a

deslocar-se de uma forma esférica com velocidade c. Logo se definirmos I por
17,92 =3 -2 -2 - 22 (1.134)

concluimos que:
I=0 & I=0. (1.135)

Temos entao que encontrar uma transformagao que respeite (1.135). Pela definigao de
referenciais de inércia esta transformacio tem que ser linear, o que implica que I = kI
e I = k1. Combinando estas duas equa¢des vamos obter k% = 1. Obtemos assim k = 1
ja que k = —1 é impossivel porque no quando v — 0 os dois referenciais coincidem e
I1=1

Substituindo k=1 em I = kI vamos obter
At —x? -y 2= AP — 7 - 7P — 7 (1.136)
e considerando (1.132) temos
A2 - 2? = 2P - 2. (1.137)
Vamos introduzir em (1.137) as coordenadas imaginarias T e T definidas por

T = ict (1.138)
T = ict (1.139)
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ficando (1.137) com a forma
T2 4 22 =T + 72, (1.140)

Num espaco bidimensional (x,T), T? + 2% representa o quadrado da distancia de um
ponto P & origem que é mantida invariante durante uma rotac¢ao no espago (x,7T') (ver

figura 1.9).

AT

N

8|

A

Figura 1.9: Rotagao no espago (x,7') de valor 6.

Se definirmos o angulo de rotagao por 6, a rotagao vai ser dada por

T = xcosf + T sinf (1.141)
—x cost + T cost (1.142)

]
I

S vé S a mover-se ao longo do seu eixo positivo x com uma velocidade v, logo =z =

vt = v T /ic. Substituindo estes valores em (1.141) obtemos
tanf = . (1.143)
c

Podemos obter uma expressao para o cosf usando

I 1 1
secl (1 4 tan20) ( _v2)5

cosf =

Se utilizarmos o simbolo [ para a ultima expressao, ou seja

1

(1)
=

B
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a equagao (1.141) da origem a

T = f(x —vt)
e (1.142) da origem a
T=23 <x (w) + ict)
c
de onde tiramos que
_ vE
c

Temos, entdo, a derivagao standard de uma transformagao de Lorentz (boost) em uni-

dades nao-relativistas:

_ VT
P = B(t - ?2) (1.144)
T = [z — vt) (1.145)
7 = (1.146)
z = 2z (1.147)
O Factor de Lorentz
Considere-se )
B - 2
-2

Se v =0, entdao = 1. Se v < ¢ podemos considerar § = 1 e as transformacgoes de

Lorentz passam a ser

t =t
T = x — vt
y =y
zZ = z

que sao as transformacoes de Galileu.

1.4.2 O Grupo de Lorentz

Seja M o espaco de Minkowski. Uma transformacao de Lorentz é uma funcao linear

L: M — M tal que, para qualquer x,y € M, L satisfaz a condigao

L(z) - L(y) = =-y. (1.148)
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Se L;'- forem os coeficientes da matriz L (com 4,5 = 0,1,2,3), vamos ter
L(z) = Lial . (1.149)

As transformacao de Lorentz s@ao entao definidas como um conjunto de transformacoes
do tipo
' — T = Lja’ (1.150)

das coordenadas de Minkowski, que deixam a métrica de Minkowski invariante, isto é:
Ly, Linij = 1 (1.151)

e temos entao
L()-Lly) = ny Lia* Ly = (LTnL), oty (1.152)

em que L7 representa a transposta de L. Entéo
L(x)-L(y) = z-y = (L"nL),, "y = ma®y’
qualquer que seja o x,y € M. Conclui-se que L ¢é uma matriz de Lorentz se
LTnL = . (1.153)

Definicdo 1.8 Qualquer matriz 4 x 4 que preserve a forma quadrdtica L™ nL = n ¢é

uma transformagao de Lorentz, sendo L uma matriz de Lorentz [26].

Teorema 1.3 Se L for wma matriz de Lorentz, entio LT também é wma matriz de

Lorentz.

Pela equagao (1.153) temos que det L = +1. Se z =y em (1.148), entdo = é um vector
temporal se e s6 se L(z) é um vector temporal; = é um vector espacial se e s6 se L(x)
é um vector espacial e, pela propriedade da nao-degenerescéncia do produto interno, x
é um vector nulo se L(z) for um vector nulo.

O grupo das transformagoes de Lorentz em M formam um grupo a que se chama
grupo de Lorentz que é representado por L. O elemento identidade deste grupo é
(53- e o elemento inverso é dado pela matriz inversa. A matriz L} é invertivel porque se

calcularmos o determinante em cada lado de (1.151) vamos obter

(detL)> =1 = detL = +1
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o que faz com que a matriz seja nao-singular. Podemos desta forma dividir o conjunto

de todas as matrizes de Lorentz em dois conjuntos da seguinte forma

L, = {LeL:detL =1}
L. = {LeL:detL = —1}

em que Ly é um subgrupode L e L_ = nL,.

Seja L € L. A matriz L pode ser escrita na forma

uw P

em que W, w! sao vectores de R® e v € R, sendo P € (3 x 3,R). Pela condicao de
(1.153) temos
vy =1+ |z| (1.154)

que faz com que v < —1 ou v > 1. Desta forma podemos dividir L em quatro

subconjuntos:
L', = {LeL:detL =1¢ L) >1}
L' = {LeL:detlL = -1e¢ L) > —1}
LY, = {LeL:detL =1e L)< —1}
LY = {LeL:detL = —1¢ LY <1}

Se det L; = 1, entao a L; chama-se transformagao de Lorentz prépria ou de preser-
vagao da orientacao. Um exemplo de uma transformagao de Lorentz impropria é a
transformacao

t=t, T=-x, Y=y, Z=2

que inverte a direccao de x. Se L8 > 1, entao L;- é uma matriz de preservacao da
direcgao temporal. Um exemplo de uma transformagao que nao preserva a direcgao
temporal é

t=—t, T=xz, Y=y, Z=2
que inverte a direc¢ao do tempo.

Defini¢ao 1.9 Seja L €L e x € M. Se LY > 1, x € direccionado ao futuro (passado)
sse Lx for direccionado ao futuro (passado); se Lg < —1, x € direccionado ao futuro

(passado) sse Lx € direccionado ao passado (futuro) [26].



1.4 As Transformagoes de Lorentz 45

O subgrupo L', que vamos representar por L,, ¢ um grupo de transformacio de
preservagao temporal. L, contém a matriz identidade, enquanto que os outros trés
conjuntos nao, ou seja, nao sao subgrupos de L. Verifica-se que L, é um subgrupo de

L. As relacoes entre L,, LT _, L+ || LY _ sio as seguintes:

1 0 00 1 0 00
oo |o—roo| 0o —too |
- o0 10| * o 0o 10| "
0 01 0 0 01
“100 0
1
L' = "V,
010
00 1

L, e L' _ preservam a orientacio espacial e qualquer transformacdo em L¥_, Lt

inverte direcgOes espaciais.

1.4.3 Boost

Uma transformacao de Lorentz que corresponda a um movimento uniforme de um re-
ferencial inercial que conserve um sub-espago bidimensional, temporal ou espacial, é
conhecido por boost.

Um exemplo de um boost sao as transformacoes descritas na seccao anterior dadas

por:
_ v
t=8(-3)
T = [B(x — vt)
7 =
z = z
em que
1
B = -
1 — ¥
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Se escrevermos estas transformagoes na forma

ca = f (ct - %x) (1.155)
T = f (—%ct + x)

y =y

z = z

vamos ter numa forma matricial

ct B —pL 00 ct
T —p2 0 0
S I v (1.156)
7 0 0 10
z 0 0 01 z
Verifica-se que (1.156) ¢ da forma
= Al (1.157)

Como detA'; =1 e AJ>1, oboost é uma transformagio de Lorentz prépria.
Com v — 0, B — 1 e, entao, a matriz Aij passa a ser a matriz identidade. A

transformacao inversa ¢é representada pela matriz inversa de A’ ;:

B AL 00
| B s 00

A = ¢ 1.158

(A7) S0 (1.158)
0 0 01

De uma forma geral, para o movimento uniforme com velocidade v = (v, vy,v;) 0

boost é representado pela seguinte matriz [27]:

B e g -~
B 1H(B-DE (B-ntE (F-DhE
-8 (B-D%E 1+ (B-DF  (B-1%F
B (B-DHE (B-D%E 14(B-D%

(L) =

(1.159)
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1.4.4 Boost na Forma Hiperbdlica

Seja
tanh(f) = % (1.160)
Entao
cosh(f) = f (1.161)
sinh(f) = ﬂ% (1.162)
e destas relagoes deduzimos que
exp(6) = B (1 + %) : (1.163)

Usando as relagoes anteriores podemos reescrever a transformacgao de Lorentz para um

boost de velocidade v na direccao positiva de x como

cosh(¢) —sinh(¢)

0
(Lz‘j): _Sir(;h(¢) COSE(@ (1) (1.164)
0

0 0

_ o O O

em que ¢ éo parametro do boost. As transformacoes de coordenadas podem ser escritas

na forma
ct = ctcosh(p) — = — sinh(¢) (1.165)
T = —ctsinh(¢) + x cosh(¢) (1.166)
obtendo-se
(ct +z) = exp(—9)(ct + z) (1.167)
(ct —z) = exp(—¢)(ct — ). (1.168)

Multiplicando estas duas equagoes chega-se ao resultado
AP - = A - 2P (1.169)
que é consistente com o facto do elemento de linha de Minkowski ter que ser invariante.

Axioma 1.1 Se uma transformacao prdpria de Lorentz L deiza invariante um sub-
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-espaco S de Minkowski, entio deiza invariante o sub-espago ortogonal S+

Definigao 1.10 Uma transformac¢ao L(L # I) € L, é uma transformacao do tipo
boost se deixa invariante um sub-espaco espacial bidimensional e invariante o corres-

pondente sub-espaco temporal ortogonal e bidimensional.

A inversa desta transformacao é uma outra transformacao de Lorentz de parametro
—¢: .
tanh(—¢) = —tanh(¢) = ——- (1.170)
c

O produto de duas transformagoes de Lorentz de factores ¢ e ¢o é uma transfor-

macgao de Lorentz com factor ¢ = ¢1 + ¢o. Isto deriva-se das igualdades hiperbodlicas

sinh (1 + ¢2) = cosh ¢y sinh ¢o + sinh ¢y cosh ¢y (1.171)
cosh (91 + ¢p2) = cosh¢y coshps + sinh ¢y sinh ¢ (1.172)

Usando a igualdade hiperbodlica

tanh ¢1 + tanh ¢9

- _ 1.1
anh (¢1 + ¢2) 1 + tanh ¢ tanh ¢o )
vamos obter
V1 + v
_ vt 1.174
14 932 o

A equagao (1.174) ¢ a lei relativista da soma das velocidades colineares. Quando

V1vy € ¢ vamos ter v = v; + vy como acontece em mecinica nao-relativista.

1.4.5 Rotagao Espacial

Seja R uma matriz ortogonal 3 x 3 que represente uma rotagao propria no espaco e L;-

uma matriz de Lorentz. Entao
1 0 0 O

(L} (1.175)

<
SN—
I
o o o
=
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também é uma transformagao propria de Lorentz ja que det R = 1 implica det (L;) =1

A transformacdo inversa é dada por

(L;") = (1.176)

RT

o O O =

Definigao 1.11 Uma transformacao L(L # I) € L, é uma rotagao espacial se dei-
xar invariante um sub-espaco temporal bidimensional e o correspondente sub--espaco

espacial ortogonal e bidimensional.

Uma rotacao espacial, pode ser representada, pela seguinte matriz:

0 O 0
1 0 0
0 cosf —sind
0

sinf  cos6

(L;") = (1.177)

o O O

em que 6 é o pardmetro da rotagao.

1.4.6 Boost e Rotacao: Transformacao Screw

De uma forma geral, um screw consiste numa rotagao espacial (ou seja, sem alteracao
do tempo) seguida por um boost (alteragao no tempo) de um referencial inercial para
outro, isto é

L(propia) = L(boost) L(rotagao espacial).

O produto de dois boosts colineares com velocidades v e vo é um boost de velocidade

v sendo esta velocidade obtida por (1.174), que pode ser escrita na forma
L(v) = L(vy) L(v2) . (1.178)

Definigao 1.12 Uma transformac¢io L(L # I) € L, ¢ wma transformagao do tipo
screw se deizar invariante um sub-espaco espacial de duas dimensoes e deizar invariante

o sub-espago temporal ortogonal e bidimensional correspondente.
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Um screw pode ser representado pela seguinte matriz

coshgp —sinh¢y 0 0
: — sinh h
L= sinh¢ cosh¢ 0 0 (1.179)
0 0 cosf —sinf
0 0 sinf cos6

com ¢ = (t), § = 0(t), ¢(0) = 0(0) = 0.

1.4.7 Rotagao Nula

Definicao 1.13 Um sub-espaco V C X tal que u-v =0, YVu,v € V, é um sub-espaco

nulo.

Definigao 1.14 Uma transformag¢io L(L # I) € L, € uma rotagao nula se deizar

mvariante um sub-espaco nulo bidimensional de M.

Uma rotacao nula pode ser representada pela matriz:

10 0 0

| 10 0
(L;) = “ (1.180)

y 0 10

a2+ —a -y 1

em que « = «(t), v =(t), a(0) =~(0) =0.

1.5 A Mecanica Relativista

1.5.1 Contracgao do Comprimento

Considere-se a barra fixa no referencial S de extremidades T4 e Zp, como esta descrito
na figura 1.10.
O referencial S move-se com velocidade v em relacdo a S. No referencial S o

corpo tem coordenadas x4 e xp obtidas pelas transformagoes de Lorentz
Ta = (xa — vta) e Tp = B (xp — vtp) . (1.181)
O comprimento da barra em repouso, isto é, medido por S é dado por:

lo =T4 —Tp = AT. (1.182)
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Y Y

Figura 1.10: Um corpo a mover-se com velocidade v em relagao a S.

O comprimento da barra medido por S no instante t =t4 =tp é:
|l =xz4 —zp = Azx. (1.183)
Subtraindo as equagoes de (1.181) vamos obter
1 =B . (1.184)

Verifica-se assim, que o comprimento de um corpo na direc¢do do seu movimento, com
velocidade uniforme v, tem uma redugao de /1 —v?/c2. A este fenémeno chama-se
contracgao do comprimento.

Por outro lado, verifica-se que o corpo tem maior comprimento no referencial onde
se encontra em repouso, neste caso em S. A este comprimento em repouso chama-se
comprimento proprio.

1.5.2 Dilatacao do Tempo

Considere-se um relogio fixo em T = T4, no referencial 9, registar dois acontecimentos

sucessivos separados por um intervalo de tempo Ty (ver figura 1.11).

S
Linha do tempo

Figura 1.11: Eventos sucessivos registados por um relégio fixo em S.
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Os eventos sucessivos em S sao (Ea,fl) e (Ea,fl + To). Utilizando as transforma-

¢oes de Lorentz, em S vamos ter

VI A VT
c2

tlzﬂ(tl—F 2 >, tQZ,B(tl—l-To—l-A)‘ (1.185)
Entao o intervalo de tempo em S definido por T =ty — t1 vai ser obtido por
T =8T. (1.186)
Isto demonstra que relégios em movimento atrasam-se através do factor
2, 2\"3
(1—-v%/c%) 2.

A este fenomeno chama-se dilatagao do tempo. A taxa mais rapida de tempo corres-

ponde ao relogio em repouso (relogio ideal) e chama-se taxa propria.

Tempo Proéprio

O tempo medido por um relégio ideal, aquele que nao é afectado pela sua aceleragao
e cuja taxa depende da sua velocidade instanténea, é chamado de tempo proéprio 7.

Este tempo entre t1 e to é dado por

to 2 %
v
1 - — dt . 1.187
/tl < 02) (A5

1.5.3 4-Vectores

A formulacao tensorial da relatividade restrita assenta na invariancia de
ds?® = Mo dz® da?

sendo as coordenadas no espago M representadas na forma x®, em que o = 0, 1,2, 3,
sendo

¥ =t ol =z Tzt =y 0 =z

z% = (t,r) (1.188)

a que se chama vector 4-posigao.
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Neste espaco s6 podemos permitir transformacgoes de coordenadas

«

% — ¢

que preservem a métrica de Minkowski, ou seja

ﬁaﬂ = Tap

o que faz com que o elemento de linha de Minkowski seja preservado.
Considere-se a seguinte transformacao linear e homogénea cujos coeficientes sao

independentes das coordenadas
¥ = Aja” e 2% = Ag°7” (1.189)
em que (Ag®) é a inversa de <Ag)
AL Aght = AMO‘Ag = 05 . (1.190)
Um 4-vector contravariante transforma-se da seguinte forma
~O
X% = AgX”° (1.191)
e um 4-vector covariante transforma-se como

Xo = AP X, (1.192)

Verifica-se, entao, que as componentes contravariantes e covariantes de um 4-vector nao

sS40 as mesmas

X = (X"X) — Xo=1npX =(-X°X). (1.193)
O produto interno de dois 4-vectores pode ser escrito da forma

Nap XOYP = XYV, = X,V = - X°v? + X.Y (1.194)

que é uma quantidade escalar.

O quadrado do comprimento de um 4-vector é

Mo XX = XX, = -X°Xx% + X-X (1.195)
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que nao necessita de ser positivo.

1.5.4 4-Velocidade

Considere-se o movimento de uma particula de acordo com a curva z*(7) no referencial
inercial S. O movimento é parametrizado pelo tempo proprio 7. Para uma particula a
sua 4-posicao x# & temporal, isto é, x#x, < 0, ou seja, a linha de universo da particula
estd dentro do cone de luz ja que nao pode ter uma velocidade superior a da luz. No

referencial S, a particula move-se com a 3-velocidade

dr
vV=—"
dt
Encontra-se em repouso no referencial que se move com velocidade v em relagao a S.
A 4-velocidade v" vai ser definida pela alteracao do vector de posicao da particula

em relagdo ao tempo proprio:

_dat

’U'u = ?7 (M:O,1,2,3) (1196)

Como dz* é um 4-vector e dr é um invariante, v* é um 4-vector.

Pelo fenémeno da dilatacdo do tempo temos que

Bdr = dt. (1.197)

Como z* = (ct,r)
vt = B (e,v) (1.198)
Verifica-se que v*v,, = —c? <0, ou seja, a 4-velocidade é um vector temporal e invari-

ante.

Por analogia com a mecénica classica podemos definir a 4-aceleragao pela relacao

vt

"= 1.199
ot = (1.199)

1.5.5 4-Forca e 4-Momento

Consideremos de novo a particula do caso anterior. Através da segunda lei de Newton

sabemos que a forca é dada pela expressao

_d

F = 1.200
= (1.200)
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em que p ¢ a quantidade de movimento. Por analogia, podemos definir um 4-vector

da forma
ap*
dr’

em que " a 4-forga e a p" o 4-momento. A definicio de 4-momento vem da

FF = (n=0,1,2,3) (1.201)

mecanica cléssica e, assim, o 4-momento seré
Pt = mgo¥, (1.202)

sendo mg a massa inercial da particula no seu referencial de repouso. A mg chama--se
massa de repouso ou massa propria (ou seja, a massa da particula medida por um
observador que se desloca com ela) e é um invariante. Temos entao, que (1.201) pode

ser escrita na forma

dp* dvt
Pt = — = mg— 1.203
dt 0 dr ( )
onde se assume que a massa de repouso, mg, nao varia durante o movimento.
Como v* = f (¢, v), temos que
P = m(c,v) = (me,p) (1.204)
em que p = mv é o 3-momento newtoniano da particula e m = fmg é a massa
inercial da particula, ou seja,
m
m=-——2_ = Bmyg (1.205)

V1= v?/c?
representa a massa em movimento da particula, que se move com uma velocidade v. O
4-momento seré, entao definido por

pt = Bmovt = mot (1.206)

ou, em notagao vectorial
p=pfmygv =mv (1.207)

1.5.6 A 4-Forga de Minkowski

As equacoes do movimento de Newton, embora invariantes durante uma transformacao
de Galileu, nao sao invariantes durante uma transformagao de Lorentz; tém que ser
generalizadas de forma a ser obtida uma lei para a forga que, satisfaca os requisitos

covariantes da relatividade restrita.
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Considere-se F a forca de Minkowski e f a forga de Newton. A 4-forga é definida

pela relacao
_

dr

o que faz com a generalizacdo que se procura seja uma que, para velocidades muito

bz (p=0,1,2,3)

pequenas quando comparadas com ¢ esta equacao seja reduzida a forma classica

. dpi
= — 1 =1,2,3).
f=T (=123
sendo f a forca de Newton.
Como dr e dt estao relacionados através da expressao (1.197), pode-se escrever a

equacao para a for¢a de Newton na forma

A dp’
v — 1.208
£ = oo (1.208)
ou seja '
o dp
g =L, (1.209)
dr

A expressao (1.209) mostra que as componentes espaciais do 4-vector da forca de

Minkowski estao relacionadas com a forca de Newton através da relagao
F' = g ft (i =1,2,3). (1.210)

Incluindo a parte temporal do 4-vector da forca de Minkowski chegamos & expressao

para a 4-forca de Minkowski:

F =23 (1f~v, f). (1.211)
C
1.5.7 Relagao Massa-Energia

Na mecénica classica, o trabalho W realizado por uma forga, por unidade de tempo, é

definido por
W =F-v (1.212)

em que v é a velocidade da particula. A energia cinética T da particula é definida por

— =W =F-v (1.213)
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que expressa que a alteracao de energia cinética ¢é igual ao trabalho W. Utilizando as

relagdes (1.200), (1.207) e (1.213), podemos escrever a expressao para o trabalho:

_ mov dv d mo

Substituindo esta equagao em (1.213) e integrando, encontramos a expressao para a

energia cinética da particula com velocidade wv:

2
T=——"° _4¢ (1.215)
(1—v2/c2)'/?
em que C' é uma constante. Para v = 0 obtemos C = —mqc?, e entdo
2
o mOC B 2
b= (1—1;2/02)1/2 moe
= mct — moct. (1.216)

Para valores de v muito pequenos quando comparados com ¢, obtemos, numa primeira

aproximacao, a expressao classica para a energia cinética:

1
T = §m002. (1.217)

Por (1.216) podemos definir a energia total E da particula pela relagao
E=myc® + T, (1.218)

ou seja, a energia total é o somatorio da energia de repouso, traduzida por mgc?, com

a energia cinética. A energia total serd, assim,
E = mc. (1.219)

1.5.8 Relagao Energia-Momento

Voltemos as equagoes (1.204) e (1.219). Escrevendo esta ultima na forma

=——9° - me. (1.220)

N

E mocC
c
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Como 5
' = movt = m(c,v) = (C,p> (1.221)

podemos considerar o 4-vector p’ como sendo constituido por trés componentes de
momento, p',p?,p>, expressos por
dx’

L= =12 1.222
p mo dr (7’ 5 )3) ( )

e um quarto componente po que serd a componente energética na forma

o_ M  _ .-, (1.223)

p = —— =
V1 —v2/c? c
Forma-se, assim, um 4-vector do momento que combina o conceito de energia e de
momento, a que chamaremos 4-vector energia-momento, de uma forma semelhante
a que é feita para o espaco-tempo, ao qual é possivel aplicar uma transformacao de

Lorentz:
p=1Lp (1.224)

<§’p> _ I <f’p>' (1.225)

Obtemos desta forma as seguintes transformacoes de Lorentz, durante um boost ao longo

ou, na forma de componentes

do eixo z, para o 4-vector energia-momento:

7 = p. (1.226)
Em (1.198) mostrou-se que o quadrado da 4-velocidade ¢ invariante e igual a —c?;
de igual forma também se demonstra que o quadrado do 4-momento é invariante, ou
seja,
W o2, 2 2
plpy = myvtu, = —mje” (1.227)

Como )
E E E

o (B2 (2 _ 2 1.228

P Dy <c,p> <C,p> TP (1.228)
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em que p? = (p")2+ (p?)? + (p*)?, obtemos a relacio entre a massa, momento e energia:
E? = p*c® + mict (1.229)

Esta equacgdo é analoga & equacao da mecanica classica E = p?/2m, exceptuando que

no caso de (1.229) E incluir a energia de repouso.

1.5.9 Tensor Energia-Momento

Considere-se o referencial inercial S e considerem-se o, p”, ... as densidades de massa
inercial num determinado ponto do referencial originada pelas varias particulas de um
fluxo. Se v/, v” ... (que se consideram ser 4-vectores, ou seja 4-velocidades) sao as
velocidades respectivas das particulas deste fluxo, a densidade total do momento linear
g vai ser dada por

g=pVv + V' +.. =pv (1.230)

em que
p=7p +p" +.. (1.231)

é a densidade total de massa inercial do fluxo. A equagao (1.230) define a velocidade
resultante v do fluxo de massa. Para um tempo dt, o fluxo de massa que atravessa um

elemento de area infinitesimal dA de normal unitaria n sera
pv -ndAdt + p"v" ndAdt +... = pv-ndAdt (1.232)
ou seja, a taxa de variagao do fluxo por unidade de area é dada por
pv-n =g-n (1.233)

o que implica que g também é o vector de densidade de corrente para o fluxo de massa.
Seja dV o volume ocupado por um elemento infinitesimal de sélido ou fluido. Se v

for a velocidade de fluxo do elemento e dVjy o volume proprio, entao
dv = g~ tdvy (1.234)

j& que todos os comprimentos paralelos ao fluxo vao ser sujeitos a contracgao de Lorentz.

Se se considerar a densidade de (1.231) como a densidade propria, pg, o tensor de
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segunda ordem que se pode construir, juntamente com a 4-velocidade do fluxo, sera
TP = pov®of (1.235)

que é o tensor energia-momento do fluxo de matéria.
Consideremos o espago de Minkowski My. Utilizando a rela¢ao (1.197), o tempo

proprio é definido por:

dr’ = = ds

= ? 77045 dl’a dl‘ﬁ

2
_ 2 v
= (1-2)

= 7242 (1.236)

Entéo, o componente zero do tensor T? vai ser

T = PO**T = POT = ﬁ2P0- (1.237)

Como vimos por (1.234), um elemento de volume tri-dimensional em movimento diminui
0 seu volume por um factor (§ através de uma transformagao de Lorentz. KEntao, e
como se vé por (1.237), para um observador fixo, por oposi¢ao a um em movimento, a
densidade py aumenta através do factor 32; isto é, se um corpo de densidade prépria pg

com velocidade v passar por um observador fixo, este observador vai medir a densidade
p=05p. (1.238)

O componente T% pode ser considerada como a densidade de energia relativista
da matéria ja que a tnica contribuicao para a energia do corpo vem do seu movimento.
Utilizando a expressao v*(1,v), considerando unidades relativistas, e (1.238), os

componentes de 7%’ podem ser escritos na forma [5]:

1 Vg Uy Uy

Vg vg Vgly VgV

T = p ) (1.239)
Uy Vgly Uy Uyl

Vy Uglz VyUs vg
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Considere-se a seguinte equacao que representa a conservagao de energia
9T = 0.

Fazendo o =0 em (1.239), esta equagao toma a forma

op 0 B ) -
N + o (pvz) + oy (pvy) + 9 (pv) =0

que ¢é a equagao classica da continuidade

op . _
o + div (pv) = 0.

(1.240)

(1.241)

(1.242)

Esta equacao expressa a conservagao de massa com densidade p que se move com

velocidade v. Como em relatividade restrita a massa e a energia sao equivalentes,

pode-se concluir que a conservagao de energia pode ser traduzida por (1.240). A esta

equacao chama-se lei da conservagao de energia-momento.



Capitulo 2

A Teoria da Elasticidade

Neste capitulo o assunto sera a teoria cléssica da elasticidade que trata do compor-
tamento elastico de meios continuos. Serao considerados aqui os meios linearmente
elasticos, que sob a accao de forcas exteriores sofrem uma correspondente deformacao
linear. Um solido eléstico é um meio deformével que possui a propriedade de recuperar
a sua configuracao original quando as forcas que provocam essa deformacao sao remo-
vidas. Um solido elastico que sofre apenas uma deformacao infinitesimal, para o qual a
lei de deformacao é linear, chama-se sélido linearmente elastico.

O trabalho aqui desenvolvido tem como base as obras de Fung |28, 29|, Sokolnikoff
[30, 31], Green & Zerna [32] e Chandrasekharaiah & Debnath [33].

2.1 Deformacao de Um Meio Continuo

Considere-se um meio continuo que num dado instante de tempo ¢t = %y, ocupa uma
determinada regiao do espago, By. Vamos-nos referir a ¢y como o instante inicial
e a By como a regiao inicial. Com o decorrer do tempo os pontos de By sofrem um
deslocamento e em algum instante de tempo passam a ocupar a regiao B (ver figura 2.1).
No decurso deste deslocamento, a regiao inicial By é, geralmente, deformada e supoem-
se que a deformacao de By em B é totalmente determinada quando o movimento dos
pontos de By é conhecido.

Para descrever o movimento desses pontos, considere-se ainda um sistema de coor-
denadas X que se desloca com o meio de tal forma que as coordenadas (z!, 2?2, 23)
de uma qualquer ponto inicialmente em By nao se alteram com t.As coordenadas do

ponto (z',22,23), em relacio ao sistema de referéncia, fixo, Y vio ser dadas pelas

62
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YLU\
u-+du &
Q
B, r
dr[)
u (5
T, r
Cy
Y2
C, >
G
Yl
Figura 2.1: Deformagao da zona inicial By em B.
relagoes
j i, 1,2 3
yz = yz(m y L, X 7t) (21)

que dependem exclusivamente da natureza da deformacdo. Assume-se que as fungoes
y' (2%, t) sdo continuas e que para um dado valor de ¢ possuem inversa
wt =2y %y’ (2-2)
O sistema de coordenadas fixo Y pode ser considerado, sem perda de generalidade,
como sendo cartesiano ortogonal.
Um ponto material Py em By em relacao a um sistema cartesiano ortogonal é

determinado pelo vector de posigao (ver figura 2.1)
ro = ¢ y6 =C yi($17$2’x3’t0) (23)

em que c; sao os vectores base de Y. Da mesma forma em B, o correspondente ponto
P é determinado por

r=cy = cy(at, 2?23 t). (2.4)

Considere-se b; como os vectores base do sistema de referéncia movel X; estes vectores

sao dados por ‘
or 0y’ (z,1)

bj = - oxJ

- o (2.5)
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e dependem das coordenadas z’ de P e de t. Quando P(z',z? 23) se encontra em

By representamos os vectores b; por a; da forma

o arO o 8y2 (l.vt())
&= g T o (2:6)

—
Seja P um ponto na vizinhanga de Py(x!, 22, 2%). O vector PyP} = dry pode ser
representado na forma

dry = a; da’ (2.7)
e o quadrado do elemento de arco dsy em By é
(dso)® = drg - drg = a; - ajdz’ da’ (2.8)

ou
(dso)® = hy;da’ da? (2.9)

em que h;; = a;-a; sao os coeficientes da métrica em By. De uma forma semelhante,

o quadrado do elemento de arco ds determinado pelo vector correspondente

— .
PP = dr = b;dx’

em B ¢
ds* = b; - b, dz" da’ (2.10)
ou
ds? = g;; dz" da’ (2.11)
em que g;; = b;-b; sao os coeficientes da métrica em B. De uma forma geral os

comprimentos e orientagoes dos vectores drg e dr serao diferentes, e diremos que o
meio que ocupa a regiao B estd deformado sempre que drg # dr. Podemos, entéo,

tomar como medida para a deformagao a diferenga
(ds)* — (dso)* = (gij — hij) da’ da’ (2.12)

e se definirmos
g,-j — hij = 261‘]‘ (2.13)

podemos escrever (2.12) na forma

(ds)? — (dso)? = 2¢€j dz' da? (2.14)
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Como (2.14) é um invariante e €;; = €;;, podemos concluir que o conjunto de fungoes
€;j(x,t) sdo as componentes de um tensor Ey representado por um conjunto de trans-
formagoes admissiveis de coordenadas X, em relagdo a a;, na regiao By. O mesmo
conjunto de fungoes €;;(x,t) também determina um tensor E para um conjunto de
transformagoes determinadas pela base b; da regiao B. Podemos entao escrever que

os tensores Ey e FE sao especificados pelas formas
EO = Eij ai aj FE = Eij bZ bj . (215)

Os tensores Ey e FE sao por vezes denominados, respectivamente, por tensores da

deformacao de Lagrange e de Euler.

2.1.1 Interpretagao Geométrica dos Tensores Fj, e F

Considere-se a equacao (2.13), como g¢;; = b;-b; e h;; = a; - a;, podemos escrever
(2.13) na forma

2€ij = bi‘bj —al--aj

= |b;|-|bj| cosb;; — |a;| - |a;| cos@% (2.16)

em que |b;| é a norma euclidiana de b;, 6;; representa o angulo entre os vectores
0 . a -
base b; e bj, e 0;; o angulo entre a; e a;. Se representarmos por e a variagao de

comprimento por unidade de comprimento do vector dry (ver figura 2.1), tal que

_|dr| = |dro]  ds — dsg
N ‘dI‘o’ N dS()

(2.17)

vamos ter

dr| = (1 + €) |dro|. (2.18)

Chama-se a e o alongamento de dry e (2.18) permite-nos relacionar os alongamentos

e; com os vectores de base a; e b; da seguinte forma:
bi|l = (1 + ¢) |ay]. (2.19)
Contudo, como |b;| = /gii e |a;| = Vhy; tal que

Vi = (1 + e;) \/hTZ (sem soma em 1) (2.20)
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podemos reescrever a equagao (2.16), através de (2.19) e (2.20), na forma

2 ..
€ij = (1 + ¢)(1 + ¢j) cosbyj — COSG%. (2.21)

Vhi/hyj
Como 0?]- = 6;; = 0 para i = j, a equacao (2.21) d4 origem a

2 (&73

=1 +e)P-1 (2.22)
R
ou, entao, a
2 ..
e = (J1+ = . (2.23)
hi;

Quando as coordenadas do estado inicial sao rectangulares cartesianas, h;; = 1, e vemos
por (2.23) que, para 2¢€;;/hi; < 1, e; = €;;. Desta forma, as fungoes €11, €22, €33 estao
relacionadas com os alongamentos dos elementos de arco direccionados com os vectores
base ai,as, as.

O significado de ¢;; para i # j advém de (2.21) em que se verifica que, quando a;
e a; sao vectores unitarios ortogonais, O?j = /2. Se fizermos 0;; = 7/2 — «;, em que
«j; representa a variagao no angulo recto entre o par de elementos de arco direccionados

ao longo de a; e a; a equagao (2.21) origina
251']' = (1 + 61') (1 + ej) SiHOéij (224)

ou, entao
261']'
\/1 + 2¢€; \/1 + 2€jj

Se 2¢; < 1 eoangulo a;; ¢é pequeno, temos «;; = 2¢;;. Entao, as fungoes ¢;; para

sina;j = (2.25)

i # j fornecem uma medida para a diminuigao do dngulo recto inicial entre os elementos
de arco paralelos aos vectores a; e a;. As componentes €;; para ¢ # j chamam-se
componentes de corte do tensor das deformacgoes Ej, e as componentes ¢;; para
1 = j sao as componentes normais de Fj.

Interpretacao andloga pode ser obtida para as fungoes ¢€;; quando estas sao vistas
como componentes do tensor £ = ¢;; b’b/. Se definirmos o alongamento e como a
alteracao de comprimento por unidade de comprimento final |dr| do elemento de arco,
tal que

ds — dsg

e _= —_—mm
dSO ’
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célculos semelhantes aos realizados para obter (2.23) e (2.25) d&o agora origem a

2€
Gii

e =1—4/1— (2.26)

2 €5

\/1 — 26“'\/1 — 26]']'

(sem somas) (2.27)

sin ,Bij =

=Y _
em que (i =0;; — m/2.
Conclui-se, como antes, que as componentes ¢; em (2.27) estdo associadas aos
alongamentos dos elementos de arco, inicialmente paralelos aos vectores de base b,
enquanto que as componentes €;; para ¢ # j medem as correspondentes deformagoes

de corte.

2.1.2 Deslocamentos em Meios Continuos

Definimos vector deslocamento u de Py (ver figura 2.1) como
u=r—rg (2.28)

e representamos as componentes de u em relagao a base a; por u* e as componentes

em relacao & base b; por w'. Entdo temos
u=ua; u=w'b;. (2.29)

De (2.28) temos
ou or org
drt Ot dxt bi — (2:30)

tal que
ou

oxt

Calculando g¢;; = b; - bj, utilizando (2.31), e subtraindo h;; = a;-a; ao resultado,

obtemos
_p. . Ou Ow 0w Ou
9ij Yo Qat Ol YOz T Ot
= QEZ‘J’. (232)

As equagbes (2.32) podem ser vistas como um conjunto de equagoes diferenciais
para as componentes de u quando as funcoes ¢;; sao especificadas. Este conjunto de

equagoes assume uma forma simples quando o vector u é expresso em termos das suas
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componentes covariantes u; ou wj:
u = uja’ u = w; b’ (2.33)
sendo a’ e b/ as bases reciprocas dos vectores base.
Derivando (2.33) em relacdo a 2’ vamos obter
Ju : ou
Y8 a] — Wi
opi = Wil i w;i b (2.34)
em que
3uj k
Uji = —— — B Uk, 2.35
" o' { Jt }h ( !
¢ a derivada covariante de u; em relacao a métrica h;; do estado inicial e
ij k
Wi — ) _ w 2.36

¢ a derivada covariante de w; em relagao a métrica g;; do estado final. Os indices h

e ¢ nos simbolos de Christoffel indicam que estes simbolos em (2.35) sdo construidos a

partir do tensor h;j, enquanto que em (2.36) é a partir do tensor g;;. Se considerarmos

o tensor g;; podemos construir o correspondente simbolo de Christoffel da forma

. _ 1 (0gjx  Ogi  Ogij
i g = 2 <8xi dzd  Oxk

definindo assim o conjunto de fungoes

{ g } = g [ji,a]
Jt g

De uma forma equivalente se chega ao simbolo de Christoffel construido a partir de h;;.

Se inserirmos a primeira das formulas de (2.34) em (2.32), obtemos

k
26@']‘ = U Uk + Ui + ujy

ou seja
1

k
Gj = 5 <Uu T Uji U ww‘) :

2

(2.37)

(2.38)

Por outro lado, quando wu é representado na forma u = wjbj, e lembrando (2.31),
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podemos escrever

ou ou
hij:ai-aj:<bi—axi>'<bj—axj>' (2'39)

A substitui¢ao da segunda féormula de (2.34) na expressao acima da origem a
2€¢;; = wij + wj; — wﬁ Wi j (2.40)

que pode ser escrita como

1
€5 = 5 (ZUM + wji — wﬁ wk,j> . (2.41)

A formula (2.38) permitem-nos calcular as componentes da deformacgdo e€;; através
das componentes u; do vector u em relagdo & base a; do estado inicial. A formula
(2.41), por outro lado, envolve as componentes de u relativas a base b; do estado final.
Temos também que, quando as fungoes €;; sao conhecidas, as equacoes (2.38) e (2.41)
sao equacoes diferenciais que permitem calcular as componentes do vector deslocamento
u.

Quando o sistema de referencia X ¢é ortogonal cartesiano, colocamos y' = 2
obtemos de (2.38) e (2.41)

S % n a“f Oui (2.42)
2\ oyy  Oyy  Oyy Oy}

(&

1 [/ ow; 8wj Owy, Owy,
S : . : ° ). 2.4
<(‘3y3 * oy oyt oy (2.43)

2.1.3 Deslocamentos Infinitesimais

Em certos problemas, as derivadas das componentes do vector deslocamento podem
ser suficientemente pequenas que justifique desprezar-se o produto dessas derivadas
em comparagao com os termos de primeira ordem dessas mesmas derivadas. Nestas
situagoes as equagoes (2.42) e (2.43) tornam-se lineares e a teoria das deformagoes
baseada no estudo de equacoes diferenciais lineares chama-se teoria linear. Nesta
teoria o vector u é tao pequeno que se pode considerar a igualdade entre as coordenadas

yf) e y' do estado final e inicial. A teoria resultante é a teoria infinitesimal da
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deformacgao. Nesta teoria as equagoes (2.42) e (2.43) combinam-se e dao origem a

—_

¢ij = 5 (wij + wji) (2.44)

em que e;; sao as componentes do tensor das deformagoes ¢;; a que se chama o tensor
das deformacoes de Cauchy.

Considere-se ;i = 9/0z) como a derivada no instante ¢ = 0 (instante inicial) e
,i = 0/0z; aderivada no instante ¢. Como a variac¢ao do vector deslocamento u medido
no instante ty é aproximadamente igual & variacao sofrida pelo vector deslocamento no

instante ¢, temos que u;; = u;;, e assim (2.44) pode ser escrito na forma

(wisj + ugii) (2.45)

N |

(wij + uji) =

N |

eij =
tratando-se portanto de um tensor simétrico que na forma matricial se apresenta como

€11 €12 €13
€ij = | €21 €22 €23 (2.46)

€31 €32 €33

em que €12 = €21, €13 = €31 € €32 = €93 sendo €11, €22,€33 as tensoes normais.

2.1.4 Forma Quadratica da Deformacao. Deformacoes Principais

A formula (2.12) para as componentes €;; do tensor das deformacoes E = eijbibj pode
ser escrita na forma

(ds)? — (ds,)? dz' da’

= T 2.47
2 (ds)? “Uds ds (247)

em que dr’/ds = A\ é o vector unitario que determina a direccio do vector dr no
estado inicial. Pretendemos agora determinar as direccdes A para as quais (2.47) toma

os valores mais altos. Considere-se, entao,
Q) = e \' N (2.48)
e maximizemos a forma quadratica Q(\) sujeita a restrigao
p(\) = giz; NN —1 =0 (2.49)

que requer que A* seja unitario.

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange em (2.48) obtemos o sistema
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de equacoes

oQ 0¢
- — - = 2.50
ox N (2:50)
ou
(€5 — €gij(x)) X' =0 (2.51)
em que € é o multiplicador de Lagrange.
Este sistema tem uma solucdo nao-trivial para A sse
‘Q'j(l') - 69@'(1‘)‘ =0 (2.52)
em cada ponto P da regiao B. De forma a reduzir o sistema (2.51) a forma
|JA—XI| =0
multiplicamos (2.51) por ¢** (soma em 1), e obtemos
(& =) N =0 (2.53)
em que
e;? = g% e (2.54)

O sistema (2.53) tem trés solugdes nao-triviais, /\1('1),/\1('2),/\23) (1 = 1,2,3), que

correspondem as raizes ¢; da equagao cubica
‘63-—6(5;-}E—€3+19162—1926+193:0. (2.55)

Os coeficientes 19; s@o os invariantes

Y1 = € + e+ €3
P9 = €o€e3 + €361 + €169
U3 = e€1e€3

As raizes €; sdo reais e as direcgoes )\’(1), )\’(2), )\23) a elas associadas sao ortogonais.

A forma quadratica (2.48) pode ser reduzida & forma candnica

Q) = aa (¥)? + e2 (¥1)* + €3 (y°)? (2.56)

desde que as direcgoes principais )\%1), )\%2), /\1('3) sejam escolhidas para vectores base
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de um sistema cartesiano ortogonal Y em B.
Podemos interpretar estes resultados geometricamente através da introducao de uma

forma quadrdtica para a deformagdo da forma
€j() \' M = constante (2.57)

que, em cada ponto P(x), representa uma superficie quadratica com A* a servir de co-
-ordenadas. As direcgdes principais )\%j) coincidem com os eixos da forma quadratica
(2.57), e de (2.56) concluimos que o tensor das deformacoes €;;, em relagao ao referencial

Y, toma a forma

egr 0 O
0 e O (2.58)
0 0 e3

Pelo significado geométrico das componentes €, @ # j (ver equagao 2.43), deduz-
se que que as direccoes principais sao as direcgoes ortogonais no estado inicial que se
mantém ortogonais apds deformacao.

As deformagoes €1, €2, €3 sao as deformacgoes principais.

2.2 O Tensor das Tensoes

Na analise do estado de tensdao num corpo deformado utilizamos as variaveis z* do
estado final. Pretende-se demonstrar que o estado de tensdao num ponto P(x) de um
corpo, em equilibrio sobre a accao de determinadas forgas, é caracterizado por um tensor
simétrico, o tensor das tensoes.

Considere-se que o corpo B esta ligado ao sistema de referéncia X, e considere--se
um elemento de area superficial do num ponto P’ do corpo. Considere-se também um
elemento de volume dB formado pelas coordenadas superficiais num ponto P e pelo
elemento superficial do (ver figura 2.2).

Se n for a normal unitaria a do os elementos de area do; sao dados pelas formulas
do; = n;do (2.59)

em que m; sao as componentes covariantes de n.
Representa-se o vector das tensoes (forga por unidade de area) que actua em do
n
por T onde o simbolo n representa a dependéncia do vector das tensoes da orientacao

do elemento do. Os vectores da tensao que actuam na superficie dos elementos do;
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by

’i‘ do,

I

A
b3

Figura 2.2: Elemento de volume dB.

i
representam-se por T e consideramos como direc¢oes positivas as direc¢oes das normais

exteriores ao elemento de volume. Podemos entao escrever

T= —7b; (2.60)

onde b; sao os vectores base e 7%/ as componentes contravariantes de T.
Se agora considerarmos F = F'b; como a for¢a por unidade de volume que actua

na massa contida em dB entao, a primeira condicao de equilibrio vai exigir que
n 7
FdB+ T do+ T do; = 0. (2.61)

Pelas defini¢oes (2.59) e (2.60) podemos observar que dB = ldo, em que [ é um factor
que depende das dimensoes lineares do elemento de volume; neste caso a condigao de

equilibrio (2.61) toma a forma
F'b;ldo + Tbjdo — 77 n;dob; = 0 (2.62)

em que T7 b; E':TlL:‘.

Se o ponto P’ for deslocado para P de forma a que a direc¢ao n seja mantida,
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[ — 0, desaparecendo o primeiro termo da equagao (2.62). Isto leva-nos ao resultado em
. n
que as componentes 77 da tensdo T, que actuam na superficie do elemento de volume

com a orientagao n sejam dadas por
T/ = 79 n,. (2.63)

Como 717 é um vector e n; um vector covariante arbitrario, concluimos que 7% sao as
componentes contravariantes de um tensor de segunda ordem a que se chama o tensor
das tensoes que é um tensor simétrico. A equagao (2.63) pode também ser escrita na
forma
— ot
T; = 7;n'. (2.64)

A componente N do vector ’% na direc¢ao da normal n é ’%‘ ‘n= Tjnj , assim e usando
(2.64) obtemos
N = rjn'nd. (2.65)

Considere-se a equagao caracteristica

o 8| = 1 b i dar + by = 0 (2:60
em que
o1 = T+ 1+ T3
P2 = ToT3 + T3TL + T1T
$3 = T1T27T3,

¢; sao as raizes da forma ctbica (2.66). As direcgoes ortogonais n' que correspondem

as tensoes principais 7; sao determinadas pelo conjunto de equagoes lineares
k k ;
(7= 7af)n' =0 (2.67)

e chamam-se direcgoes principais de tensao. Se os eixos do sistema cartesiano

ortogonal Y coincidirem com as direcgOes principais em P, a superficie quadratica
Ti;n'n? = constante (2.68)

assume a forma
1,2 2\2 3\2 _
T1(y )" + m2(y°)* + 13(y°)° = constante. (2.69)
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A superficie quadratica (2.68) foi introduzida por Cauchy e chama-se forma quadra-
tica da tensao.

De (2.69) verifica-se que as componentes 7;;, para i # j, desaparecem quando se
escolhe um referencial adequado em P. As componentes 711,722,733 sS40 as compo-

nentes normais da tensao e as restantes as de corte.

2.3 A Lei de Hooke

Como foi visto nas secgoes anteriores, quando actuado por for¢as um corpo elastico cede
e deforma-se. Se a forga for suficientemente pequena, a deformagao que é produzida,
que corresponde a alteracao de posicao de varios pontos no corpo, é proporcional a
forca; neste caso diz-se que o comportamento ¢é elastico.

Considere-se um corpo rectangular de comprimento [, largura w e de altura h

representado na figura 2.3. Se uma forca F actuar nas duas extremidades do corpo,

Figura 2.3: Alongamento de um barra sobre a ac¢do de uma forga uniforme.

entdo o comprimento [ vai aumentar em Al. Vamos sempre supor que a alteracao
no comprimento ¢ sempre em uma pequena frac¢ao do comprimento original. Verifica-
-se experimentalmente, para a maioria dos materiais e para extensoes relativamente

pequenas, que a forga é proporcional 4 extensao
F < Al (2.70)

Esta relacao é conhecida por Lei de Hooke.
O incremento Al vai depender do valor inicial [. De forma a obter um valor mais

caracteristico do material e de forma a diminuir a influéncia da geometria do corpo,
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opta-se pela utilizacao do razao Al/l da extensao em rela¢do ao comprimento original.
Este valor é proporcional a forga mas independente de I:
Al

Como a for¢a também vai depender da area A do corpo e para obter uma lei na
qual o coeficiente de proporcionalidade é independente das dimensoes do corpo, a lei de
Hooke toma a forma

F=YA % (2.72)

em que Y é uma constante que depende apenas da natureza do material e que se chama

modulo de Young. Esta propriedade do material é obtida através da relacao

tensao
deformacao

A forga por unidade de area chama-se tensao e o alongamento por unidade de compri-

mento chama-se deformagao. A equagao (2.72) pode ser reescrita na forma

F Al
=Y T (2.73)

Por outro lado, esta equacao pode tomar a forma
T=Ye (2.74)

em que T = F/A é a tensao nominal.
Juntamente ao aumento de comprimento, hd uma correspondente contracgao em
largura Aw. Esta contracgao em largura é proporcional a w e também a Al/l, sendo

igual tanto para w como para h e pode ser escrita na forma

Aw Ah Al
w T (275)

em que a constante o é o coeficiente de Poisson. As duas constante Y e o especi-

ficam por completo as propriedades elasticas de um material homogéneo e isotrépico.

2.3.1 A Lei Generalizada de Hooke

Como foi visto nas secgoes anteriores, o estado de tensao de um corpo pode ser determi-
nado pelo tensor das tensoes 7;; e o estado de deformacao pelo tensor das deformagoes

e;j. Vimos também que, a deformacao sofrida por um sélido ¢ uma fungao da tensao a
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que este esta sujeito e das propriedades fisicas do sélido.

Considere-se a equacao tensorial
kl
Tij = Cijkl € (2.76)

que representa um sistema de nove equagoes lineares em que 7;; sao as componentes do

tensor das tensoes e ek

" as do tensor das deformacoes. c¢;jx; representa 81 componen-
tes escalares que dependem das propriedades fisicas do sélido e sao independentes das
componentes e;; da deformacao. Considera-se que o sistema (2.76) é vélido para todos

os pontos do continuo e em qualquer instante do tempo e que a solugao é da forma

eij = f () -

Isto significa que 7;; = 0 sempre que e;; = 0 sendo o inverso também valido, ou seja, 7;;
e ej; sao fungoes lineares e homogéneas uma da outra. Fisicamente podemos concluir
que um material para o qual (2.76) ¢ valida, deforma-se na presenga de tensao e recupera
a sua configuragao apds a remocao da tensao. Como e;; sao as componentes do tensor
das deformagoes de Cauchy, esta deformacao é infinitesimal. Um soélido elastico para
o qual (2.76) é valida chama-se um so6lido linearmente elastico. A lei (2.76) ¢ uma
generalizacao de lei de Hooke a que se chama lei generalizada de Hooke.

Como T7;; e e;; sao componentes de tensores de segunda ordem, pela regra do
quociente, ¢;;r; sao componentes de um tensor de quarta ordem. Este tensor caracteriza
as propriedades mecéanicas do material e chama-se tensor da elasticidade e as 81
componentes deste tensor sao os médulos de elasticidade. Devido a simetria de 7;;
e e;; apenas 36 destas componentes sao independentes tendo as dimensoes da tensao
(for(;a/comprimentoz) ja que e;; ¢ adimensional. Se c¢;j,; forem independentes de x;
e t, diz-se que o material é elasticamente homogéneo. Isto significa que, para um
solido homogéneo os modulos de elasticidade sdo constantes, o que faz com que as
propriedades mecénicas sejam invariantes no tempo e de ponto para ponto no sélido.

O sistema (2.76) representa a lei generalizada de Hooke no sistema z;. Se conside-

rarmos o sistema T;, esta lei passa a ser dada por

Tij = aljkl Ekl (277)
em que
_ dzF o'
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B oxk ozt
€Cj;i — —— —— €EL] .
9T oz o M

As relagoes (2.78) e (2.79) fazem com que as componentes do tensor das tensoes e das

(2.79)

deformacoes no sistema T; sejam, em geral, diferentes das componentes dos mesmos no

sistema z;; 0 mesmo acontece com c;ji; ja que

oxP 0x? 0x™ Ox™

o 9w ok oml P 250

Cijkl =

Contudo, se €jjr = cijr, dizemos que o material elastico ¢ isotrépico, ou seja, o
tensor da elasticidade é isotropico, o que significa que as propriedades mecénicas do
material sdo independentes da orientacao dos eixos coordenados. Por tensor isotropico
entende-se um tensor cujas componentes nao sao alteradas durante uma transformacao
de coordenadas. Como ¢;; sao as componentes de um tensor isotrépico, verifica-se
que tensores de quarta ordem de componentes ;;0km, dix0jm € Oimdjr também sao
isotropicos. Desta forma um tensor isotropico de quarta ordem (de componentes a;jx;)

pode ser escrito na forma
ikl = 035 0k + Bk 051 + 701 djk (2.81)

em que «, /3,7 sao escalares reais. Entao, para um solido elastico isotropico, ¢;ji; € da
forma
Cijkt = @040 + Bk 01 + v 0i O - (2.82)

Substituindo (2.82) em (2.76) vamos obter
Tij = (bij 0 + B i + 7 0udj) . (2.83)
Tendo em atengao que e;; = ej; obtemos

Tij = adijeps + Bey + veij
= Ozéij err + (B + ’Y) €ij - (2.84)

Considerando o =X e 4+ v = 2u temos
Tij = )\52‘j e + 2,ueij . (2.85)

A relagao (2.85) representa a lei generalizada de Hooke para um sélido eléstico, linear
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e isotropico que envolve apenas modulos de elasticidade independentes da orientacao
dos eixos coordenados, A e p. Se o sblido for também homogéneo, entdao A e p sdo
constantes e chamam-se médulos de Lamé.

De (2.85) deduz-se que

Tek = (BA + 2p) ex (2.86)
o que implical
1
= —————— Tk - 2.87

Resolvendo, entéao, a equacao (2.85) em ordem a e;; vamos obter

1 A

i = — |Tii — —————— ;5 2.
“ii 2p K 3N+ 2u  Thk (2.88)

desde que p#0 e 3\ +2u # 0 esta equagao é equivalente a (2.85).
Considere-se T como o tensor das tensoes, E o tensor das deformagoes, trE o
trago da matriz das deformagoes e tr T o trago da matriz das tensdes ambos definidos

da seguinte forma:

trE = e11 + ex2 + €33 (289)
trT = 791 + T + 733 (290)

Em linguagem matricial compacta as relagoes (2.85) e (2.88) podem ser escritas, res-

pectivamente, da seguinte forma

= ANtrE)I + 2uE (2.91)
1
= — |T — # (trT) I (2.92)
24 3N+ 2p
ou entao na forma
_7'11_ _)\+2,u, A A 0 0 0 1 _611-
T22 A A + 2M A 0 0 0 €99
Ti2 0 0 0 2u 0 0 e1n '
T23 0 0 0 0 2M 0 €923
| 731 | i 0 0 0 0 0 2u | | €31 |

'Notar que dpr = 0f = 61 + 63 + 05 = 3.



2.3 A Lei de Hooke 80

para (2.91), e

€11 1- 3/\3:% _3/\i2u _3/\izu 000 T11
€22 _ﬁ L— 3)\—/1\—2u _3>\j\-2u 000 722
ess | _ | —axion —avon loaam 00 0 | 7ss (2.04)
€12 0 0 0 1 00 T12
€93 0 0 0 010 93
R i 0 0 0 00 1| | 731 |
para (2.92).

A lei generalizada de Hooke é valida apenas para solidos elasticos. Para a maioria
dos solidos estas equagoes sao validas até as tensoes atingirem um determinado valor

limite chamado de limite de elasticidade do material.

2.3.2 Significado Fisico dos Mddulos Elasticos

Considere-se uma viga que ao longo do eixo 1 se encontra sujeita a uma tensao lon-
gitudinal e como tal o tensor das tensoes tem apenas uma componente nao nula, 771
(figura 2.4).

Figura 2.4: Viga sujeita a uma tensao longitudinal ao longo de x;. Adaptado de [33]

Nestas condigoes, as relagoes (2.88) dao origem as seguintes expressoes para as

componentes da deformagao:

e 7)\ +H T
11 13X+ 20) 11
A
_ _ _ 2.95
€99 €33 2 (3)\ n 2/1«) T11 ( )

el2 = ez = ez = 0
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Se fizermos

y - HGBA+ 2 (2.96)
A+
A
= — 2.97
7 2(N + p) (2.97)
as relagoes (2.95) dao origem a
oy (2.98)
e11
2 B, (2.99)
€11 e11

em que a expressao (2.98) é a versao original da lei de Hooke. A experiéncia mostra que
os materiais elasticos quando sofrem uma tensao longitudinal apresentam deformacao
(extensao) longitudinal e contracgao nas direcgoes transversais. Se tomarmos 7i; > 0
entdo ej; > 0,e22 < 0,e33 < 0, resulta, de (2.98) ¢ (2.99), que Y >0 e o > 0.

A constante Y representa a razao entre a tensao longitudinal e a correspondente
deformacao longitudinal.

Da equagao (2.99) tiramos que

€22

€11

es3

2.100
o (2.100)

A constante o representa o modulo da razao entre a contraccio na direcgao transversal
e a correspondente extensao na direccao longitudinal.
Neste caso, os modulos elasticos podem ser escritos em funcao do médulo e Young
e do coeficiente de Poisson:
Yo
A= 1+ 0)(1 - 20) (2.101)
Y

T (2.102)

Uma vez que Y >0 e o > 0, tem-se que pu > 0.

Considere-se um ponto material sujeito a uma pressao p como ilustrado na figura

2.5. Neste caso o tensor das tensoes tem componentes dadas por 7;; = —pd;.
Temos, entao, que T = —3p e a equagao (2.86) da origem a
3
ek = P (2.103)

73)\4-2#'
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Figura 2.5: Material sujeito a uma pressao p.

Se definirmos

2
h=XA+ 2 (2.104)

e substituirmos esta ultima expressao em (2.103) obtemos

k=-L (2.105)

Ckk
A experiéncia mostra que a pressido tende a reduzir o volume do material, isto é, se
p > 0 entao e < 0, dai resulta que k > 0. A relagao (2.105) mostra que k representa
o valor absoluto da razao entre a pressao e a dilatagdo. A esta constante dé-se o nome
de médulo de rigidez.
Se substituirmos em (2.104) X\ e pu, obtidos por (2.101) e (2.102) respectivamente,
obtemos v
k= ———- 2.106
3(1 — 20) ( )
Uma vez que k > 0, por (2.106) vemos que o < 1/2. A relagao (2.101) da origem a
A > 0. Conclui-se, entao, que as constantes de Lamé sao ambas positiva.
Da forma matricial (2.93) da lei generalizada de Hooke obtemos
T T T
op =22 =8 28 (2.107)
€12 €13 €23
A constante 2u representa a razao entre a componente tangencial da tensao e a cor-
respondente componente tangencial da deformacao e, portanto, esta relacionada com a
rigidez do material. Por esta razdo, a constante p chama-se médulo de rigidez. A

outra constante de Lamé, A\, ndo tem significado fisico.
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Utilizando as relagoes (2.104) e (2.106) obtemos de (2.86)

1 1 - 20

Ckk = 37]{;Tkk = %

Tk (2.108)

o que implica que exr = 0 sse 0 = 1/2 e desde que Y e 7, sejam finitos. Para
o — 1/2 as relagdes (2.101), (2.102) e (2.106) originam A — oo, k — oo, = Y e
neste limite temos os sélidos elasticos compressiveis.

Pode-se ainda exprimir as componentes 7;; e e;; em termos de Y e o. Substituindo

nas equagoes (2.85) e (2.88) as expressoes (2.101) e (2.102), para A e pu, obtém-se

o
1+o o
€j = —y T — v Oij Thk (2.110)
ou em notagao compacta
Y o
T = E trE)I 2.111
1+O’|:+1—20'(r):| ( )
1+o o
E = T - = T)I 2.112
v v (tr'T) (2.112)

2.4 Leis de Conservacgao

As leis de conservacao validas para um qualquer meio continuo sdo também validas para

solidos linearmente elasticos e isotropicos. Consideremos as seguintes equagoes:
1. Equagao da conservagao de massa

D
F[t) + pdivv = 0. (2.113)

Sendo p = p(x,t) a densidade de massa de um ponto z num instante ¢, e
v = v(z,t) a velocidade num ponto z num instante t. D/Dt representa a
variagao de uma fung¢ao no tempo quando observada por um observador ligado a

particula, e, movendo-se com a particula?.

2Considere-se uma funcio ¢:

Do _ 06, .\ 09,
Dt o TUti =g TV
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2. Equacao da conservagao de momento linear

D
divT + pb = p?‘t] (2.114)

em que b é a forca que actua em todos os pontos do solido por unidade de massa.

3. Equacao da conservacgao da energia

De

€ ¢é a energia interna por unidade de massa, ¢ é o vector de fluxo de calor e h é

a fonte de calor interno.

Se considerarmos apenas pequenas deformagoes, vamos ter

1

eij = 5 (wij + ) = 5 (wiyj + uja) -

1
2
Por outro lado, a lei material para sélidos linearmente elésticos homogéneos e isotrépicos
é dada por

T =ANtrE)I +2uE.

Como trabalhamos com deformacoes Infinitesimais, em que as deformagbes ocorrem
devido a deslocamentos lineares e uniformes a baixa velocidade, pelo que Vv = 0,

considera-se que o operador D/Dt =~ 0/0t, tal que

ou
N 2.11

MY (2.116)
divv = 8875 (divu) (2.117)

Dv 0%u
— = — 2.118
Dt ot? ( )

Substituindo estas aproximagoes na equacao (2.113) vamos obter
1 9p o, ..

2 2 =0 2.119
St T o (divu) (2.119)

cuja solucao geral é
p = poexp (—divu) . (2.120)
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Se substituirmos (2.120) na equagao (2.114), esta pode ser reescrita na forma

1 2
— (divT) exp (divu) + b = Ou

- e (2.121)

Efectuando uma expansao em série de Mclaurin para exp(divu) e considerando despre-
zaveis o produto de componentes da tensao e o produto do deslocamento u, obtém-se

de (2.121)
0%u

(2.122)

em que f = pgb é a forga que actua sobre o corpo por unidade de volume nao deformado.
Como a teoria classica da elasticidade é isotérmica, temos divq =0 e h = 0. Entao,

para pequenas deformagoes podemos escrever (2.115) na forma

Oe 1 OE
= . 2.12
ot £0 T ot ( 3)

Substituindo T por (2.91) na equagao (2.123) obtemos

Oe 1 ow
— =~ [AtrE)? + 2uE-E|] = —— 2.124
gt =3 MUE)S +2uE-E| =5 (2.124)
o que faz com que a equagao da energia seja dada por
Oe ow
— = — 2.125
Mot ~ ot (2.125)
com .
W= (AtrE)? + 2uE-E) . (2.126)

W é o potencial elastico, ou seja, a energia interna de um sélido elastico por unidade de
volume nao deformado. Isto significa que a fungao W representa a energia de deforma-
¢ao por unidade de volume nao deformado a que se chama energia de deformacgao ou
potencial elastico. Se g = 0, ou seja € =0 para t = 0, a solugao geral da equagao
(2.125) é dada por

poe = W. (2.127)

A equagao de conservagao de massa e a equagao de conservagao de energia podem
ser resolvidas e a equagao de conservagao do momento pode ser linearizada . Assim, a

equagao linearizada do momento,(2.122), é a tnica equagao de campo a ter em conta
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na teoria classica da elasticidade. O sistema

E=1(Vu+ Vu')
A= T=MNtrE)JI+2uE
divT + £ = py 24

constitui o conjunto das equagdes que governam a teoria linear da elasticidade de so6-
lidos isotropicos e homogéneos. Este sistema contem quinze equagoes (6-+6-+3) com
quinze incognitas: trés componentes wu;, seis componentes e;; e seis componentes T;;.
A segunda equagao do sistema é a equagao material de um soélido eléstico, linear e ho-
mogéneo e é a Unica equagao constitutiva necesséria e suficiente da teoria em questao.
Ao sistema A chama-se descricao Euleriana da elasticidade.

O vector deslocamento u é obtido por integracao da primeira equagao do sistema.

Para tal temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Para um dado tensor E, se a equacao
1 T
E= (Vu + Vu )
tiver solugdao u, entao E deverd satisfazer a condicao de integrabilidade
V2E + VV (trE) — VdivE — (VdivE)" = 0. (2.128)

O sistema A esta escrito nas coordenadas x;, logo as solugoes (67’2‘j + 6e;; + 3u;)
deste sistema sao fungoes destas coordenadas e do tempo. Se quisermos representar o

sistema A nas coordenadas iniciais x?, teremos que considerar a equagao:
1 0 0..T
E:§<Vu+Vu>. (2.129)

Uma vez que para deformacdes Infinitesimais Vu = V%u, e como nestas deformacoes

inear m T =~ rceir uaca istem r uin rm
lineares se tem T ~ T?, a terceira equacdo do sistema A passa a ter a se te forma

9%*u

div T—f—f—poﬁ

(2.130)
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com T = T(z%t); f = £(2°,¢); u = u(2’,¢). Assim, o sistema A nas coordenadas

iniciais l’? passa a ser

E=1 (Vou + Vou’")
A=! T=XtrE)I +2uE
2
div® T + £ = po %Tl;‘
2.5 Problemas com Condigoes Fronteira

A maior parte dos problemas em elasticidade consistem em determinar a distribuicao
de tensoes e deformacoes e, também, os deslocamentos em todos os pontos do corpo
em qualquer instante de tempo t, quando certas condigoes fronteira e certas condigoes
iniciais sdo especificadas. Este problema consiste em resolver o sistema A° para as
fungodes u = u(z,t); E = E(x,t) e T = T(x,t) considerando determinadas condigdes
fronteira e iniciais e considerando que a forca f é conhecida.

Para um so6lido de volume V' e fronteira .S, as condigbes fronteira, em geral, sdo de

trés tipos diferentes:

1. O vector deslocamento é especificado em todos os pontos de S e para qualquer

instante de tempo t > 0, isto é,
u=u" em S para t >0 (2.131)

em que u* é uma funcao conhecida.

2. O vector tensao é especificado em todos os pontos de S e para qualquer instante

de tempo t > 0, isto é,
Tn =s" em S para t >0 (2.132)

em que s* é uma funcao conhecida.

3. O vector deslocamento é especificado para todos os pontos de S, C S e para
qualquer instante de tempo ¢ > 0, e o vector tensdo ¢é especificado em todos os

pontos de S, =S5 — S, e para qualquer instante de tempo t >, isto é,

u = u" em S, (2.133)
Tn = s* em S, (2.134)
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para t > 0.

Assume-se que no instante ¢ = 0, o corpo estd num estado nao deformado e, assim,

temos para condigoes iniciais

u = 0 em V para t=0 (2.135)
d
871151 = v* em V para t =0 (2.136)

em que v* é uma fungao conhecida. Este ultimo facto implica que a velocidade é
conhecida em todos os pontos do corpo no instante ¢t = 0.

O problema de resolver o sistema A° considerando as condicdes iniciais (2.135) e
(2.136) e uma das condicoes fronteira apresentadas ¢ conhecido como Problema com
Condigoes Fronteira da Teoria da Elasticidade. O conjunto {u, E, T} determinado, se
existir, constitui a solug¢ao do problema. Os trés problemas fundamentais com condigoes

fronteira (P.C.F.) podem-se enunciar da seguinte forma:

e Quando a condigao fronteira é da forma (1) o problema diz-se P.C.F. de desloca-

mento.
e Quando a condigao fronteira é da forma (2) o problema diz-se P.C.F. de tensao.
e Quando a condigao fronteira é da forma (3) o problema diz-se P.C.F. misto.
E de reparar que o caso (3) inclui os outros dois casos, ja que, quando

S = S, e

S; = ) entdo temos o caso (1)
= S; e S, =0 entdo temos o caso (2)

Sr # S # S5, entao temos o caso (3).

sendo @ o conjunto vazio.

Para problemas onde a for¢a de inércia nao é considerada, isto é,

9%u B

a equagao de campo passa a ser

divT + f =0 (2.137)
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€ Ccomo

0*u
Bl (z,t) =0
tem-se
Ou .
i ui(x) independente de ¢ (2.138)
e
u(z,t) = wi(z)t + ua(z). (2.139)

Se considerarmos o corpo em repouso, isto é,

ou
o =0
entdo u = u(x). Neste caso as condigOes iniciais (2.135) e (2.136) s@o irrelevantes.

O problema que consiste em resolver o sistema A° considerando as condicoes fron-
teira (1), (2) e (3) chama-se P.C.F em elastostatica. O problema que consiste em
resolver o sistema A° considerando as condigoes fronteira (1), (2) e (3) com as condi-

¢Oes iniciais (2.135) e (2.136) chama-se P.C.F. em elastodinamica.

2.5.1 Unicidade de Solugao - Caso da Elastostatica

Este tipo de P.C.F., tem como conjunto solu¢ao {u,E, T}, em que u,E, T satisfazem

as equagoes

1
E - (Vu + VuT) (2.140)
T = ANtrE)I + 2uE (2.141)
divT +f = 0 (2.142)

em V para t > 0 em que a forga f é uma fungdo conhecida. As condigoes fronteira

deste tipo de problema sao

*

u=u" em S, e Tn=-5s"

em S; (2.143)

para t > 0.

Teorema da unicidade de solugao do problema de elastostatica

Teorema 2.2 A solugao de um problema de elastostdtica {u,E, T} que satisfaz as
equagoes (2.140), (2.141) e (2.142) considerando as condigoes fronteira (2.143) € unica
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durante um deslocamento de um corpo rigido.

Demonstragao

Considere-se que {u(l), EW, T(l)} e {u(Q), E®), T(Q)} sao duas solugoes distintas de um
problema de elastostética, isto é, satisfazem as equagoes (2.140) —(2.142) e as condigoes

fronteira (2.143). Vamos ter, entdo,

v T L f =
dwT =01 v (2.144)
divT® + f =0
T — EO)I + 24 ED
A(tr EW) L2 emV (2.145)
T = X (trE?)I + 2, E®
1 — 1 (1) T
b 3 (Vull b vaT) Ly (2.146)
E® =1 (Vu® + vu®T)
(§]
u = u*, u® =u* em Sy, (2.147)
TOn = §*, T®p = §* emS; [’ '
Se definir-mos
a=u —u® E=gY_g® T=10 _ 17 (2.148)
podemos escrever (2.144), (2.145) e (2.146) como
divT = 0 (2.149)
T = XAN(trE)I + 2uE (2.150)
_ 1 - T
E - 3 (Vi + va') (2.151)
em V, e
=0 emS,, Tn=0 emS,. (2.152)

Considere-se o integral

I:/T~EdV. (2.153)
\%4
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Substituindo em (2.153) (2.150) obtemos
[ = / (A (trE)T + 2E) Eav
- /( (trE)* + 2uE- E) dv
- 2 / (2.154)
Como
T-E = Tij €5 = Tij Ui j (2.155)
ou seja,
I = / Tij Ui, 5 dV = / ((ﬂ'j ’L_Lj)’j — Tijj ﬂz) dVv
\%4 \%4
= /Tij U; N ds — / Tij.j Ui dVv (2.156)
S \%
pelo teorema da divergéncia. Como, e por via da condigao fronteira (2.152),
/ﬂ'j uinjdS =0 (2.157)
S
e
/ TijjwidV =0 (2.158)
1%
por (2.149). Entao I =0 e, nesse caso, vamos ter
/ (A(trE)2 + 2ME.E) dvV = 0. (2.159)
1%
Como A >0, u>0, (trE)2 >0e E-E = €ije;j > 0, temos
trE=0, E=0 emV (2.160)
A equagao (2.150) d& origem, assim, a
T=0 emV. (2.161)

Uma vez que E = 0, temos u = 0. Logo, u = u@ E® = E®@ ¢ TO = 7O,

Prova-se, assim, o teorema 2.2.
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2.5.2 Unicidade de Solugao - Caso da Elastodinamica

Este tipo de P.C.F., tem como solugdo o conjunto {u, E, T} em que u,E, T satisfazem

as equagoes

. 0%u
divT +f = P o (2.162)
T = ANtrE)I + 2uE (2.163)
1
E = 3 (Vu + VuT) (2.164)
em V. As condigOes iniciais sdo
0
u=0, Uy para t = 0 (2.165)
ot
em V, e as condigbes fronteira sao
u = u" em S, (2.166)
Tn = s* em S; (2.167)

para t > 0.

Teorema da unicidade de solugao do problema de elastodinamica

Teorema 2.3 Um problema de elastodindmica regido pelas equagoes (2.162), (2.163)
e (2.164), pelas condigoes iniciais (2.165) e condigoes fronteira (2.166) e (2.167) nao

pode ter mais de uma solucao.

Demonstragao

Considere-se que {u®, EM TW} ¢ {u® E® TP} sio duas solucdes distintas de
um problema de elastodinamica, ou seja, que satisfazem as equagoes (2.162), (2.163),
(2.164), as condigOes iniciais (2.165) e as condigbes fronteira (2.166) e (2.167). Se

definirmos

a=u® —u® E=O _E® T=10_ 71 (2.168)
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entao 1, E, T satisfazem as seguintes equagoes e condigoes fronteira:

2,
divT = paazl emV (2.169)
T = AN(rE)I +2uE emV (2.170)
_ 1 ~ T
E — 5(Vu+u) emV (2.171)
a = 0 emS,, T=0 emS, (2.172)

As relagoes (2.169)—(2.171) sao validas para t > 0 e (2.172) para t = 0. De (2.165),

obtemos ainda as seguintes condicoes iniciais:

a = 0 (2.173)

ou
— =0 2.174
5 (2.174)

em V para t =0.
Considere-se o integral de volume
- ou oOu

N = T -E — - — | dV 2.175
f(reeG5) (2.175)

Substituindo (2.170) em (2.175) obtemos

_ Ju ou
N = /< (tr E) +2uE-E+at-at>dV (2.176)

N - /<>\(tr]:])2+2,u]:]-]:3+paﬁ-au> av
v ot

ot
ou; a@l
- / (A(trekk) + 2p€i5- €5 + p 5 875) dv
/WdV+/E av (2.177)
em que F. é a energia cinética. Entao,

DN 0e; oe; ou; 0%y
— =2 A 2 gy —2 L) dV 2.178
Dt /‘/<e’“’“a R A TR T 8t2> (2.178)

Na obtencao desta equagao utilizou-se a aproximagao D /Dt ~ 0/0t e o facto de V ser

considerado como a configuragao inicial.
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Utilizando (2.170), (2.171) e a simetria de T vamos obter

0y _ 8@2‘]‘ o ouTh
)\ekk ot + QM(%JW = Tij <8t >7j (2.179)

Substituindo esta expressao em (2.178) temos
DN ou; ou; 82”@,'
— = 2 Tii | — av
Dt /V<Tj(at>,j+pat 8t2>
ou; ou; ou; 82a,~
= 2 (7 (22) -5, dv 2.180
/v (”(m),j T g TP aﬂ) (2.180)

Aplicando o teorema da divergéncia e a rela¢ao (2.169), a expressao (2.180) da origem

a

e Y I P Y -0 2.181
Dt /VT] ot "1 (2.181)

A condigao fronteira (2.172) implica que

ot
it dS = 0

obtendo-se, assim,
N = Ny (2.182)

em que Ny é independente do tempo t.

Da condicao inicial « = 0 para t = 0, obtem-se u; = 0 para t = 0. Logo, da
relacao (2.171) temos €;; = 0 para t = 0. Como 0u/0t = 0 para t = 0 o integral
(2.175) é zero, N =0, para t =0 e, como N = Ny para V¢ > 0, temos N = 0 para
VvVt > 0. Logo

/ <)\ (trE)2+2uE-E+paau-au> dv =0 (2.183)
v t ot
para t > 0. Uma vez que A >0, u >0, p > 0, (trE)2 >0,E-E>0e 0u/ot-0u>0,

para que o integral de (2.183) seja zero tem-se

trE = 0 (2.184)
E =0 (2.185)
du _ (2.186)
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em V para ¥t >0. Uma vez que u =0 em V para t =0, de (2.186) resulta que
=0 (2.187)

em V para t > 0. Uma vez que E =0 em V V¢t > 0, obtem-se da equagio (2.170)

que

T=0 (2.188)

em V Vit >0.
As relagoes (2.168), (2.185), (2.187) e (2.188) mostram que as duas solugoes apresen-
tadas, {u®, EMW TM} e {u® E® T} sio idéenticas. O teorema 2.3 esté, assim,

prova-do.

2.5.3 Exemplos Praticos

1. Extensao Axial de uma Barra

Considere-se uma barra elastica, de seccao cilindrica. Suponha-se que a barra
estd em equilibrio sob a accdo de uma tensdo T que actua nas suas bases. As
faces laterais nao estao sob a accao de qualquer tensao e as forgas internas sao

desprezaveis (ver figura 2.6).

A Ty

] >
7T e—0 — T
-« Z; —
] —>

Figura 2.6: Extensao axial de uma barra. Adaptado de [33]

O problema consiste em determinar as tensoes, deformagoes e deslocamentos num

ponto arbitrario da barra.

Considerem-se as seguintes condicoes fronteira:

m = T, Tio =713 =0 parax, =0,l } (2.189)

Ti;n; = 0 na superficie lateral

Tendo em atencao que n; = 0 em todos os pontos da superficie lateral, verifica-se
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que o seguinte sistema de tensoes obedece as condigoes (2.189):
1 =T, Tia = Ti3 = Tog = Tog3 = 733 = 0. (2.190)

Se as expressoes (2.190) forem consideradas como o sistema de tensoes para qual-

quer ponto do corpo, entao, as condi¢oes fronteira sao igualmente satisfeitas.

As deformagoes e;; que estao associadas as tensoes de (2.190) podem ser obtidas
substituindo as tensoes de (2.190) em (2.112) obtendo-se

(2.191)

1
e11 =y 15 ex=ez3=—3T
e12 = eg3 = e33 = 0

Por (2.140) encontramos os deslocamentos u; associados a estas deformagoes:

u; = %Ta;l, Uy = —%Txg, ug = —%ng. (2.192)
As expressoes (2.190), (2.191) e (2.192) dao as tensoes, deformagoes e desloca-
mentos que ocorrem para um ponto x arbitrario do corpo. Pelo teorema 2.2,
estas expressoes constituem a tnica solucao possivel para o problema. De notar
que esta solucao é completamente independente do comprimento do corpo e da
geometria da secgao transversal do corpo. Como tal, a solugao é valida para uma

barra de qualquer comprimento e secgao transversal.

2. Ondas de Tensao numa Placa Semi-Infinita

Considere-se uma placa eléstica, fina e semi-infinita que esta inicialmente em re-
pouso num estado nao deformado. Suponha-se que no instante t = 0T é aplicada
uma pressao p(t), dependente do tempo, e que é mantida no tempo e que actua

ao longo da barra (ver figura 2.7).

p(t) _

0 h

Figura 2.7: Tensao numa barra. Adaptado de [33].

As forgas internas sao ignoradas. O problema consiste em determinar a tensao e o
deslocamento que ocorre em um qualquer ponto da barra para qualquer instante

de tempo t subsequente. Para qualquer ponto x1 da barra ocorre apenas apenas
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a tensao longitudinal 711 e que esta é uma fungao de z1 e t. A condicao fronteira

que tem que ser satisfeita é
11 = —p(t) parazy = 0,t>0. (2.193)

A equagao da tensao para o movimento [33]

T 2p(1+v)
Y

. . o v . T _
V (div'T) + (div T) [T T (trT)}LVf—ka —0, (2.194)

em que T é a segunda derivada de T e f s@o as forcas internas, da origem a
seguinte equagao para Tii:

9 0% 111 _ 0% 111
Ox? ot2?

(2.195)

sendo
ot = —- (2.196)

As forcas internas f foram ignoradas. « representa a velocidade de propagacao
da equacao de onda unidimensional. Daqui se deduz que a tensao 711 propaga-se
na forma de uma onda de velocidade a = 1/Y/p. Uma onda deste tipo chama-se

onda de tensao.

Como a barra esta inicialmente num estado nao deformado, temos a seguinte

condicao inicial:

0
uza—l::() parat=0 e x1 >0. (2.197)
Utilizando a expressao
T = AdivT)I + u (vu + VuT) (2.198)

que relaciona a tensao com o deslocamento, obtemos a seguinte condigao para 7i1:

87'11

Tllzﬁzo parat=0 e z; >0. (2.199)

Entao, a equagao (2.195) ¢ a equagao do problema, (2.199) sao as condigdes iniciais
e (2.193) as condigoes fronteira, ou seja, este conjunto de equagoes representam a

formulagao em funcao da tensao do problema.

Para resolver o problema, vamos mudar as variaveis independentes x1 e t para
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E=t—(r1/a) e n=t+ (x1/a). A equagdo (2.195) passa a ser

=0. (2.200)
Integrando esta equagao obtemos a seguinte solugao geral para 7q1:

1 = f(§) +g(n) (2.201)

em que f (&) e g(n) sao fungoes arbitrarias.

Utilizando (2.201) as condigoes iniciais (2.199) tomam a forma

f(=z1/a)+g(x1/a) =0

f (~z1/a) + g (z1/a) = 0 } para o1 = 0 (2202)

Esta condicoes sao satisfeitas se

g(n) = A paratodosn (2.203)
(&) = —A parag<0
em que A é uma constante arbitraria. Entao, a solugao (2.201) fica
0 <0
T = para. § < (2.204)
A+ f(&) para £>0
ou
0 t <
= para ¢ < zi/a (2.205)
F(t—z/a) para t>x/a

onde F(t—z1/a)=A+ f(t —x1/a) é uma fungao arbitraria de (t — z1 /). A
condigao fronteira (2.193) é satisfeita se F (t —x1/a) = —p(t — x1 /). Entao,
uma solucdo para 711 que satisfaga (2.195) e as condigoes (2.199) e (2.193) é

0 para t<zi/a

T11 (:L’l, t) = { (2.206)

—p(t—mz1/a) para t>x1/a

Esta solugao mostra que, para qualquer ponto Z; da barra nao existe qualquer
tensao antes do instante t = T/, e, entdo, uma pressao dependente do tempo,
—p (t —x1 /) passa a existir a partir deste instante. Esta tensao deve-se a onda

de tensdo que se inicia em 1 = 0, para ¢t = 0, e chega a T1 no instante ¢ = 71 /a.

O deslocamento longitudinal u; associado 717 dada por (2.206), pode ser calcu-
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lado utilizando a lei de Hooke

iy (2.207)
€11

e a relagao entre o deslocamento e deformacao ey = g 1:

0 t <
Uy (1‘1, t) = { para - .%'1/06 (2.208)

v g_xl/ap(to) dty para t>x1/a
Este resultado mostra que o deslocamento wu; causado pela onda de tensao no
ponto Zj no instante ¢ > Zj/a é directamente proporcional & &rea sob a curva
de pressao acima do intervalo de tempo (0,¢ — Z1/«), sendo a constante de pro-
1
porcionalidade o/Y = (Y p)™ 2.

De (2.208) obtemos

— (z1,t) = —=p (t — — (2.209)

ot Y Q@
para t > x1/a. Esta equacao da a velocidade no ponto x1 da barra no instante
de tempo ¢ (> z1/a). De (2.206), (2.209) e (2.196) obtemos, para t > z/«,

ouy o ( :Ul)

TI1 Y
= __ = _\/Yop. 2.21
Ouy /Ot P ( 0)

(07

A quantidade 711/ (Qu1/0t) representa a tensao necesséria para gerar a velocidade

da onda de tensao.



Capitulo 3

A Elasticidade e a Relatividade
Restrita

A formulagdo das leis fundamentais da Mecéanica Cléssica no capitulo anterior, esta
baseada no pressuposto de que os fenémenos fisicos ocorrem num espac¢o Euclidiano
tri-dimensional a velocidades v << c¢. A variavel ¢ é vista como independente nao so6
das variaveis espaciais x, mas, também, do possivel movimento do corpo, ou seja, dos
sistemas de referencia espaciais. No capitulo anterior um corpo rigido é definido como
um continuo tri-dimensional num espago Euclidiano também ele tri-dimensional.
Neste capitulo iremos considerar o continuo num espago de Minkowski em que
cada ponto desse continuo (corpo rigido) é definido por um conjunto de coordenadas
(0, x1,x2,x3), em que g é a coordenada temporal do ponto x, sendo a métrica de Min-
kowski, 74, a métrica vélida para a medicao da deformacao do corpo por acgao de uma

qualquer forca exterior sendo, entao, o espaco parametrizado pela forma quadratica
ds® = Napdza drg (o, f=0,1,2,3)
que se pode reduzir a
ds®> = A dt* — (dxy)? — (d2)? — (dx3)?

quando as coordenadas espaciais x, sao ortogonais e cartesianas.

Este capitulo centra-se no trabalho de Gron [34] e Mgller [20] para a seccao 3.3.

100
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3.1 Definigcao Covariante de Deformacao em M,

Considere-se um corpo em repouso num referencial S’ de coordenadas X (ver figura
3.1).

v
<—
<
X,z
- >
T, X,

Figura 3.1: Deformagao de um corpo medida em dois referenciais inerciais.

Consideremos um ponto definido pelo 4-vector posicao X,. Vamos convencionar
que este 4-vector é definido na situacao inicial, ou seja, nao deformada. Dizemos, entao,
que este 4--vector representa a situacao de equilibrio do corpo em relagao a origem do
referencial S’. Apos a deformacao, este ponto vai ser definido pelo 4-vector posi¢ao .
No referencial S’, onde o corpo esta em repouso, podemos definir um 4-vector para a

deformagao e, assim, a 4-deformacao pode ser definida por [34]:

g:)z = (07£,17 ,2763)
= (07 xll - X{v 'rIQ - Xéa 3}% - Xi/’)) . (31)

sendo a deformagao em S’ obtida através da diferenga de coordenadas entre dois acon-
tecimentos medidos simultaneamente o que faz com que a coordenada temporal de ¢/,
seja nula.

Considere-se um outro referencial S, que se afasta do referencial S’ a uma velocidade
constante v no sentido negativo de x (ver figura 3.1). Como o referencial S move-se

no eixo x, temos o = ¢, e l5 = (5. Os dois 4-vectores deformacao £, e (., vao estar
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relacionados pela seguinte transformacao de Lorentz:

50 = ,8 (6’0 + ’76’1)

o= B4 +v6h) (32)
6 = 0
6 = 1,

em que v = v/ce f = (1 —v? /02). O 4-vector deformacao medido em S, resultante

da transformacao de Lorentz aplicada em (3.1), é dado por:

la = (B(x01), BLy, b, 65) . (3.3)

Este 4-vector representa a generalizacao do conceito de comprimento a um espago
de quatro dimensoes. O conceito de deformacgao esta associado com as componentes
espaciais deste 4-vector.

A deformacao medida para um dado corpo em movimento vai depender da forma
como o conceito de deformacao é definido. No conceito sincrono, o comprimento é
definido como a diferenca espacial entre dois pontos do corpo, medido simultaneamente
no referencial de repouso do observador. Assim, o principio da simultaneidade faz com
que um acontecimento, medido por mais do que um observador no mesmo referencial seja
simulténeo e, neste caso, a componente temporal serd nula. No conceito assincrono, o
comprimento de um corpo em movimento é definido como a distancia entre dois pontos
do corpo, medidos simultaneamente no referencial de repouso S’ do corpo. Devido ao
relativismo da simultaneidade estes acontecimentos nao sao simultineos no referencial
de repouso do observador e, neste caso, a componente temporal nao é nula.

Neste trabalho vamos considerar o conceito sincrono de deformacao. Da defini¢ao
de deformacao sincrona e através das transformacoes de coordenadas de Lorentz, a
distancia 7 — X; medida em S vai obedecer a lei de contracgao de Lorentz. Neste

caso se fizermos I} = 2§ — X| no referencial S’, este comprimento em S sera
-1y
L= (3.4)

Vemos por (3.4) que a distancia l; é menor que [} através de um factor 1/, o que im-
plica que a deformacao ¢; medida em S serda maior do que a correspondente deformacao

¢} medida em S’ através de um factor 5. Temos entao

b= B7H, by = by, b = 05, (3.5)
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Pela definicao do conceito sincrono, no referencial do observador fixo, resolvendo em

ordem a ¢}, ¢4, l e substituindo em (3.3) obtemos

lo = (B*yly, B2, by, U3) . (3.6)

Isto implica que para um observador fixo, por oposicao a um em movimento, e no
conceito sincrono, a deformacio medida é afectada por factor 32.

Os comprimentos espaciais {1, {2, {3 nao sao as diferencas de coordenadas entre
os acontecimentos que definem os comprimentos ¢, ¢, ¢4 [34]. Os primeiros sdo simul-
taneos em S enquanto que os tltimos o sao em S’ como esta patente pelo valor zero
para a coordenada temporal. Devido a relatividade da simultaneidade os tltimos nao
sao simultaneos em S, facto que é expresso pelo valor nao nulo da coordenada temporal
de /.

De acordo com a defini¢ao assincrona da deformacao, a deformacao é definida pelo

vector espacial de componentes (1, lo, {3 [34].

3.1.1 Forma Matricial da 4-Deformacao

Através da equagao (3.3) podemos escrever que
ly = Ly 0, (3.7)

em que L; é uma matriz de Lorentz, que neste caso representa um boost, da forma

g =By 00
- 0 0
L1 = gv ﬁ 10 (3.8)
0 0 01
Na forma matricial (3.3) fica

b g =B~y 00 0
ly 0 0 10 h
A 0 0 01 A

Para um referencial S que se afaste de S’ numa qualquer direcgao, (3.7) teria a



3.2 Formulacao Covariante da Lei de Hooke 104

forma
Lo A
g !
21 =L, g} (3.10)
2 2
ls A
em que a matriz Lg tem a forma
N o
2
=B 1+ (B-1)%  (B-DUR (B-1)U (3.11)
-2 (B-DEE 1+(B-DE (8- |
2
—pm (B-nmp (B-Dme 1+(-DY
Generalizando, a relacao entre £ e ell’ pode ser escrita na forma matricial:
Lo 4
e /
E; =L g} (3.12)
2
ls A

em que L é uma matriz de Lorentz que representa uma transformacgao de Lorentz.

3.2 Formulagao Covariante da Lei de Hooke

Seja I, a 4-forca de Minkowski que actua num corpo originando a deformagao £,.
Vamos considerar o caso mais simples, a uma dimensao, e que esta forca é independente
do tempo. Chamaremos, entao, a F, a 4-tensao. Por (1.211) as componentes desta

4-tensao sao:

Fo = (B(/c) fi, Bf1, Bl Bf3)
= B ((v/e) fr, f1, for f3) (3.13)

em que f1, fa, f3 s@o as componentes do 3-vector que dé origem a deformagao.
Pela definicao da lei de Hooke do capitulo 2, podemos escrever a forma covariante
desta lei para o espago My:
F, = k/t, (3.14)

onde k éum escalar que depende da natureza do material, sendo uma constante eléstica.
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Substituindo as equagoes (3.6) e (3.13) na equagao (3.14) vamos obter

ﬂ ((U/C) f17 f17 f27 f3) =K (627617 6261; 62; 53) y (315)

que é a formulagao covariante da lei de Hooke proposta por Gron [34]. As componentes

da forca podem ser expressas pelas equagoes

fi=rkBl, fo=rB s f3=rB ;. (3.16)

Fazendo
fi = Kily, fo=Kola, f3=Ksls (3.17)

podemos, e utilizando as equagoes (3.16) e (3.17), introduzir uma constante eldstica

efectiva, proposta por Gren, tal que
Ki =8k Ky=K3=p"'k (3.18)

De acordo com as defini¢oes dadas atras, tanto a deformagao como a tensao, em My,
sao dadas pelos componentes espaciais de 4-vectores. Se um 4-vector é espacial num
determinado referencial, também o é em qualquer outro referencial. Nao ha nenhum
sistema em que a parte espacial de um 4-vector desapareca. Na definicao adoptada para
tensao e deformacgao faz com que sejam ambas invariantes durante uma transformacao

de Lorentz.

3.3 Mecanica dos Meios Continuos Elasticos em Relativi-
dade Restrita

E geralmente aceite que todos os tipos de forcas podem ser descritos por uma 4-
-densidade de forca f;, que é a divergéncia de um certo tensor S;,. Para todo o

sistema de massa, a lei de conservagao de energia-momento pode ser escrita na forma

Oy,
oxy,

=0, i,k=0,1,23. (3.19)

em que T € o tensor total da energia-momento de um sistema fechado. Considere-se
que Ty, e Ty (i =1=1,2,3) representam as componentes espaciais deste tensor. O

significado fisico dos componentes T;y e Tp; é traduzido pelas expressoes

1
Tor = = Si, (3.20)
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em que S é a densidade de energia do fluxo de massa,
TlO = icgl T()O = —h (3.21)

em que g e h representam, respectivamente, a densidade de momento e a densidade
de energia. Estas relagoes sao validas para qualquer sistema fisico fechado e, entao,
também o sdo para corpos elasticos se as tensoes elasticas e energias forem incluidas.

A equagao (3.19) para i = 1,2,3 pode agora ser escrita na forma

oLy, | Oq

— .22
P T (3.22)

que representa a lei de conservagao de momento na forma diferencial em que 7y, como
visto antes, é o tensor das tensoes.
De forma semelhante, a equacao (3.19) para ¢ = 0 representa a equagao da conti-
nuidade para a energia: oh
divS + T 0. (3.23)
O tensor total da energia-momento de um sistema fechado tem que ser simétrico, ou
seja Tj, = Ty, sendo a parte espacial desta equacao, Ty, importante para a validacao
da lei de conservacao de momento, e se esta lei tiver que ser valida em qualquer sistema

de inércia, a equacao também tem que ser valida para as componentes espaco-temporais,

isto &
Ty = To (3.24)
ou, por (3.20) e (3.21),
S
g8= 2- (3.25)

vt = — (3.26)

g= V" (3.27)

que é formalmente analoga a

(3.28)

demonstrando que a densidade de energia h corresponde & densidade de massa.
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3.3.1 Equagoes Fundamentais da Mecanica dos Meios Continuos

Considere-se um corpo eléstico de face infinitesimal do com uma normal definida pelo

vector unitario n num determinado ponto P do espago (ver figura 3.2).

A

Ly

Figura 3.2: Elemento infinitesimal num referencial cartesiano. Adaptado de [20].

A matéria nos dois lados desta face estao sujeitas a uma forca que é proporcional
a do. A forga que actua na direc¢ao da normal serd t(n)do e, a forga na direcgao

2

oposta serd —t(n)do. Se n', n? e n3 forem vectores unitarios nas direcgoes dos eixos

cartesianos, entao
tn) =t (n(l)) ny+t (n(2)) ng +t (n(3)) ns (3.29)

em que ni, ng € m3 sao as componentes do vector unitario n. A equacao (3.29) é
obtida considerando-se o elemento infinitesimal de matéria contido na piramide abcP
da figura 3.2. Se do for a area do tridngulo abe, as éreas dos tridngulos Pbc, Pca e
Pab vao ser, respectivamente, nido, nado e nzdo e, entao, a energia eléstica total do

elemento seré
—t(n)do + t (n(l)) nido + t (n(2)) nado + t (n(3)) n3do. (3.30)

Esta forca tem que ser igual & variagdo de momento do elemento de volume oV por

unidade de tempo, ou seja, igual a
d(gdV)

7 (3.31)
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em que 6V é o volume da piramide e g é (como foi visto antes) a densidade de momento.

No limite 0V tende para zero mais depressa do que do; portanto

1 d

o que nos leva de imediato a equagao (3.29).
Se o0s componentes dos vectorest (n(k)) forem representadas por t;;, podemos es-

crever a equagao (3.29) na forma
tl(n) = tlknk. (333)

Como t;(n) e my sao os componentes de vectores espaciais, as quantidades ¢ tém
que ter uma lei de transformacao tensorial semelhante as componentes de um tensor
espacial durante uma rotagao dos eixos Cartesianos. ;. é o tensor da tensao elastica
por vezes definido como o tensor relativo da tensao, em contraste com o tensor total
de energia-momento denominado por vezes como o tensor absoluto da tensao.

A forca elastica total F que actua na matéria dentro de uma superficie o sera igual

- / t(n) do (3.34)

As componentes F; através de (3.33) e pelo teorema de Gauss podem ser escritas na
forma
F; = _/tlknk do = — %dv (3.35)
o Q Oxy
onde a integracao no lado direito da expressao abrange o interior da superficie fechada

0. Pode-se, entao, definir uma densidade de forga elastica f tal que
B = / fdv (3.36)
Q

e, comparando (3.35) com (3.36), vemos que a densidade de forca elastica e o tensor

relativo da tensao estao ligados por

_ Otw
8$k

fi = (3.37)

O movimento de elemento infinitesimal de volume, §V, vai ser determinado pela equagao

de movimento

L s ey O
g V) = fioV = o (3.38)



3.3 Mecdnica dos Meios Continuos Eldsticos em Relatividade Restrita 109

em que g ¢é a densidade de movimento e d/dt a derivada temporal. Como

d _dg, d
o (g oV) = e %

dgr | Oy vy,

(99 | 9(givk)
= <at * on 5V, (3.39)

em que v sao as componentes da velocidade v do elemento no ponto considerado,
obtemos por (3.38) e (3.39)
891 0
- + — tir) = 0. 3.40
ot + 9an (grox + tir) (3.40)
Por outro lado, a lei de conserva¢ao de momento também é expressa por (3.22); entao

obtemos a seguinte relacao entre os tensores absoluto e relativo da tensao:
Ty = tix + g1 v - (3.41)

De forma a encontrar uma expressao explicita para a densidade de momento, vamos
utilizar a relagao (3.25). O trabalho total realizado pelas forgas elasticas na massa, no

interior de uma superficie fechada o, por unidade de tempo, é dado pela expressao

W= / (6(n) - v) do = — / tie v do = — /Q UG (3.42)

oxy,

onde a integragao no ultimo integral é estendida ao interior €2 da superficie o. O
trabalho realizado sobre um elemento infinitesimal de matéria de volume 6V é dado

por:
d (uit)

oW = —
W oz

5V . (3.43)

Este tem que ser igual ao aumento por unidade de tempo de energia no interior de 0V

que é:
d N oh 1o} 8vk
5 (hov) = (6t T vk) OV + oV o
oh 0
— |:6t + 7k (hl)k):| 1% (3.44)

em que h ¢é a densidade total de energia incluindo a energia elastica. Entao, de (3.43)
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e (3.44), vamos obter

oh d
e + B (hvg + vitig) = 0. (3.45)

A Comparagao entre (3.23) e (3.45) mostra que o fluxo total de energia é dado por
S=hv+ (v-t), (3.46)

em que (v-t) éum vector espacial de componentes (v -t); = vtx, 0 que demonstra
que além da corrente de convecgao hv ha um transporte extra de energia devido ao
trabalho feito pelas forgas elasticas. De (3.27) obtemos a densidade total de momento:

S (v-t)

g:c—2:pv—|—

(3.47)

c2

em que p = h/c? é a densidade total da massa incluindo a massa da energia elastica.
Devido ao ultimo termo de (3.47), o vector da densidade de momento nao tem, de uma

forma geral, a mesma direcgado do movimento da matéria; entao

GVE F Gkl (3.48)
Como a lei de conservagao de momento requer que Ty, = Ty, de (3.41) obtemos

—(v-t)vp + (v -t)Lv
te =t = grok + g = (v-t) ";2( )’”750 (3.49)

ou seja, o tensor relativo da tensao nao é simétrico.

Apenas no referencial de repouso da matéria S°, no ponto considerado, temos v? =

0 e, por (3.41), (3.46) e (3.47),
t?k - Tl% - Tl?l - t(lglv Slo - g? - Tl% =0, TOOO - _ho (350)

sendo h" a densidade de energia de repouso.
Considere-se u a 4-velocidade da matéria. O tensor de energia-momento satisfaz a
equacao
Tipup = —hPu;. (3.51)

A validade da equac@o covariante (3.51) é obtida em (3.50) se escrita para o sistema de
referencia de repouso, onde u; = (ct,0,0,0). A relacao (3.51) é caracteristica de um

tensor energia-momento puramente mecénico. Se multiplicarmos (3.51) por wu; obtemos
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a seguinte expressao para a invariante densidade de energia de repouso:

B u;i Ty uy,

. (3.52)
Para i =1=1,2,3, a expressao (3.51) da origem a
Tyur + Tipuo = —hy (3.53)
ou, através de (3.21) e (3.41),
(te + grug) ue — g = —h%u;. (3.54)

Resolvendo em ordem a ¢; obtemos uma nova expressao para a densidade de momento

- pdu + (1/62) (t-u)
N 1 — wu?/c?

(3.55)

sendo p® = h°/c? a densidade de energia de repouso e (t-u) um vector espacial de
componentes t;up. A equagao (3.51) para i = 0 de uma forma semelhante, d4 origem

a
RO+ (u-t-u)/c?

h = h' ‘u) = :
+ (g-u) T2/ (3.56)
com (u-t-u)=wutur. A equagao (3.56) também pode ser escrita na forma
O 1
Too = —h = p upug — 3 th Uy - (3.57)
Se multiplicarmos (3.51) por u; vamos obter
w; Tipe wpe
ho = T (3.58)
que da origem a
0 v? 1

Dividindo (3.59) por ¢?> vamos obter

p0:p<1—“2>—(u-T.u) (3.60)
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que é uma generalizacao da equagao

p <1 — ”2) = . (3.61)

Fluidos Perfeitos

Num fluido perfeito a for¢a t(n), num elemento de face com normal n, é paralela a n,
ou seja
t(n) = p(n), (3.62)

sendo p a pressao normal. De (3.33) obtemos
tik = PO - (3.63)

Em particular, no referencial de repouso iremos ter

19 = p° oy, . (3.64)
Como neste caso temos:
PO = p° o (3.65)
obtemos
p =1’ (3.66)

ou seja, a pressao normal é um escalar invariante.

Tendo em atengao as expressoes (3.47) e (3.55), considerem-se as seguintes expres-

soes:
0 2
_ g) _ (PP +p/P) v

& = <p+02 v 1 —v?/c?
h0+pv2/02

h = ————— 3.67
1 —v?/c? (3.67)

p = p°.

Se p° p° e v forem constantes ao longo do corpo elastico, obtemos por integracao
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destas relacdes, no volume V = /1 —v2/c2V? do corpo, as seguintes expressoes:

G oy - LO+P) /@I VY (A% 4p%) /] VOV
ST e T e
0 0170 02 v

HO—I— [(pO VD) /CQ] U2

JI— )&

Destas expressoes podemos encontrar

H=hnV

(3.69)

H+pV
G=—5—vV (3.70)

C

HO +p0 VO

V1—v2/c? .

H+pV = (3.71)



Capitulo 4

Aplicacoes na Relatividade Restrita

4.1 A Lei de Hooke Relativista

Considere-se um corpo elastico em repouso num referencial inercial I’. O eixo longitu-

dinal do corpo faz um angulo 6 com o eixo Oz (ver figura 4.1).

Iﬂy [/ﬂy/

!
z z

Figura 4.1: Corpo elastico sujeito a uma forga que actua ao longo do eixo longitudinal.

Para um observador no referencial I’ a lei de Hooke tem a forma

Al
F/ = Y/A/ (l/> = Ii/ Al/ (41)
em que F’ ¢ a forca que actua ao longo do eixo longitudinal, A’ = 't/ ¢é a area da
secgao transversal do corpo e k' = Y'A'/l' a constante elastica. Para um observador

que se encontra no referencial I, que se move a uma velocidade constante v em relagao

114
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a I, a lei de Hooke vai ser da forma

F=YA (All> = KAl (4.2)
sendo
k=YA/l. (4.3)

Devido ao primeiro principio da relatividade restrita, o moédulo de Young Y tem que

ter o mesmo valor para todos os observadores inerciais, isto é
Yy =Y.

As componentes do comprimento !’ do corpo no referencial I’ sao

I, = I'cosf (4.4)
l; = ['sin 6 (4.5)
o que faz com que em I vao ser
l. = B ' cosb (4.6)
ly = 1. (4.7)

Entao, o comprimento [ medido por um observador ligado ao referencial I é dado por:

2
L= /()2 + ()2 = mz'. (4.8)

Para o célculo de (4.2) as transformacoes de Lorentz dizem respeito as duas dimen-

soes utilizadas para o calculo da area transversal:

2 «in2
a = 1-— 125617;10 a (4.9)
b = V. (4.10)

A area da seccao transversal medida no referencial I vai ser dada por

2'29 2'26
A=y 1= 2 gy = g1 - T g (4.11)

c? c?
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Com este resultado, a relacao (4.2) passa a ser:

2 qin?
I Y (4.12)
C

Os resultados obtidos levam a que a relagao (4.3) tome a forma

/ (1202 qin2 — (v2/¢?) sin?
YA 1 (v?/c?) sin” 6 oL (v?/c?) sin” 6 (4.13)
v 1 — (v?/c?) cos? 0 1— (v?/c?) cos? 0

o que esta de acordo com os resultados obtidos por Gren [34, 35].

Para um referencial I” com uma velocidade v, de direc¢ao arbitraria, em relacao a

I temos:
[//Ay”
0
. zy
e
Z//
a’ = a sin 0 sin ¢ (4.14)
b = b cos ¢. (4.15)
Neste caso, a relagao (4.2) tomaria a forma
2
F' =Y A \/<1 - 1)2> sin? 0 sin? ¢ cos? ¢ (4.16)
c

e a relagao entre k" e k' ¢ dada por:

s YA \/1 — (v2/c2) sin? 6 sin? ¢ cos? ¢

A 1 — (v2/c?) sin? 0 sin® ¢

1 — (v2/c?) sin? 0 sin® ¢ cos? ¢

— /!
" \/ 1 — (v?/c?) sin? @ sin? ¢

(4.17)
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4.2 Cinematica e Dinamica de Corpos Elasticos em Rela-
tividade Restrita

Teorias baseadas na mecénica de Newton h& muito que sao utilizadas para descre-
ver a cinematica e dindmica de corpos elasticos em velocidades nao relativistas. Na
mecanica de Newton, o comprimento de um corpo eléstico varia com a tensao mas, é
independente da sua velocidade, enquanto que, o momento linear varia com a velocidade
sendo independente da tensao. Quando a equivaléncia inercial da energia, ou seja, a
equivaléncia entre massa e energia é considerada, comprimento e momento passam a
depender da velocidade e tensao. Enquanto que a dependéncia destas quantidades da
velocidade podem ser determinadas por simetria durante uma transformagao de Lorentz,
a simetria por si s6 nao determina a dependéncia no tempo da tensao e velocidade
em diferentes partes do corpo durante a aceleracao. Para este caso, uma teoria mais
especifica para corpos elasticos é necesséria.

Aqui, com origem nos trabalhos de Mgller [20] e Davidon [36], vai-se tentar des-
crever a cinematica e a dindmica de corpos elasticos acelerados a qualquer velocidade
inferior a da luz. Apesar da simetria durante uma transformacao de Lorentz ser verifi-
cada, esta nao é necessaria para explicar as consequéncias fisicas desta teoria qualquer
que seja o sistema inercial. Das cinco equacOes basicas aqui apresentadas, quatro sao
consistentes tanto na mecanica de Newton como na relatividade restrita. A quinta é
a equivaléncia inercial da energia, ou seja, para qualquer quantidade de energia E ha
uma correspondente quantidade de massa E/c?. Todos os aspectos desta teoria podem
ser directamente comparados com os seus equivalentes newtonianos substituindo 1/c?
por zero.

As derivadas parciais serao representadas pelo operador 9, = 0/0,. Serao apenas
considerados corpos elasticos uni-dimensionais. Quantidades representadas por letras
gregas minusculas, sao quantidades que a trés dimensoes dao origem a escalares, le-
tras latinas mintsculas para quantidades que dao origem a 3-vectores e letras latinas
maitsculas para as quantidades que se generalizam em tensores de segunda ordem ou

matrizes 3 X 3.

4.2.1 Equacgoes Basicas

No caso aqui apresentado, ha apenas duas quantidades independentes definidas para
qualquer ponto do corpo elastico, e para qualquer instante de tempo t: a velocidade,
v, e a tensao (forga), F.

Considere-se a fig 4.2, que mostra um corpo elastico que se move com velocidade
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constante v < ¢, sendo sujeito a tensao de compressao uniforme F' através de uma forga
+F aesquerda e —F a direita. O balanco destas forcas F e —F transferem momento
a taxa F e energia a taxa Fv desde a extremidade esquerda até & extremidade direita
do corpo. A teoria aqui apresentada ird determinar a evolucao no tempo da tensao e
velocidade de todas as partes do corpo e o seu valor para qualquer ¢, as propriedades

elasticas e os valores de qualquer forca externa.

>
>

Figura 4.2: Corpo eléstico sobre tensao em movimento uniforme.

Além das duas quantidades independentes F e v, ha a considerar outras quatro

dependentes:

1. A deformagao U cujo incremento U; — Us num ponto do material é dado pela

expressao que traduz a deformacao real de um corpo

U=t (4.18)
lo
que da origem a
l
l—l = exp (U; — Us) (4.19)
0

através da qual a distancia | a cada ponto vizinho ¢ alterada. A equagao (4.19)
dé origem & primeira suposigao: a variagao total no tempo da deformagao U num
ponto que se move com o material é igual a variacao da velocidade v no espacgo,
ou seja,

(O +v0,) U = 0pv (4.20)
em que Oy e 0, sao a derivada temporal e espacial respectivamente.

2. A densidade de massa inercial p, ou simplesmente, a densidade de inércia, que
inclui o equivalente energético de todas as formas de energia, elastica e cinética.
Esta grandeza é fungao de F e v, p = p(F,v). Para v =0, p é apenas fungao

de v, e define-se como a densidade de massa u:

p= plo=o, p=p(F).
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A densidade inercial sera por (3.60), o somatorio da densidade de massa p com a
equivaléncia inercial de todas as formas de energia presentes, podendo ser expressa
por
02
p =+ - (4.21)

3. g, densidade de momento linear (ou simplesmente a densidade de momento), que
¢é o fluxo de massa inercial que passa por um ponto estacionario. Como vimos em
(3.55) este é dado pela expressao

Fv
= — 4.22
g =pv+ 2 ( )

em que 1/c? é o equivalente inercial da energia.

4. T, o fluxo de momento linear que passa por um ponto estacionario. A expressao
para esta grandeza advém da defini¢ao de tensor de energia-momento de (3.41) e
pode ser traduzida por

T =gv + F. (4.23)

Quando v =0 teremos 1T = F.

As relagoes (4.22) e (4.23) mostram o fluxo de massa inercial e momento como a soma de
uma parte convectiva igual & densidade da quantidade vezes a velocidade do material,
e uma parte condutiva igual ao fluxo que passa num ponto que se move com o material.
Um corpo sob tensao uniforme F', como no caso da figura 4.2, conduz momento linear
de uma extremidade & outra a taxa F', o que da origem ao segundo termo da equacao
(4.23). Por outro lado, um corpo em movimento sob tensao também transmite energia
a taxa Fv de uma extremidade & outra, sendo que o equivalente inercial, Fv/c?, deste
fluxo de energia, vai dar origem ao segundo termo da equagao (4.22).

Considere-se ainda que a variagao no tempo de massa inercial e momento linear em
qualquer regiao do corpo iguala o fluxo de massa inercial e fluxo de momento,respectiva-
mente, para essa regiao e para os casos em que se consideram apenas forcas exteriores.

Estas suposigoes dao origem as equagoes homogéneas de continuidade [36]

Op+0,9g=0 (4.24)

og+ 0, T =0. (4.25)

As equagoes (4.24) e (4.25) estao de acordo com o ponto 3, equacao (4.22), e o ponto
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4, equagao (4.23), respectivamente.

4.2.2 Influéncia da Velocidade e Tensao

As equagoes (4.22) e (4.23) mostram que

g = 4g (F,U,p) (426)
= T (F,v,p) . (4.27)

Verifica-se que, a dependéncia de p, assim como de g, T e U da velocidade e da
tensao também sao determinadas pelas relagoes (4.19)—(4.25) juntamente com a equagao

constitutiva que da a densidade de massa u = p|,—o como uma fungao da tensao.

Teorema 4.1 Para qualquer fungao diferencidvel p = pu(F) com pu+ F/c? # 0, eriste
apenas um conjunto de fungoes p = p(F,v), g = g(F,v), T =T(F,v) e U=U(F,v)
que satisfazem as condigoes fronteira p = ply—o € 0 = U!F,vzo, assim como as equagoes
(4.19)-(4.25) para todas as derivadas Oy F e Oyv. Estas fungoes sao

p+ Fv?/ct
= £ -~/ 4.2
1—v2/c? (4.28)
pv + Fo/c?
_ ~ 4.29
g =y (4.29)
2
uv: + F
T o_ 4.
1—0v2/c? (4:30)
e ) p
1 v du
U=-In(1-—)- [ —& . 4.31
2 ( c? > /0 pu+ F/c? (4:31)
Demonstragao:
Considerem-se as fungoes
p = p(Fv) (4.32)
g = g(F,v) (4.33)
T = T(Fv) (4.34)
U = U(F,v) (4.35)

e utilize-se a regra da cadeia para calcular as derivadas d, e d;. Obtemos desta forma

as seguintes derivadas de p, g, T e v em termos das derivadas dr e 0,, por exemplo:
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U = 0pUOF + 0,U Orv
0, U = 0pUOF + 0,U0zv
Op = OppOF + O0yp0Osv

Orp = OppOz F + OypOpv
Og = OpgOF + 0yg0iv

Ozg = OrgOs F + 0y, g0, v
T = OpTOF + 0, T0Orv
0T = OpTOF + 0,T0zv

Substituindo estas derivadas nas equagoes (4.20), (4.24) e (4.25) obtemos
OpU O F + 0,U Opv + vOpU 0, F + (vO,U — 1) O,v = 0 (4.36)

para (4.20),
Opp O F + Oup0v + Opg 0, F + 0yg0,v = 0 (4.37)

para (4.24), e
Orpg O F + 0pgOiv + OpT 0 F + 0,T 0zv = 0 (4.38)

para (4.25). Podem-se, assim, obter trés equagoes lineares nos termos O F, 0w, 0, F

e Oyv:
OF 0
OpU  0,U vOpU vd,U — 1 5 .
Orp Owp  Oryg dug at; =1 (4.39)
Org Ovg OfFT 9,T v
Oz 0

Para que este sistema tenha solugdo para todas as derivadas O.F, Ow, 0, F e Opv, a
matriz 3 X 4 tem que ter caracteristica 2 ou inferior, ou seja, toda a sub-matriz 3 x 3

tem que ter determinante nulo, por exemplo:

8FU 6UU ’U@FU
Orp avp Ovg =0 (4'40)
Org Ovg OfFT
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oU vorU v0o,U —1
Ovp  OFg Ovg =0 (4.41)
Ovg OpT O, T

Obtemos, entao, duas equagoes linearmente independentes para OpU de (4.40) e 9,U

através de (4.41):

aﬂﬁ%m?—%qu

opU = 4.42
BT v (Orgup — OrpOug) + Orgdug “42)
e
v |:(8vg)2 - 8UF aFU avp} + avg 8Fg
U = . (4.43)
U(avg aFg - avpaFT) + 8ngFg + avg orT
Substituindo (4.43) em (4.42) obtemos
(Org)* — 9pT dpp
orU = 4.44
r v (VOyPOrg — OypOrg — VOFPOyg + OyTOrp) + 0vgOrT — 0, TOrg (1.44)
e substituindo (4.42) em (4.43) vamos obter
o,U — v (OrgOup — Oppdug) + Opgdug — OFTOup (4.45)

~ 0(9rgdsp — v0u90rp — BupdpT + Oppduq) — 0T Org + DugdpT

Para o célculo das expressoes finais de dpU e 0,U, considere-se a equacao (4.22). Se
calcularmos as derivadas parciais da fung¢ao g, em fungao das derivadas dr e 9, vamos

obter:

Org = (an)U+p(6Fv)+0F%
= (an)U+C% (4.46)
(§]
g = (3vp)U+P(5vU)+av%
_ vavp+p+ci’;. (4.47)

Substituindo (4.22) em (4.23) vamos obter a seguinte expressao para T

Fo?

T = pv? +

a tF (4.48)



4.2 Cinemdtica e Dindmica de Corpos Eldsticos em Relatividade Restrita 123

Derivando esta expressao de forma analoga a (4.22), obtemos as seguintes expressoes

para as derivadas Jp e O,:

2
OrT = (OF p) v* + 2—2 +1 (4.49)

Fv
8UT:(3vp)v2+2pv+2c—2' (4.50)
Substituindo (4.46), (4.47), (4.49) e (4.50) nas expressoes (4.44) e (4.45) ficamos com:

(Opp) V2 + v2 — (Opp)

opU = —
r pv2c®2 — pct + Fv?2 — F¢?
__Orp | Ve (4.51)
st EE T (1 ) () '
e
oU — _(8UU)UQCQ—|—U,002—|—FU—(avp)c4
v pv2c2 — pct + Fv2 — Fc2
K) 2
_ vp v (4.52)

o+ F/E T 1—02/e
Estas equagoes sao integraveis em U como func¢ao de F e v sse a derivada 9, de
(4.51) for igual a dp de (4.52), ou seja, Op U = 9, U obtendo-se a expressao

Or p v?/ct O p v/c?

o+ F/3 + (p+ F/c2) (1—v2/2) p+ F/2 + 1—v2/2

Resolvendo em ordem a 0,p vamos obter

2v (p + F/c?
Opp = £2 2 ) (4.53)

De (4.53) obtém-se a expressao

Oup 2v
p+ F/c? T2 2 (4:54)
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que integrada em v com a condigao fronteira pu = p|,—¢ da origem a (4.28), ou seja,

6vp . 20
/p+F/c2dU N /02—v2dv

In (p—l— CF2> = —In (=% + ¢(F)

In (p + f;) = In (02—112)71 + ¢ (F)
1

F
P + 672 = 02 —'02 exp (¢(F)> . (455)
Fazendo exp (¢(F)) = ¢(F'), obtemos
F 1
Pt 5= ml/}(F) (4.56)
o que d& para p
Y F
p= 2T (4.57)
Para v =0 em que se vai ter u = p, (4.57) toma a forma
YF) F
De (4.58) tira-se o valor da funcao ¥ (F):
W(F) = p? + F (4.59)

Substituindo (4.59) em (4.57) obtemos a equagao (4.28).
Substituindo (4.28) em (4.22) e (4.23), ou seja, nas expressoes

g = pv+ —
F
T = gv+ F =pv*— + F,
c
obtemos (4.29) e (4.30). Substituindo (4.28) em (4.51) e (4.52) vamos obter

_ Oppct = Oppc® — v?
ST Apa+ F)

orU
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que para v =0 toma a forma

OF 1t

opU = ——F1
" w4+ F/c?

(4.60)
Uma vez que para v =0, p = p o que faz com que 0, u = 0, ja que p nao é fungao

de v. Vamos ter, entao
v/c?

A Py

(4.61)

Considerando os resultados (4.60) e (4.61), pode-se escrever a variacao total de

deformagao a partir da expressao:

dU = 0pUdF + 0,Udv (4.62)

OF p v/c?
_ . 4
w+ F/c? * 1—0v2/c? (4.63)

Integrando esta ultima expressao e considerando a condicao fronteira 0 = U|p, p =

pu(F), OF i = du, obtemos (4.31). Prova-se, deste modo, o teorema 4.1.

4.2.3 Interpretacao dos Resultados

Combinando a equagao (4.60) com a expressio?

orU = ? (4.64)

obtemos uma equagao diferencial de primeira ordem que demonstra a dependéncia do

comprimento [ e da densidade de massa g com a tensao:

Ol _ O

= atFE (4.65)

Considerou-se que o comprimento [ do corpo é directamente proporcional & deformagao,
ou seja, ¢ uma funcao do estado de tensao. Isto leva a que, a energia elastica do corpo
¢ varie com a tensao. Neste caso [36], a variagao da energia elastica varia com a tensao

através da expressao
oré = —FOorl. (4.66)

lexp(Uy — Up) = %, o que faz com que U ~ %; temos, entdao que OpU = 8F%
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A massa inercial total, pl, do corpo em repouso vai aumentar com a equivaléncia

inercial da energia eléstica, de forma que

z
O (ul) = aFc% = For - (4.67)

Se derivarmos o produto pul e resolvermos em ordem a dp ! obtemos a expressao (4.64):

l

1Opp + porl = —F@F;2
/L@FZ—FFOFCLQ = —1l0pp
aﬂ(wi) — lorn
g _ _MfFij/@. (4.68)

Considere-se novamente a equacao de Hooke
F = kl

em que k é uma constante elastica que depende apenas das caracteristicas do material,
[ o comprimento do corpo que neste caso é uma medida da deformacao e F', como ja
vimos, ¢é a for¢ga. Como [ é uma medida da deformagao, entao, | = [(F'). Se calcularmos

a segunda derivada de F' — kl =0 em ordem a F, ou seja,
0% (F—kl) =0,
obtemos uma equagao diferencial para a lei de Hooke:
021 =0. (4.69)
Como

8%l = 8F(8Fl)zaF(lapU):8Fl8FU+la%U
- z[(aFU)%La%U},

por (4.60) verifica-se que o corpo obedece a lei de Hooke expressa por (4.69) sse

F\ ., |
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A solugao geral [36] desta equagao diferencial de segunda ordem é

~ po + F/2poadc?
1 — F/poag

(4.71)

em que fo = p| F=o ¢ a densidade de massa de um corpo nao deformado em repouso
e, ap = (Opp)~ 2 & a velocidade do som num corpo nao deformado em repouso. este
resultado também pode ser obtido adicionando a equivaléncia inercial E/c? da energia
elastica F = [y F? /2 po a% 4 massa nao deformada puglg e dividindo pelo comprimento
I =1y (1 - F/uoa) do corpo sob tensao (deformado).

O teorema 4.1 demonstra que as equagoes (4.20)—(4.23) determinam a influéncia da
velocidade e da tensao nas propriedades dos corpos elasticos. Estas equagoes originam
o factor de contraccao de Lorentz, (1 —v?/ 02)%, de um corpo elastico em qualquer
referencial de inércia em vez de dar a razao entre os comprimentos observados por
diferentes observadores em diferentes referencias inerciais. A variacdo da massa inercial
total pl e do momento total gl sao, também, determinados por estas equagoes com

as condicOes fronteira apropriadas, ja que p, g e [ sdo também determinados.

4.2.4 Conclusao

A teoria macroscopica aqui apresentada para corpos elasticos assume cinco equagoes
basicas, (4.20)-(4.25), que relacionam a tensao F, velocidade do material v, deformagao
U, densidade inercial p, fluxo inercial e densidade de momento g e o fluxo do momento
T. O teorema 4.1 demonstra que a dependéncia de p, g, T e U da tensao e velocidade
sao unicamente determinadas por estas suposi¢oes com um conjunto apropriado de
condicoes fronteira. Destas, os usuais resultados relativistas para a dependéncia do
comprimento e massa inercial da velocidade sao determinados.

Esta teoria fornece uma imagem detalhada para densidades localizadas e fluxos de
quantidades em corpos elésticos sujeitos a tensao e aceleracao, o que, na maioria dos
casos, contribui para a compreensao dos processos fisicos a uma qualquer velocidade
inferior & da luz. Descreve diferentes processos fisicos num tnico e arbitrario referen-
cial inercial através da utilizacao de um tnico sistema de coordenadas em alternativa
& descricao que envolve diferentes referenciais inerciais e & forma como as diferentes
quantidades se transformam entre eles.

Muitos dos resultados sdo comuns em relatividade restrita. O que é novo aqui é que,
os resultados aqui obtidos podem ser obtidos em qualquer referencial inercial através de
um conjunto de suposi¢oes nas quais a constante fundamental 1/ ¢ entra em apenas

um termo da equacdo (4.22), na qual se associa a densidade de momento Fv/c? ao
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fluxo energético F'v.

Além de fornecer um processo alternativo de calcular resultados conhecidos e um
mais detalhado processo de estudar fenémenos relativistas num qualquer referencial de
inércia, esta teoria fornece resultados novos: mostra que certas condigoes, todas as quais
determinam a dependéncia da densidade de massa da tensao, apesar de serem todas
equivalentes a lei de Hooke da mecénica de Newton, originam diferentes generaliza¢oes

dessa lei quando o equivalente inercial da energia, 1/¢?, é tomado em conta:

ou

F 1
(“+c2) al%u:wpu<aw+> . (4.72)

2c?

Embora fossem considerados apenas corpos unidimensionais, as equagoes bésicas
(4.20)-(4.25) podem ser generalizadas para espacos a trés dimensoes. Neste ultimo
caso € necessario mais uma equacgao constitutiva para relacionar a tensao de corte a
deformagao que ela produz nos materiais elasticos, ji que, a influéncia da tensao na
densidade de massa nao pode unicamente determinar as propriedades do material como

acontece para casos uni-dimensionais [36].
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