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Introducao

As fungoes de variagao limitada tém-se revelado um importante instrumento de
trabalho, nao s6 na Anadlise, onde aparecem de maneira natural, como em diversas
outras areas da Matematica, nomeadamente a Geometria e os Sistemas Dinamicos.

A nocao classica de variacao limitada para funcoes reais de variavel real usa de
maneira importante a ordenacao de R, razao pela qual nao é directamente generali-
zavel a dimensoes mais altas. Uma nog¢ao um pouco menos exigente de variagao — a
variacao essencial — tem uma extensao natural para dimensoes superiores, perdendo
contudo algumas das boas propriedades geométricas da definicao classica. Algumas
das limitagoes foram ultrapassadas com o trabalho de Giusti [12] que introduziu
uma definigao de fungao de variagao limitada (equivalente & variacao essencial) con-
servando muitas das boas propriedades da definicao classica em dimensao 1.

Este trabalho tem por objectivo fazer um estudo detalhado das funcgoes de
variacao limitada dando um relevo muito especial a sua definicao em dimensao supe-
rior. Serao apontados os principais resultados que permanecem validos em dimensao
mais alta, apresentando-se contra-exemplos ilustrativos para os casos em que tal nao
acontece. Em particular, veremos que em dimensao maior do que 1 uma funcao de
variacao limitada nao é necessariamente limitada. Esse facto constitui uma das
perdas significativas quando se passa para dimensao superior, mas é atenuado por
se poder provar que o espaco das funcoes de variacao limitada é mergulhdvel em
algum LP. Apresentaremos também algumas das aplicacoes das funcgoes de variagao
limitada. Faremos aplicagoes geométricas, nomeadamente a extensao da nocao de
perimetro para conjuntos muito mais gerais e o estudo da existéncia de superficies
minimais. Outra das aplicagoes que faremos serd aos Sistemas Dinamicos e prende-
-se com o estudo da existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas.
As medidas invariantes absolutamente continuas sao particularmente relevantes no
estudo dos sistemas dinamicos cadticos. Tais sistemas sao, de um ponto de vista
deterministico, completamente imprevisiveis. Contudo, exibem muitas vezes medi-
das que descrevem o comportamento estatistico da maioria das érbitas (quase todo
o ponto em relagao a essa medida). Em termos praticos, pretende-se que a “maio-
ria da érbitas” para alguma medida invariante tenha algum significado em termos
da medida de Lebesgue. Para tal, é suficiente que essas medidas invariantes sejam
absolutamente continuas em relagao a medida de Lebesgue.
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Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 sao revistos alguns conceitos fundamentais sobre medida e inte-
gracao e analise funcional. Os resultados sao apresentados sem demonstragoes, uma
vez que estas podem ser facilmente encontradas nas referéncias bibliograficas, sendo
a sua introducao feita neste trabalho apenas com o intuito de uniformizar notacgao
e esclarecer algum tépico menos claro para o leitor.

No Capitulo 2 introduzimos o conceito de funcao de variacao limitada na recta,
conceito intimamente relacionado com o de func¢ao mondtona, como veremos. Com
vista a estender essa teoria a dimensao superior introduzimos o conceito de variacao
essencial (limitada) e demonstramos algumas das propriedades fundamentais deste
tipo de fungoes.

No Capitulo 3 generalizamos o conceito de variagao essencial limitada a dimensao
superior. Sao apresentados resultados que se mantém com a generalizagao e men-
cionados outros que se perdem com o aumento da dimensao. Neste capitulo introdu-
zimos outras defini¢oes possiveis de variagao limitada e provamos a sua equivaléncia
a definicao dada. O conjunto das funcoes de variacao limitada é munido de uma
norma sob a qual tem uma estrutura de espago de Banach, para o qual provamos
varios resultados importantes, nomedamente resultados de compacidade e aprox-
imacao por fungoes derivaveis. Com vista a provar um resultado fundamental nas
aplicagoes aos Sistemas Dinamicos, introduzimos a nocao de trago de uma funcgao
de variacao limitada.

No Capitulo 4 estudamos as aplicagoes geométricas das fungoes de variagao limi-
tada. Apresentamos uma definicao de perimetro de um conjunto que, para conjuntos
com fronteira suficientemente regular, coincide com a nocao tradicional e estudamos
o caso particular dos conjuntos cuja funcao caracteristica tem variagao limitada,
os conjuntos de Caccioppoli. Ainda neste capitulo, dedicamos uma seccao a deter-
minacao de superficies minimais, isto é, as superficies com a menor area de entre
todas aquelas que tém uma certa curva como fronteira.

O Capitulo 5 é dedicado as aplicacoes das funcoes de variacao limitada aos Sis-
temas Dinamicos, particularmente ao estudo da existéncia das medidas invariantes
absolutamente continuas (em relacdo a medida de Lebesgue mg). O principal in-
strumento deste capitulo é o operador de transferéncia ou operador de Perron—
Frobenius, cujos pontos fixos sao precisamente densidades de medidas invariantes
absolutamente continuas. Estudamos algumas das propriedades mais importantes
desse operador, nomeadamente a continuidade e propriedades de contraccao. Ainda
neste capitulo estudam-se as transformacgoes expansoras por partes. O objectivo é
chegar a generalizagao para dimensoes mais altas do resultado apresentado em 1973
por Lasota-Yorke [16] para o caso unidimensional.

Num apéndice final apresentamos a nocao de funcao regularizante e algumas das
suas propriedades, utilizadas em demonstragoes ao longo deste trabalho.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos diversas definicoes e resultados necessarios a continua-
¢ao do trabalho. Fazemos uma introducao breve a Teoria da Medida e abordamos
alguns conceitos de Analise Funcional. Tratando-se, na sua maioria, de resultados
conhecidos do leitor, optdmos por omitir as demonstragoes. Tais demonstragoes,
bem como um grande nimero de exemplos elucidativos, podem ser encontrados em

4], [17] e [25].

1.1 Medida e integracao

Definigao 1.1.1. Seja X um conjunto e A um subconjunto de partes de X. Diz-se
que A é uma o-dlgebra se:

1. X e A;
2. Ac A= X\A e A;
3. AIGA,Zzl,iuzlAlEA

Chama-se espago mensurdvel a um par (X,.A) em que A é uma o—algebra sobre X
e mensurdveis aos elementos de A. Uma medida em A é uma funcao p: A — RS
tal que

L p(0) = 0;

2. se {A;},_, for uma sucessdo de elementos disjuntos de A, entao

H ([j Az‘) = iﬂ(!‘li)-



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ao terno (X, A, u), em que (X, A) é um espago mensuravel e p é uma medida
definida em A chama-se espago de medida. Se pu(X) < 0o, u é uma medida finita e
se u(X) =1, o espaco de medida diz-se normalizado ou espago de probabilidade.

Definicao 1.1.2. Sejam X um espago topoldgico e D a familia dos abertos de
X. A o—élgebra gerada por D chama-se o—dlgebra de Borel e aos seus elementos
borelianos de X.

Vamos definir na o—algebra dos borelianos de RY uma medida que generaliza a
nocao intuitiva que temos de comprimento, area, volume,... para conjuntos poligo-
nais.

Teorema 1.1.3. Eziste uma unica medida my definida na o—dlgebra de Borel em
R? tal que, se I,...I; sdo intervalos de R, entdo my (Hle Ii> = |[1|...|14|, onde

para cada i, |I;| designa o comprimento de I;.

A medida dada pelo teorema anterior denomina-se medida de Lebesque. Ao
longo deste trabalho, sempre que nao haja risco de ambiguidade, ¢.t.p significard
Lebesgue-q.t.p.

Definicao 1.1.4. Seja (X,.A) um espaco mensurdvel. Uma funcdo f : X — R
diz-se uma funcao mensurével se, para todo o a € R, se tiver f~!] — oo, a[€ A ou,
equivalentemente, se f~1(A) € A para todo o boreliano A C R.

Defini¢ao 1.1.5. Uma sucessao (f,,), num espago vectorial normado diz-se uma
sucessao de Cauchy se, para todo o € > 0, existir n € N tal que

Vi k>n, ||f; — fill <e.

Toda a sucessao convergente ¢ uma sucessao de Cauchy e um espago vectorial nor-
mado V diz-se completo se nele toda a sucessao de Cauchy convergir. Um espaco
vectorial normado completo diz-se um espaco de Banach.

Lema 1.1.6 (Fatou). Seja (f,), uma sucessao de fungdes integrdaveis nao negativas.
Entao,

/lim inf f,, du < lim inf/fn dpu.

Teorema 1.1.7 (Convergéncia Dominada). Seja (f,), uma sucessio de fungoes
mensurdveis tais que |f,| < g, onde g integrdvel, e f = lim f,, q.t.p.. Entdo, f é

integrdvel e
lim/fnd,u:/fdu.
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Teorema 1.1.8 (Vitali). Seja B uma colecg¢ao de bolas fechadas (ndo degeneradas)
em R?, tal que

sup {diam B : B € B} < oc.

Entao, existe uma familia numerdvel G de bolas disjuntas de B tal que

Usc B

BeB B’'eg

Definigao 1.1.9. Sejam (X, .A) um espago mensuravel e u e v medidas em (X, .A4).
Diz-se que v é absolutamente continua em relagao a u e escreve-se v < [i, se

u(A) = 0= v(A) =0, VA € A.

Se (X, A, u) for um espaco de medida e f uma fungao nao negativa integravel,
v:A— [, fdu define uma medida finita em (X,.4), que é absolutamente continua
em relacdo a p. Na realidade, se A € A é tal que u(A) = 0, entdo fxa = 0
e, consequentemente, v(A) = 0. O teorema que se segue mostra que é possivel
representar v em funcao de p e que esta é a Unica maneira de construir medidas
finitas absolutamente continuas.

Teorema 1.1.10 (Radon-Nikodym). Se p e v sao medidas finitas num espago men-
surdvel (X, A) tais que v < pu, entdo existe uma fun¢do f ndo negativa finita tal
que

v(A) = / fdu, VA € A.
A
f € inica q.t.p. .

A funcao f dada no teorema anterior chama-se derivada de Radon-Nikodym ou
densidade da medida v em relacdo a p e denota-se por dv/dpu.

Sejam M(X) o espago das medidas sobre (X, A) e 7 : X — X uma trans-
formagao. 7 diz-se mensurdvel se 771(A) € M para todo o A € M. Uma tal
transformagao mensuravel 7 induz uma transformagao em M (X)) do seguinte modo:

(o) (A) = u(r71(A)).
Como 7 é mensuravel, temos que 7. € M(X) e 7. esta bem definida.

Definigao 1.1.11. p é uma medida 7-invariante se (77 1(A)) = u(A) qualquer que
seja o conjunto mensuravel A.
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1.2 Analise funcional

Ao longo deste trabalho. a norma euclideana de R? serd denotada por ||.|| ou, quando
nao houver perigo de ambiguidade, por |.|.

Definigao 1.2.1. Seja (X, A, 1) um espaco de medida. Dado 1 < p < oo, define-se
LP como a classe das funcoes mensuraveis f tais que

I = ( 1) <o

Define-se L>(x) como a classe das fungoes mensurdveis f tais que
[flloe = nf{K >0 u({z: [f(z)] > K}) = 0} < o0.

O espaco LP, 1 < p < oo, munido da norma ||.||, ¢ um espago normado completo,
ou seja, um espaco de Banach.

Teorema 1.2.2. Seja F' um funcional linear limitado em LP, 1 < p < oco. Entao,
existe uma unica funcao g € LY tal que

E(f) Z/ngdu,

1,1 _
sendo;—i—a—l.

Ao longo deste trabalho faremos uso de varios tipos de convergéncia no espago
LP(my):

(i) convergéncia em norma ou convergéncia forte:

fo— fse|fa— fll, = 0 quando n — oo;

(ii) convergéncia fraca:

fn — f fracamente se Vg € LY, / fngdma — /fg dmg
1,1 _ .
sendo st = 1;
(iii) convergéncia pontual:
fo— f atp. se fu(z) — f(x)

para “quase todos” os x € X.
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Em varias situacoes ao longo deste trabalho vai ser conveniente que os dominios
tenham fronteiras com um certa regularidade, de modo a que a normal exterior
unitaria exista e esteja bem definida q.t.p. na fronteira.

Definicao 1.2.3. Um conjunto U C RY tem fronteira lipschitziana se existirem
constantes positivas a e b, um ntumero finito [ de sistemas de coordenadas cartesianas

locais (xgj), ...,xg)), j=1,.. em R? e funcoes

Q5 @, 2P )@, ) eR

em que Q sao os cubos (d — 1)—dimensionais em R definidos por
29 <a,i=1,..,d—1,
de modo a que se tenham as seguintes propriedades:

(i) Para todo o x € QU existe pelo menos um sistema de coordenadas local no
qual x é representavel como z = (2',¢;(2')), em que 2’ € Q’;

(ii) O conjunto dos pontos da forma (a:’,:véj)), r' € Qf, tais que ¢;(7) < xéj) <
ci(z')+bouci(z')—b< xﬁ,j) < ¢j(2'), 7 =1,....1, estao todos dentro ou todos
fora de U, respectivamente. O significado geométrico é que U esta localmente
“s6 de um lado” da sua fronteira;

(iii) As fungdes ¢; : Q@ — R sao lipschitzianas.

Deste modo, a fronteira de U pode ser “decomposta” nos graficos de [ fungoes
lipschitzianas ¢;, de modo a que o dominio U esteja localmente sé de um lado de
OU. Se U tiver fronteira lipschitziana, diz-se que U é um dominio lipschitziano ou
congunto lipschitziano. Se as fungdes ¢; forem de classe C*', U diz-se um dominio de
classe C' e analogamente se definem dominios C* e O,

Todo o conjunto lipschitziano U C R? tem uma normal exterior unitdria v(z) =
(v1(x),...,vq(x)) q.t.p. na fronteira de U (entendendo-se q.t.p. em relagao a medida
de Lebesgue (d — 1)—dimensional em 0U).

Teorema 1.2.4 (Kakutani-Yosida). Sejam B um espago de Banach e T : B — B
um operador linear limitado. Suponhamos que eziste ¢ > 0 tal que |T"|| < ¢, c € N
e que, para todo o A C B, a sucessao

A
fn:_ T]f

tem uma subsucessao f,, fracamente convergente em B. Entao, para toda a fungao
fem A, f, converge em norma para uma fun¢ao fo € B que é um ponto fixo de T.
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Teorema 1.2.5 (Rellich). Se U for um subconjunto limitado de R? com fronteira

C, entao toda a sucessao de elementos de H,,(U) tem uma subsucessdo convergente
em H;(U), para j <m, sendo H,(U) ={f € L*(U): D"f € L*(U)}.

Teorema 1.2.6 (Ascoli-Arzela). Sejam K um subconjunto compacto de R% e H um
congunto limitado no espago C(K) das fungdes reais continuas definidas em K. Se,
para todo o € > 0 existir 0 > 0 tal que, para todo o elemento u de H e para todos os
x,y € K,

[z —yl <0 = |u(z) —uly)] <e,

entdo o conjunto H € relativamente compacto em C(K).

Teorema 1.2.7 (Green). Seja U C R? um aberto limitado de classe C'. Entao,

Vf,g € C=(U),

9 o
/Ufai dma = _/U aigdmd + /8U(f|aU)(g|BU)Vidmd1.




Capitulo 2

Funcoes na recta

2.1 Variacao limitada

Nesta seccao serao apresentados resultados simples sobre funcoes de variacao limi-
tada em dimensao um, uma classe de fungoes intimamente relacionada com a classe
das fungoes mondtonas (ver o Teorema 2.1.6).

Definigao 2.1.1. Sejam f uma fungao real de variavel real e a < b dois nimeros
reais. Chama-se variagdo de f no intervalo [a,b] a

varg(f) = sup {i lf(t:)) — ftis)]:neNa=tg<t; <..<t,= b}
i=1

Uma fungao f diz-se de variagao limitada se existir alguma constante C' > 0 tal que
var’(f) < C quaisquer que sejam a < b, definindo-se a variacdo de f como

var(f) = sup{var’(f) :a < b € R}

Proposicao 2.1.2. Seja f uma fun¢ao de variagao limitada em [a,b]. Entao, [ €
limitada em [a, b].

Prova. Como Y. | |f(t:) — f(ti—1)] < varl(f) tem-se

[f(@)] < |f(a)] + varg(f), Vo € [a,b]

o que mostra que f é limitada em [a, b]. O

Exemplo 2.1.3. A funcao

| xsen(l/x) se0 <z <2rm
f<x)_{0 sex =0
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¢ limitada em [0, 27] mas nao tem variagao limitada nesse intervalo. Tomemos a
sucessao T, = 1/(n + 3)m. Entdo

tendo-se

N
varg™ (f) > ZQ/mr — 00.
n=1

Resulta do exemplo anterior que uma func¢ao continua e/ou limitada num inter-
valo nao tem necessariamente variacao limitada nesse intervalo.
Sao de verificagao imediata os dois factos seguintes:

1. Se f for uma fungao monétona no intervalo [a, b], entao f tem variagao limitada
em [a, b], sendo

varg(f) < [ f(a) = f(B)];
2. Se f for lipschitziana, ou seja, se f verificar a condig¢ao
M >0: ’f(ilf) _f(y)l < M‘l’—y‘, Vx,y € [avb]a
entdo f tem variagao limitada no intervalo [a, b], tendo-se

var’ (f) < Mla — b).

Proposicao 2.1.4. Sejam f e g fungoes de variagao limitada em [a,b]. Entdo, as
funcoes f+ g, f —g e fg também tém variagao limitada em [a,b).

Prova. B simples verificar que var’(f + ¢) < var®(f) +vart(g). Seja {to, ..., t,} uma
partigao de [a, b] e sejam

A = sup{|f(z)[}

[a,b]
e
B = sup{|g(z)[}-
[a,b]
Entao,

[(fa)(ti) — (fg)(ti-1)|
< [f(t)gt:) — f(tic)g(ta)| + [f(tima)g(t:) — f(tic1)g (i)
< B|f(ti) — f(tiz1)| + Alg(t:) — g(ti-1)]

Esta desigualdade implica

vary (fg) < Bvarl(f) + Avar)(g),
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sendo a funcao fg de variagao limitada em [a, b]. O

O quociente de fungoes de variacao limitada pode nao ser de variacao limitada
uma vez que a inversa de uma func¢ao de variagao limitada nao é necessariamente de
variacdo limitada. Por exemplo, se f(z) — 0 quando z — x, entdo a fungao 1/f
nao é limitada em nenhum intervalo que contenha z e, consequentemente, a fungao
1/f nao tem variagao limitada num tal intervalo. No entanto, excluindo quocientes
em que a fun¢ao do denominador tome valores muito préximos de zero, a proposi¢ao
anterior pode ser estendida a quocientes de fungoes de variacao limitada.

Proposicao 2.1.5. Seja f uma funcao de variagdo limitada no intervalo [a,b], para
a qual existe ¢ > 0 tal que |f(x)| > ¢,V € [a,b]. Entdo, a func¢do 1/f tem variagao
limitada em [a,b] e

var® (1/f) < 1/cvar(f).

Prova. Seja {to,...,t,} uma particao de [a, b].

‘ R ‘f(tn) ~ Fltus)

f(tn) f(tn—l) f(tn)f(tn—l)
_ () = St )

c2

Logo,

n

D

i=1

1 _ 1
f(tn) f(tn—1>

e, por passagem ao supremo, obtém-se

vary (1/f) < 1/ varl(f).

< Zn: |f(tn) B f(tn—1>|

c2

=1

O

O resultado que se segue da uma importante caracterizacao das funcoes de
variacao limitada na recta.

Teorema 2.1.6. Seja f uma fungdo definida no intervalo [a,b]. Entdo, f tem
variagao limitada sse pode ser escrita como diferenca de duas fungoes crescentes.

Prova. Comecamos por observar que, se f se escrever como a diferenca de duas
fungoes crescentes, entao f tem variagao limitada. Seja f com variacao limitada em
[a,b]. Sejam

p(x) = 1/2[varg(f) + f(z)]

q(x) = 1/2[varg(f) — f(x)].

As funcoes p e g sao mondtonas crescentes e f = p — q. O
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Teorema 2.1.7. Se f € C'([a,b]), entdo f tem variagio limitada em [a,b] e

b
vard (f) = / 1 (2)]dz.

Prova. Como f tem derivada continua em [a,b], podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio para garantir que f(z) — f(y) = f'(2)(x —y), sendo a < x < z <
y < b. Consequentemente, f é lipschitziana e tem variacao limitada em [a,b]. Seja

{to, ..., t,} uma particao de [a, b]. Entao,
t;
| 1w
ti—1

PHOEFICRIEDY
i |f’(:c)ldx—/ | f/()|dx.

n

<>/
i=1 7t

Consequentemente,

b
vart (f) < / ()| d.

Para provar a desigualdade reciproca, tome-se E =|a, b[ e sejam P o subconjunto de
la,b[ em que f" >0 e N o subconjunto de ]a,b[ em que f < 0. Entao,

/ab‘f/(x”dx:/Pfl@)d?ﬂ—/Nf’(x)dx,

Sendo £ > 0 arbitrario, existe § > 0 tal que, para todo o subconjunto Z de |a, b]
com medida inferior a §, se tem

/Z|f’(x)]dx <e.

Sejam f(P) e f(N) conjuntos fechados contendo P e N respectivamente, tais que
m (P — f(P))<dem (N — f(N)) <.
Entao,

b
/ ()| < / P — [ e+ 2.
a f(P) f(N)

Por um conhecido teorema de separagdo provado em [20, Secgdo 2.4] , existem
conjuntos abertos Ap e Ay contidos em |a, b tais que

APDf(P), ANDf(N), ApNAy=0.
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Além disso, existem conjuntos abertos limitados Ap e Ay contendo f(P) e f(N)
respectivamente, tais que

m(Ap — f(P)) <dem(Ay — f(N)) <.
Sejam
Gp=ApNApe Gy =AnyNAy.

Os abertos Gp e Gy estdo contidos em |a, b], sdo disjuntos e contém f(P) e f(N)
respectivamente. Além disso, m (Gp — f(P)) < d e m(Gy — f(N)) < §. Conse-
quentemente,

b
/ Pl < [ Fyde— [ F)ds + e
a GP GN

O conjunto Gp é uma uniao de intervalos e, tomando um nimero suficientemente
)

grande desses intervalos, obtém-se um conjunto Bp cuja medida difere da de Gp de

uma quantidade inferior a §. Tem-se entao,

f(z)dx — f'(x)dx < 6.
Gp Bp

Seja Bp = |J;_ ;]\, pi[. Entao,

n

[t =Y [ s =30 (1) - 100

1=1

Consequentemente,
| fa)de < > () = F0) + e
P i=1

Usando um raciocinio analogo pode encontrar-se um ntumero finito m de subinter-
valos |o;, ;[ de Gy, tais que

; f'(w)dz > Z (f(7) = floi) —e.

Como consequéncia das desigualdades deduzidas, tem-se

m

J 1@ < 3 (1) = £00) = Y () = S0 + 62

=1

[ 7@l < 32 15m) = 1001+ 32 15) = Flon)| + 6
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Como os intervalos |A;, p;[ e oy, 7:] sdo disjuntos dois a dois,

D) = FQOI+ 3 1F(7:) = flon)] < varg ().

Logo, \
/ |f'(z)|dz < var’(f) + 6e.

Como ¢ é arbitrario, esta provada a desigualdade. O

2.2 Variacao essencial

Modificando o valor de uma func¢ao, mesmo que s6 num ponto, a sua variagao pode
ser afectada. A definicao de funcao de variacao limitada atrds apresentada, bem
conhecida e muito 1util quando se estudam funcoes reais de varidvel real, torna-se
algo desajustada se se pensar que muitas aplicagoes envolvem sobretudo conceitos
que se mantém inalterados quando se alteram valores da funcao em estudo em con-
juntos de medida nula. Estas limitacoes da definicao “classica” de variacao limitada
sao ultrapassadas introduzindo uma nova definicao de variacao em dimensao 1 — a
variacao essencial — que nao é afectada por mudancas no valor de f em conjuntos
de medida nula e cuja generalizagao a dimensao superior é equivalente a definicao
que serd introduzida na Seccgao 3.1.

A nocao de variacao essencial depende de outro conceito, o de continuidade
aproximada. Na definicao habitual de continuidade de uma funcao f num ponto
7o, tem-se V0 > 0,d(xo, X) > 4, sendo X = f~Hy : |y — f(xo)| > §}. Para se ter
continuidade aproximada esta condicao é enfraquecida podendo “alguns” pontos de
X estar a uma distancia de xq inferior a d ou, mais rigorosamente, a continuidade
aproximada nao é afectada por mudancas nos valores de f em conjuntos de medida
nula.

Definicao 2.2.1. Uma funcao f é aproximadamente continua num ponto xg, se
qualquer que seja § > 0, o conjunto X = f~Hy : |y — f(zo)| > 0} tiver densidade
igual a zero em x( ou seja, se

m(X N{z: |z — x| <7}) m(X N By(xg))

lim = lim =0
=0 m({z |z — x| <1}) =0 m(B(7o))

Definigao 2.2.2. Seja f uma fungao real integravel em [a, b]. A variagao essencial
de f no intervalo [a, b] é

varess’ (f) = sup {i |f(t:) = flticy)] :a<to<...<t,< b}
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sendo cada t; um ponto de continuidade aproximada de f. Uma funcao f diz-se de
variacio essencial limitada se existir uma constante C' > 0 tal que varess’(f) < C
quaisquer que sejam a < b, definindo-se variacdo essencial de f como

varess(f) = sup{varess’(f) : a < b € R}

Resulta imediatamente das defini¢oes que se f: [a,b] — R tem variagao limitada,
entao f tem variacao essencial limitada. No entanto, a reciproca nao é verdadeira:

Exemplo 2.2.3. A fungao
1 sexeQ
f(x)_{ 0 sexcR\Q

tem variagao essencial limitada mas nao tem variagao limitada. O mesmo se passa
com a fungao

0 caso contrario

f(x):{n sex=1/n neN

que, embora tenha variacao infinita no sentido classico, é a funcao identicamente
nula q.t.p., tendo variacao essencial igual a zero.

Se duas funcoes f e ¢ estiverem na mesma classe de equivaléncia de L' no
intervalo [a,b], entdo varess’(f) = varess’(g). No contexto da variagdo essencial
nao faz sentido falar em funcgoes limitadas no sentido classico da existéncia de uma
constante positiva K tal que |f(z)| < K para todo o z, por neste novo contexto, os
conceitos nao terem que ser validos para “todos os 7. A variacao essencial é uma
nocao valida q.t.p., pelo que uma fungao pode tomar valores infinitos em alguns

pontos e, mesmo assim, ser limitada num sentido que passaremos a explicar.

Definicao 2.2.4. Seja f : [a,b] — R. Chama-se supremo essencial de f em [a,b] ao
numero
inf {a: f(x) < a q.t.p. em [a,b]}

e denota-se supess(f).

Definigao 2.2.5. Uma fungao f diz-se essencialmente limitada se
supess. |f| < oo, Va < b € R.

E trivial observar que fungao essencialmente limitada nao implica funcao com
variagao essencial limitada (fungdo limitada j& nao implicava variagao limitadal).
Podemos, no entanto, provar um resultado analogo a Proposi¢ao 2.1.2 para o caso
“essencial”.
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Proposicao 2.2.6. Seja f uma funcao de varia¢ao essencial limitada em [a,b].
Entao, f € essencialmente limitada em |a, b]

Prova. Este resultado é analogo a 2.1.2. As conclusbes que ai se tiraram para todos
os pontos de um intervalo [a, b] continuam vélidas se se excluirem alguns (que formam
um conjunto de medida nula). ad

Proposicao 2.2.7. Seja (f,)n wma sucessao de fungoes convergente para a fungdao
f em L ([a,b]). Sevarb(f,) < L,Vn € N, entdo

var’(f) < L.

Prova. Seja {to, ..., tx} uma partigao arbitraria do intervalo [a, b].

Z|f z 1 |<hmZ|fn z fn i— 1)|

Por passagem ao supremo, obtém-se
var’(f) < limvar’(f,) < L

O

Proposicao 2.2.8. Seja f : [a,b] — R uma fungdo com variagao essencial limitada
tal que m{x : f(x) # 0} > 0. Entao, o conjunto

spt f = {z € [a,b] : f(z) # 0}
tem interior nao vazio.

Prova. Sendo f continua excepto eventualmente num conjunto com medida de
Lebesgue nula, pode escolher-se zy € [a,b] tal que |f(xo| = p # 0 e f é continua
em xy. Como p # 0, existe uma vizinhanga V' de f(xo) tal que 0 ndo pertence a
V. Sendo f continua em zg, o conjunto f~1(V') é aberto, ou seja, |f(x)| # 0 para
x pertencente a uma certa vizinhanga de xy. Portanto, o suporte de f contém um
conjunto aberto nao vazio. O

No teorema que se segue sao apresentadas algumas defini¢coes equivalentes de
variacao essencial limitada.

Teorema 2.2.9. Seja f: R — R uma fungao integrdvel. Sao equivalentes:

1. f tem variagao essencial limitada;
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9. sup{/fg'dx:9603<R>,\g\g1}<oo;
R

3. f pode ser aprozimada em L' por funcgoes de classe C™ com variacao limitada;
4. a deriwada de f no sentido das distribuicoes € uma medida finita.

Prova. Este resultado é um caso particular do Teorema 3.2.9, cuja demonstracao é
feita no Capitulo 2. O
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Capitulo 3

Generalizacao para dimensao
superior

Neste capitulo é introduzida a nocao de funcao de variagao limitada em dimensao su-
perior a 1. Comecamos por definir variacao essencial limitada e dar outras defini¢oes
de fungao de variagao limitada, provando a sua equivaléncia a definicao usada. Sao
generalizados a dimensao superior alguns resultados interessantes acerca da variagao
de fungoes em dimensao 1 e mencionados outros que perdem a validade quando se
aumenta a dimensao. Provaremos resultados de aproximacgao e semicontinuidade in-
ferior para funcoes de variagao limitada. O espaco das fungoes de variacao limitada
pode ser munido de uma estrutura de espaco de Banach, o que faremos, provando
de seguida algumas propriedades desse espago, nomeadamente resultados de com-
pacidade e possibilidade de mergulho num espaco LP, em que p depende apenas da
dimensao d.

3.1 Variacgao essencial

O conceito tradicional de variacao em dimensao 1 faz uso da boa ordenacao dos

numeros reais, caracteristica que se perde na passagem a dimensao superior, pelo que

essa nocao tradicional de variagao nao tem correspondéncia em dimensao superior.

Vamos estender o nosso estudo a dimensao superior ultrapassando essa limitacao:
Seja f : R? — R. Entdo, para k = 1,...,d faca-se

)A(k = (xla ooy 15 Lh4-1,5 "'axd) € Rd_l‘
Sendo t € R e escrevendo
fk:(f(k‘at) = f(...,$k_1,t,$‘k+1, )

denota-se por
varess( fx)

17
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a variacao essencial de f; como funcao da varidvel ¢ € [a, b] para cada %X, fixado.

Define-se supremo essencial de uma funcao definida em R e funcdo essencial-
mente limitada de modo analogo ao que foi feito para o caso unidimensional em
2.2.4 e 2.2.5, respectivamente.

Definigao 3.1.1. Uma funcao f € L*(R%) tem variagdo essencial limitada se, para
cada k= 1,2,...,d, a variacao essencial de

fz, oy g1, Tpsny oy Ta)
como funcéo de t for integravel em ordem a %;, em R

Esta é a generalizacao natural a dimensao superior da definicao de variacao
essencial (limitada) dada no capitulo anterior. Como veremos, esta nogao de variagao
é equivalente a definicao de variacao que apresentaremos na seccao seguinte.

Exemplo 3.1.2. Seja f a funcio definida no quadrado unitdrio S =]0, 1[x]0, 1[C R?
com valores em R dada por

1
f(%l/):m-

E 6bvio que f nao é limitada em S, mas f tem variacao essencial limitada. Fixando
y, f é uma funcao decrescente de x, logo

1+1
L+Vy VY

Primitivando por substituicao, obtém-se

var,(f) = £(0) = (1) = -

g

tendo-se

/o1 (% 1 +1\/§> dy = [2log(1 + /)], = 2log2 < cc.

Analogamente se prova que fol var,(f) é finito. Consequentemente, f tem variagao
essencial limitada.

E facilmente dedutivel do exemplo anterior que em dimensao maior que 1, ao
contrario do que se passa em dimensao 1, o produto de duas funcoes de variagao
essencial limitada nao tem necessariamente variacao essencial limitada: f tem variacao

essencial limitada mas )

Py =r—7r—"rn

(Vo +vy)?
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nao tem. Fixando y obtém-se uma funcao decrescente de x, pelo que

/) = 0 - 0=~ o

1 ) B 11_ 1 B
/o vars{f )dy‘/o PR

o que basta para concluir que a funcao f? nao tem variacao essencial limitada.

Exemplo 3.1.3. Seja o > 0 e seja f : R? — R a funcdo definida por
|| se 0 < ||z|| <1
oy = { I ol <

0 caso contrario

Para cada 1 < i < d e X, = (1, ..., Th—1, L1, -, Tq) 7 0 a funcdo fr(Xge) €
mondtona crescente em | — oo, 0] e mondétona decrescente no intervalo [0, +oo[. Con-
sequentemente, quaisquer que sejam a < —1 < 1 < b,

varess’ (fr(Xre)) = 2fe(Re0) = 2|%%] 7

Se B ={z € R¥1: |z|| <1} for a bola unitéria fechada de R*"!, entdo

/ 2||)A(k||_admd_1(§(k) < 00
B

se e somente se o < d — 1.

Em dimensao superior, ao contrario do que se passa em dimensao 1, uma funcao
de variacao essencial limitada nao tem que ser essencialmente limitada, como ilus-
tram os dois exemplos anteriores.

3.2 Variacgao limitada

Dado um aberto U C R?, denotamos C¢(U, R?) o conjunto das funcdes de classe C!
definidas em U com valores em R? que tém suporte compacto,
d
9y
8% '

lgllo =sup|g(x)] e divg=
zelU i—1

Definigao 3.2.1. Sejam U C R? um aberto e f € L}(U). Define-se variacio de f
em U como

vary (f) = sup {/ fdivgdmg:g=(g91,---,94) € C&(U, ]Rd) e |gllo < 1} )
U

Diz-se que f tem variagdo limitada em U se vary(f) < oc.
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O resultado que apresentamos a seguir, constitui a principal motivacao para que
adoptemos esta definicao de variacao de uma funcao, generalizado o Teorema 2.1.7
para dimensao mais alta.

Df = (8‘9—{1, A1y denotard o gradiente de f.

ceey 8Id

Teorema 3.2.2. Se f é uma funcdo de classe C' em RY, entdo f tem variagdo
limitada e

var(f) = » |Df| dmg.

Prova. Seja f € C*(RY). Para toda a fungao g € C}(U;R?) tem-se (integrando por

partes):
: * g, . g
/fdlv(g)dmd = /f 2 b, dmg = Zzl/faxz dmy.

Como g = 0 fora de um compacto e ||g|lo = 1, deduzimos que

—/iz; dmdﬁ/gggiﬁ/mﬂdmd-

Por passagem ao supremo sobre tais funcoes g, obtém-se a igualdade pretendida. O

of
axigz

Teorema 3.2.3. Seja f uma funcdo de variacao limitada em U C R?. Entdo, existe
uma medida finita n em U e uma funcdo p-mensurdvel o : U — R? tal que

1 flo(@)| =1 p-q.t.p.;

2. [, fdivgdmg=— [, g-0du, Vg € C(UR?).
Prova. Defina-se um funcional linear

L:Cy(URY) - R
por
L(g) = — /U fdivgdmg, Vg € C3(U,R?).
Como f tem variacao limitada, tem-se
C(V) =sup{L(g): g € C(V,R?),]lgllo <1} < o0,

para cada aberto V tal que V C U. Consequentemente,

|L(g)| < C(V)supess(g), Vg € Cy(V,R?).
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Fixemos um compacto K C U e escolhamos um aberto V tal que K C VeV C U.
Para cada g € C3(U,R?) com suporte contido em K, escolhamos g, € C}(V,R?),n €
N tal que g, — g uniformemente em V. Defina-se

L(g) = lim L(gn).

De acordo com a majoragao feita para L(g), este limite existe e é independente da
escolha da sucessao g, convergente para g. Entao, L tem uma extensao tinica

Z : Co(U, ]Rd) — R,
tal que B
sup {L(g) : g € C5(U,RY), [|gllo < T e spt(g) C K} < o0

para todo o subconjunto compacto K de U. Pelo Teorema da Representacao de
Riesz, existe uma tnica medida finita @ que verifica 1 e 2. ad

De seguida é apresentado um teorema importante sobre fungoes de variacao
limitada, recorrentemente utilizado nas demonstragoes subsequentes: a semicon-
tinuidade inferior.

Teorema 3.2.4. Sejam U C RY um aberto e (f,), uma sucessio de fungoes de
variagdo limitada, convergente para f em LY(U). Entdo,

vary (f) < liminf vary(f,).

n—oo

Prova. Seja g € C}(U,R?) tal que ||g]lo < 1. Entao,

/f divgdmgy = / lim f, divgdmg = lim /fn div g dmg < liminf vary (f,)
Passando ao supremo sobre as fungoes g obtém-se a desigualdade pretendida. O

O exemplo seguinte mostra que nao se tem sempre a igualdade no teorema an-
terior.

Exemplo 3.2.5. Sejam U =]0,27[ e f,(x) = 1/nsen(nz) para z € U e n € N.
Cada f,, estd em L'(U) (pois cada f, é continua) e, além disso,

L[ 4
/ | fuldz = —/ | sen(nx)|dr < o
U nJo n

Consequentemente, f, — 0 em L'(U).
Por outro lado, como as fungoes f,, sao de classe C*,

z
2n

varg (f,) = /0% If. (@) dx = /O% | cos(nz)|dz = 4n {W} = dsen(n—) = 4.

0 2n
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Embora, em geral, nao se tenha a igualdade no Teorema 3.2.4, ha casos em que
ela pode ser provada.

Proposicao 3.2.6. Seja (f,)n, uma sucessao de funcgoes de variag¢ao limitada em
U C R? tal que

lim||f, — flL =0 e nlij{.lovarU(fn) = vary (f).
Entao, para todo o V C U, tem-se

vary . (f) > limsup vary; (fn).

n—oo

Prova. Seja W = U\V (tal W é aberto). Pelo Teorema 3.2.4, tem-se

vary (f) < liminf vary (f,)

n—oo

vary (f) < liminf vary (f,).

n—oo

Por outro lado,

= lim vary(f,)

varyqy (f) + varw (f) = varp(f)

> lim sup varyy ( fn) + Iminf vary (f,,) > limsup vary~; (fn) + varw (f).

n—oo n—oo
Logo,

vary~; (f) > limsup varg; (fn)-

n—oo

Em particular, se vargynp(f) = 0, entao vary (f) = lim vary (f,).

n—oo

Proposicao 3.2.7. Seja f uma fungdo de variagdo limitada em U e seja A um
subconjunto denso de U tal que

varga(f) = 0.

Entao, se f. forem as fun¢oes reqularizantes de f (ver Apéndice A.1), tem-se

vara(f) = hr%/ |D f.|dmg.
E— A



3.2. VARIACAO LIMITADA 23

Prova. Como f. — f em L'(U), entao

vara(f) < limiglf/ |D f|dmyg
E— A

ficando por provar apenas a desigualdade recfproca. Suponhamos que g € C}(A, R?)
e que ||g|lo < 1. Entao, pelas propriedades das fungoes regularizantes descritas (ver
Apéndice A.1),

/ fedivgdmg = / f(div g)edmy
U U
= / fdiv g.dmy.
U

Como ||gllo < 1 e sptg C A implicam, respectivamente, que [|g:|lo < 1 e sptg. C
A ={z :d(z, A) < e}, entao

/ fedivgdmg < vara_(f).
U

Passando ao supremo sobre as fungoes g, vemos que

/A D L.ldma < vara ().

Consequentemente,

imsup [ 1D Idma < ligvara. (1) = vars ()
A e

e—0

e, pelo Teorema 3.2.4,

limsup/ |D fe|dmg < vara(f).
A

e—0

O

De seguida ¢é apresentado outro teorema recorrentemente utilizado nas demon-
stragoes subsequentes: a aproximacao por fungoes C'*°.

Teorema 3.2.8. Dada uma funcdo f de variacdo limitada em U C R?, existe uma
sucessao (fn)n em C*(U), tal que

lim / |fn— fldmg =0 e lim vary(f,) = vary(f).
n—o0 U n—o0
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Prova. Seja € > 0. Existe um ntmero m tal que, se

1
Uk:{xEU.d(x,ﬁU)>m+k

},k:O,l,Q,...

entao,
varo, (f) <&,

pois f tem variacao limitada em U.
Consideremos os conjuntos A;,7 = 1,2, ... definidos por

Al - UQ
A = Ui—i—l\Ui—l sei# 1

e seja x; uma parti¢do da unidade para a cobertura {A4;}, isto é
i=1

Seja n uma funcao regularizante simétrica positiva. Para cada i pode escolher-se
g; > 0 tal que

spt[ne, * (fxi)] C Uir2\Ui—s (3.1)

(U1 =0)
/ 02 % (Fxa) — fxaldma < €27 (3.2)
/ 0z, % (fDxi) — fDxaldmg < €27 (3.3)

Por fim, seja
fe= Zna * (fxi)-
i=1

De (3.1) conclui-se que cada f. é de classe C*° (pois o somatoério que define f. é
localmente finito). Além disso, como f = ">°, fy;, tem-se, por (3.2),

/U fe = fldmy = /U 3 1) = 3 ki

oo %) 8
SZ/U|77€¢*(in)—in\dmd<Z§:s.
=1 i=1

Quando € — 0, f. — f em LY (U).
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Pelo Teorema 3.2.4, tem-se
varg(f) < lim iglf vary (f:). (3.4)

Seja g € CH(U,RY) tal que ||g|lo < 1. Tem-se

/ fedivgdmg = / Ne, * (fxi) div gdmg =) / fxi div(ne, * g)dmg
=1 =1

e, consequentemente,

/fE div gdmg = /fdiv(Xl(nEi * g)dmg + Z / fdiv(xime, * g)dmg —
=2
= (g, * (fDxa) — FDxa).
i=1
Note-se que > .~ Dy; = 0. Como |x;n., * g| < 1, temos que

/fdiv(Xmgi x g)dmg < vary(f),

donde, tendo em conta que a interseccao de mais de trés dos conjuntos A; é vazia,
tem-se

Z/fdiv(xmei * g)dmg < 3varpy, (f) < 3e.
i=2

De (3.3) deduz-se que

/fE div gdmg < vary(f) + 4e.

Passando ao supremo sobre g em ambos os membros da desigualdade e recordando
a definicao de variacao de uma fungao, chega-se a

vary (fe) < vary(f) + 4e.

Fazendo ¢ — 0 e tendo em conta a desigualdade (3.4) conclui-se que vary(f.) —
vary (f) O

No teorema seguinte apresentam-se formulacoes equivalentes para a definicao de
variacao limitada introduzida nesta secgao.

Teorema 3.2.9. Seja f uma func¢io em Li(R?). Sdo equivalentes:
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1. f tem variacao limitada;
2. f tem variagao essencial limitada;

3. f pode ser aprozimada em L' por funcoes de classe C™ com wvariacdo uni-
formemente limitada;

4. a derwada de f no sentido das distribuicoes é uma medida finita.
Prova. Suponhamos que f tem variacao limitada. Seja K C R%~! um compacto e

seja
C={z= (21, Tp_1,t,Tps1, .., xq) a <t < b,x € K}.

Se f. = n. * f for uma fungao regularizante de f, entao

lim/ |fa — f|dmd =0
e—0 C

limsup/ |Df|dmg < oo.
c

e—0

Para quase todos os X, € K, tem-se

(fr)e = frem L'
sendo (fx)e(Xg,t) = fo(x1, ..., Tp_1,t, Tht1, ..., Tq). Consequentemente,

varess. (f;,) < lirEILiglf varess( fx). para quase todos os X, € K.

Pelo Lema de Fatou,

/ Varessz frdxy, < lim iglf / varessZ( fr)edXy
K e

K
= lim inf / 0/
e—0 C

logo, f tem variacao essencial limitada.
Suponhamos agora que f € L*(R?) verifica

dmg < limsup/ |D fe|dmg < oo,
C

e—0

b ~
/ varess, frdX < oo,
K

para K C R compacto, a < be k = 1,...,d. Sendo g € C{°(R) tal que |g] < 1
escolham-se a,b € R tais que

spt(g) C {z:a <t <b}.



3.2. VARIACAO LIMITADA 27

Fixemos ¢ > 0 e seja f. a familia regularizante canénica de f. Escolham-se {¢;} tais
quea+e <ty <..<t,<b—e Como féaproximadamente continua em t; — s
para quase todos os s, tem-se

m

Z |fe(tiv1) — fo(t:)] = Z

< [ 0 Y1t =) = St = s)ds < varess) ().

- i=1

/ 0 (8) (b — ) — £t — 5)) ds

Consequentemente,
b—e m
[0 = sup 8 37 ultien) = 1.0 p < varesl()
ate i=1

Logo,

b b b—e
| t5pie = [(rgde< [ 151 < varessi(h

+e
para ¢ suficientemente pequeno. Fazendo ¢ — 0, conclui-se que

/ f gdx < varess?(f).

Se
K = {f(k €RY (zy, o w1, t, Tpp, -..) € 5PE(g),t € R}

/fag dmyg < / varessz frdX), < o0.

Como esta majoracao vale para k = 1, ..., d, fica provado que f tem variacao limitada
em R?. Suponhamos agora que f tem variacao limitada. Entao, pelo Teorema 3.2.8,
existe uma sucessao (f,), de fungoes C* tal que

tem-se

lim /|fn—f|dmd:0

lim var(f,) = var(f),

n—oo
ficando provada a existéncia de uma sucessao de fungdes C*° com variagao uniforme-
mente limitada que aproxima f em L.
Para provar a implicacao reciproca, basta aplicar o Teorema 3.2.4, provando-se
que
var(f) < liminf var(f,) < co

n—oo
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e, consequentemente, que f tem variagao limitada.

A equivaléncia entre os pontos 2. e 4. do enunciado é, num sentido (2 = 4) con-
sequencia do Teorema 3.2.3. Reciprocamente, suponhamos que existe uma medida
finita p (a derivada distribucional de f) tal que, se g € C}(R? RY),

/divgdmd:/g-d,u.

Entdo, Vg € C}H(R?, R?) tal que [|g|lo < 1,

/divgdmd:/g~du§u(Rd) < 0.

Logo,

sup{ ) fdiv(g)dmg: g = (g1,..-,9a) € C&(Rd,Rd) e |lgllo < 1}
R

< u(RY) < oo.
O

Temos assim que uma funcao tem variagao essencial limitada se e somente se
tiver variagao limitada no sentido da Definigao 3.2.1. No entanto, o valor das duas
variacoes nao é forcosamente igual, como ilustra o exemplo que se segue.

Exemplo 3.2.10. Calculemos a variagao essencial da caracteristica do quadrado
unitario S = [0, 1] x [0, 1]. A funcdo caracteristica de S ¢é

1 0<2<1,0<y<1
0 caso contrario

Xs(z,y) = {

Fixando y, obtém-se a fungao de z,

(z) = 1 0<z<1
Xs\P) =3 0 caso contrério

cuja variagao (em R) é igual a 2. Logo,
1
varessgz Xs(T,y) = / 2dy = 2.
0

Quanto a variagao de g, pelo que se prova na Proposicao 4.1.2, tem-se

var(xs) =mq1(0S) =14+1+1+1=4.
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Outra propriedade das fungoes de variagao limitada que se perde na passagem
para dimensao superior é o facto de o suporte

spt(f) = {x : f(z) # 0}
ter interior nao vazio, como mostra o exemplo que se segue.

Exemplo 3.2.11. Seja (x,), a sucessao de todos os pontos racionais no quadrado
unitério S = [0,1] x [0,1] € R? e consideremos

E= G B, Qin),
n=0

sendo B(z,d) a bola de centro z e raio 0. Temos que

Podemos escolher ¢ tao pequeno que my(FE) < 1/2. Seja F' = S — E e consideremos
f = xr, a funcado caracteristica de F'. Como var(yr) é o perimetro de F (ver
Capitulo 4.),

= 1
vargz (f) = per(F) < 2me E on = Are.
n=0

Consequentemente, f tem variacdo limitada mas spt f = {x : xp > 0} tem interior
vazio.

3.3 O espaco VL

Ao longo desta secgao denotaremos por VL(U) o espago das fungoes f € LY(U) de
variacao limitada, sendo U um subconjunto de R?. Quando nada for especificado
em contrario, var(f) significa varga(f).

Resulta facilmente da defini¢ao de variagao limitada que VL(U) tem uma estru-
tura de espaco vectorial sobre o corpo R. Vamos de seguida muni-lo de uma norma
sob a qual ele é completo.

Definicao 3.3.1. Dada f € VL(U) definimos

| fllve. = | fllx + vary (f).

Proposicao 3.3.2. (VL(U),||.|lvz) € um espaco de Banach.
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Prova. Seja f uma funcao de variacao limitada em U.

I fllve =0 < ||fli = var(f) =0« f=0.

E trivial verificar que |lof||vz. = ||| f]|vz. para qualquer « real e que ||f + g|lvi <
| fllve + llgllvz, provando-se que ||.||yz é uma norma.

Para provar a completude, tome-se uma sucessao de Cauchy (f,) pertencente
a VL(U). Por defini¢ao de ||.||vz, a sucessao (f,) também é de Cauchy no espago
métrico completo L'(U). Entdo, existe em L'(U) uma fungao f tal que f, — f na
norma de L'. Sendo (f,,) uma sucessao de Cauchy em VL(U), a sucessao || f, vz, é
limitada. Consequentemente, var(f,,) é limitada e, pelo Teorema 3.2.4, tem-se que
f € VL(U). Como f, — f em L'(U), falta apenas provar que var(f, — f) — 0
quando n — oo para se concluir que f, — f em VL(U).

Seja e positivo. Entao, existe um inteiro L tal que

m,n > L= |fm— fallve <e=var(f, — f.) <e

Como f, — f em LYU), fo — fo — fm — f em LY (U) e, de novo pelo Teorema
3.2.4,

var(f, — f) < liminf var(f,, — f,) <e

n—-+00

Conclui-se que f, — f em VL(U) e, consequentemente, que (VL(U),|.||vz) é um
espaco de Banach. 0

Sem a parcela ||.||1, ||.||vz ndo seria uma norma: uma fungao que nao a fungao
identicamente igual a zero pode ter variagao zero (por exemplo uma fungao constante
diferente de zero).

Teorema 3.3.3. (VL(U), ||.||1) € denso em (L*(U), ||.||1).

Prova. Sendo C}(U) C VL(U) e C§(U) um subconjunto denso de L'(U), VL(U) é
de facto um subconjunto denso de (LY(U), ||.|l1)- 0

O resultado que se segue garante que o espago VL(U) pode ser mergulhado num
espago LP, em que p depende apenas da dimensao d.

Teorema 3.3.4 (Desigualdade de Sobolev). Seja f € VL(R?) uma fungdo com
suporte compacto. Entao,

1Fllp < ¢ var(f),

onde p = e ¢ depende apenas da dimensao d.

d—1
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Prova. Para funcoes em C*(R?), j4 foi provado que

var(f) = /Rd |D f|dmg.

Pela Desigualdade de Garding, cuja prova pode ser encontrada em [2], tem-se

|UM§6/ﬂﬁwmmc>O

logo,
If1l, < evar(f)

e o resultado fica provado para funcoes de C5°(R?). Esta desigualdade vai ser usada
na generalizacao a VL(R?). Seja (f,), uma sucessao de fungoes em C$°(R?) tal que
fn — f em LY(RY) e var(f,) — var(f). Aplicando a desigualdade

Il o < cvar(s)

a fungoes C§°, conclui-se que as fungoes (f,,), sdo uniformemente limitadas na norma

de Ld%l(]Rd). A sucessao (f,), verifica as condi¢oes do Teorema de Ascoli-Arzela
1.2.6, podendo concluir-se a existéncia de uma subsucessao de (f,,), que converge

fracamente para uma funcao fy € Lﬁ(Rd). A sucessao (f,,), converge para f na
norma de L!, logo fo = f e f, — f fracamente em L%(Rd), pelo que

HfHd%.z1 < lim inf Hf”“ﬁ < ¢ lim var(f,) = cvar(f).

A seguir provamos um importante resultado de compacidade em VL(U).

Teorema 3.3.5. Seja U um subconjunto de R® com fronteira Ct. Se (fn)n for
uma sucessao de func¢oes com |||y uniformemente limitada, entao (f,), tem uma
subsucessao convergente em L'(U) para uma fungdo de VL(U).

Prova. Seja (f,), uma sucessao de fungoes em VL(U) tal que | fullvz < L. Para
cada n, o Teorema 3.2.8 permite escolher f, € C>(U) tal que

— 1
e
1520 vary (f,,) = vary(f,). (3.6)

De (3.6) deduz-se que _
sup vary (f,,) < oo.
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Pelo Teorema de Rellich 1.2.5, a sucessao (f,)n é relativamente compacta em L', isto
é, (f,) tem uma subsucessao (f,, ) que converge em L' para uma funcao f € L'(U).
Pelo Teorema 3.2.4,

vary (f) < liminfvary(f,, ) < oo.

k—o00

Consequentemente, o limite da subsucessdo extraida de (f,), estd em VL(U). 0O

3.4 Tracos

Ao considerar VL(U) como um subconjunto de L*(U), estamos a considerar classes
de equivaléncia de funcoes e nao as fungoes propriamente ditas. Consequentemente,
nao faz sentido falar no valor de uma func¢ao de variagao limitada num conjunto
de medida nula, uma vez que os valores da fun¢ao num tal conjunto podem ser
alterados sem que a classe de equivaléncia da funcao o seja. No entanto, pode ser
importante considerar o valor de uma funcao de variacao limitada na fronteira do
seu dominio, mesmo que essa fronteira tenha medida nula. O objectivo desta secgao
é provar o Teorema 3.4.6 que, como veremos, € importante na aplicagao que faremos
das funcgoes de variacao limitada aos Sistemas Dinamicos . O instrumento principal
para a prova deste resultado é a nocao de traco de uma funcao de variagao limitada
na fronteira do seu dominio. Comegaremos por dar sentido a restrigdo f|oy de uma
funcao f definida em U C R? & fronteira OU, dando um exemplo e provando duas
propriedades de que faremos uso na prova do Teorema 3.4.6. Os Lemas 3.4.1 e 3.4.5
serao apresentados sem demonstracoes, uma vez que para estas seria necessario usar
conceitos que se afastam do ambito deste trabalho, nomeadamente o de medida de
Hausdorft.

Usaremos a mesma notacgao para a funcao f : U — R e para a sua extensao a
U, desde que essa extensio exista e seja tnica.

Lema 3.4.1 (Formula da Area). Seja f : RY — R® d < s lipschitziana. FEntao,
para todo o aberto U C RY,

/Udemd: RSHO (Unfy}) H(y).

Prova. Ver [9, Capitulo 3] 0

Teorema 3.4.2. Seja U C R? um aberto limitado com fronteira C™ por partes.
Eziste uma transformacao linear limitada

T : VL(U) — L'(oU)
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tal que
[ taivgami=~ [ gau+ [ (g o)1 dmes, (3.7)
U U ouU
para toda a funcdao f € VL(U) e g € C(R4, RY).

Nota 3.4.3. Sendo a fronteira U C* por partes, a normal exterior v existe excepto
num conjunto de medida de Lebesgue my_; nula. A existéncia da medida p (para
fungoes em VL(U)) é provada no Teorema 3.2.3.

Prova. Sendo x = (z1,...,14) € RY, escreva-se x = (', z4) para 2’ = (21, ...,24_1) €
R¥! e 74 € R. Analogamente, usaremos a notagao y = (y',44). Dados r,h > 0,
defina-se o cilindro aberto

Clz,r,h) ={yeR: |y —2/| <relys—xa <h}.

Como a fronteira QU é C*° por partes, para cada ponto x € JU, existem r,h > 0 e
uma funcao lipschtziana v : R! — R tal que

h

/
m — < —
‘y/,g@lv(y) Ta| < 1

e, apos uma rotagao e redefinicao dos eixos coordenados, se necessario, obtém-se
UNC(z,r,h) ={yeR: [y —2'| <re(y) <ya<zat+h}.

Comecemos por supdr que f € VL(U) N C*®(U). Escolham-se z € OU e r, h,~y nas
condigoes acima descritas e escreva-se C' = C(z, 7, h).
Se0<e<h/2eyedUnC, definamos

f) = fW ) +e).

Sejam ainda
Coe={y € C:y(y) +0 <ya <) +e},

para 0 <0 <e < h/2, C. = Cy. e C° = (CNU)\C.. Entao,

Qﬁmﬂw+ﬂﬁslhﬁ@ww+M@

) - £l < [ |25

e, consequentemente, sendo v lipschitziana, a Férmula da Area implica que

/ fs— foldma < C [ |Dfldma = Cvare, (f).
ouncC

C&,E
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Consequentemente, a sucessao (f.).-o ¢ uma sucessao de Cauchy em L'(0U N C) e
existe o limite

liH(l)fEETf.

Além disso, passando ao limite quando ¢ tende para zero na desigualdade anterior,
obtemos

/ T — fldmay < Cvare.(f). (3.9)
ouncC

Fixemos g € C}(C,RY). Entao,

fdivgdmd:—/ g-Dfdmd+/ fe(ge - v) dmg_.

ounc

£

Ce

Fazendo ¢ — 0, obtém-se

fdivgdmg = —/

g-adu—i—/ Tf(g-v)dmg_,. (3.9)
unc aunc

Unc
Como 0OU é compacta, pode ser coberta por um nimero finito de cilindros C; =
C(zi,7i,hi), i = 1,...7, para os quais valem férmulas anédlogas a (3.8) e (3.9). Usando
(3.9) mostra que a definicdo de T'f é a mesma (a menos de conjuntos de medida
mg_1]|ov nula) em qualquer parte de OU que “caia” em dois ou mais dos cilindros
C;.
Suponhamos agora que f € VL(U). Neste caso, mais geral, escolha-se uma
sucessao fr € VL(U)NC>(U), k € N tal que

fe — fem LYU), vary(fy) — vary(f) e pp — ¢ fracamente

sendo (pg)r=1,.. € ¢ medidas tais que

wp(B) = D fi.dmg, VB C R?
BNU

oB)= [ dn
BNU
definidas em [9, Capitulo 5].
Vamos provar que (T'f), é uma sucessao de Cauchy em L'(9U):
Escolha-se um cilindro C' nas condicoes ja descritas. Fixem-se ¢ > 0, y € oUNC
e defina-se

fi = é/o e (') +t)dt
! / iyt

3
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Por (3.8), tem-se

1 g
/ |Tfk - flﬂdmd—l S _/ / |Tfk - (fk)t|dmd_1dt
oUNC € Jo Jounc
S CV&I'CE(fk).

Logo,
/ T fi. — T fildma
aunC

< [ e fildmat [T fldma+ [ 1f = ffldma
ouncC ouncC ouncC
S C (varcg(fk) + Val”cE (fl)) —|— C/E/ |f,1€ — fl|dmd.
c.

Como consequéncia destas desigualdades, tem-se

lim sup/ T fi = T fildma_, < Cvarg y(f).
aUnc

k,l—oc0

Como o segundo membro desta desigualdade tende para zero quando ¢ — 0, fica
provado que (7'fy), € uma sucessao de Cauchy e, como consequéncia, pode-se definir

Tf = lim Tf,

sendo a definigdo independente da escolha inicial de (fg)r. Podemos finalmente
concluir que, se (3.7) é valida para cada fi, entdo também vale para o seu limite

feVLU). O

Definicao 3.4.4. A funcao T'f, bem definida a menos de conjuntos de medida
mg_1|oy nula, chama-se trago de f em OU e deve ser interpretada como os “valores
fronteira” de f em OU.

Lema 3.4.5. Sejam U um aberto limitado com fronteira C* por partes e f € VL(U).
Entao, para x € OU mg_1 — q.t.p. , tem-se

lim |f =T f(z) dng =0,
r—0 B(z,r)
e, consequentemente,

1
T = li dm,.
1) = i BEn ) 1 Jo T
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Prova. Ver [9, Secgao 5.3]. 0

Resulta em particular do lema anterior que se f € VL(U) N C(U), entdo
Tf=flov ma1—qtp. (3.10)

Teorema 3.4.6. Se U for um subconjunto fechado de R? com fronteira (de dimensao
(d—1)) C> por partes e f € LY(R?) for uma funcio tal que flga_y =0, f € C(U)
e f € CHintU), entdo

() = vari () + [ |fldmas

Prova. Seja g € C}(U,R?) tal que ||g|lo < 1. Entao,

faivgdma== [ gdu+ [ (g-v)Tfdmas
oU

R4 int U

<varmu(f) + / T fldmg—.
U

Por passagem ao supremo sobre as fungoes g, obtém-se

varga(f) < varuo (f) + /8 Tl dmas

Como, nas condigoes do teorema, se tem f € VL(U)NC(U), entao T'f = flov mag—1—q.t.p.
e, consequentemente,

varga(f) < variu(f) +/ |fldmg_,.

U
Para provar a desigualdade reciproca note-se que

—/ gdu = —/ gdu—l—/ (g-v)Tfdmy_1,Vg € C&(U,Rd) tal que ||gllo <1,
U int U oU

implica que

_AUng:LU(g.V)demd_l.

vargp (f) = /8U Tf| dmg .

Tem-se, considerando (3.10),

vatim o () + /6 T dmacs = v () + varou(f) < varsa().

Consequentemente,

Esta provado que

varga(f) = vari o (f) + /8U | fldmg_1.



Capitulo 4

Aplicacoes geométricas

4.1 Perimetro

A variacao da funcao caracteristica de um conjunto F mede o “tamanho” da fron-
teira de F, isto é, para conjuntos com fronteira suficientemente regular (bolas,
rectangulos,...), a variagdo da caracteristica é igual ao perimetro do conjunto no
sentido tradicional. Esta secgao é dedicada ao estudo do perimetro de subconjuntos
de R? enquanto variacio da sua funcio caracteristica. Serdo apresentados alguns
exemplos e introduzido o conceito de conjunto de Caccioppoli. Motivados pelo Te-
orema 4.1.2; apresentamos a seguinte definicao:

Definicao 4.1.1. Sejam F um boreliano e U um aberto contido em R?. Define-se
perimetro de £ em U como

pery (E) = vary(xg)

sendo yg a funcdo caracteristica de E. Se o conjunto U coincidir com R? escrevere-
mos per(E) em vez de perga(F).

O resultado que se segue mostra como a nocao de variagao de uma fungao num
determinado dominio depende da geometria desse dominio.

Teorema 4.1.2. Seja A C R? um conjunto com fronteira C? por partes. Entao,
per(A) = mg_1(0A).

Prova. Seja A C R um conjunto com fronteira C? por partes e considere-se a sua
fungao caracteristica
1 sexeA
XA =

0 sex ¢ A

37
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Se A for um conjunto limitado, entao

/ xadmg =mga(ANU)
U

XA € LI(U).
Se g € C}(U,R?), pelo Teorema de Green, tem-se

/XAdivgdmd:/divgdmd:/ g-vdmg_q,
A DA

sendo v a normal exterior a JA, que verifica ||v|| = 1. Tome-se g € C}(U,R?) tal
que ||g|lo < 1. Entao,

/ g-vdmg, <mg1(9ANU)
0A

e, consequentemente,

vary(xa) = sup{/ xadivgdmy : g € C&(U,Rd), llgllo < 1}
U

S md,l(aA N U)

Como A é um conjunto com fronteira C* por partes, v(z) é uma funcao vectorial de
classe C' com ||v(z)|| = 1, logo v tem uma extensdao N a R? que verifica

N € C'(R%RY) e [[N(z)]| <1,z € RY.

Se tomarmos 1 € C§°(U) tal que ||n]jo < 1, fazendo g = Nn, obtém-se

/ divgdmg = / ndmg_q
A dA

vary xa > Sup{/ ndmg—1:n € CU) e |n|| < 1} =mg_1(0ANU).
0A

e, consequentemente,

Estéd provado que var(xa) = mg—1(0A). O

Note-se que, se o conjunto nao for de classe C? por partes, este resultado pode
nao ser verdadeiro. Tomemos o conjunto £ do Exemplo 3.2.11. Nesse caso,

() £ () = o) Y2 = 2
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sendo a(d) a medida da bola unitaria em R?. Contudo, o conjunto dos racionais é
denso em R?, logo £ = R? e my_1(0F) = oo.

Por outro lado, se definirmos E; = Ule B;, entao Ey, — E (ou xg, — xg em
L') e, como OE) é C? por partes, aplicando o Teorema 4.1.2, obtemos

per(Ek) = md,l(ﬁEk) S ma—1 (U 8BZ>

i=1

k
ild— da(d—1)
i(d—1
1=0

Pelo Teorema 3.2.4,

o da(d—1)
per(E) < h;?lg}f per(E) < 19 @1 < 00.

Em particular, as fungoes caracteristicas de abertos podem nao ter variacao
limitada.

Definicao 4.1.3. Se um boreliano E tiver perimetro localmente finito, ou seja, se
per(E,U) < oo para todo o aberto U, E diz-se um conjunto de Caccioppoli.

Proposicao 4.1.4. Se E for um conjunto de Caccioppoli, entdao

1. Uy C Uy = per(E,U;) < per(E, U,)
(tem-se igualdade quando E é um subconjunto compacto de U, );
2. per(Ey U Ey, U) < per(Ey,U) + per(Fs, U)

(tem-se a igualdade quando a distincia entre Ey e Ey é positiva);

3. Se m(E) = 0, entao per(E) = 0. Em particular, se m(Ey A Ey) = m((Ey \
E5) U (Ey\ Ey)) =0, entdo per(E,) = per(Es).

Prova.

1. Se Uy C Uy, entao per(E,U;) = vary, (xg) < vary,(xg) = per(E, Us).
Note-se que CL(U;) C C3(Uy), logo se g € CL(U), entao g € CL(Us).

Se E for um subconjunto compacto de U; C U,, tem-se a igualdade porque
apesar de C}(U;) ter “mais fungoes” que C}(Us), o seu suporte ¢ o mesmo nao
se tendo, na pratica, mais fungoes em C;(U;) do que em C}(Us).
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per(FEy U Ey, U) = vary(xg,uE,)

Ssup{/ divgdmd:gEC’é(U,Rd),HgHog1}
FE1UE>
<sup{ [ divgdmasg e CYURY Iolo <1}
Eq
+ sup {/ divgdmy : g € C&(U,Rd), llgllo < 1}
Eo

—sup{/ divgdmg: g € Co({UR?), ||lg]lo < 1}
FE1NE>
< per(Ey,U) + per(Eq, U).
Se d(E1, F3) > 0, entdo E1 N Ey =0, Xg,uE, = XE, + XE, € vale a igualdade.
3. Se m(F) =0, entao

per(E) = var(yg) = sup {/ divgdmg : g € Co(U,RY),|lgllo < 1} = 0.
E

Sem(E; A Ey) =0, entdo per(F; A Ey) = 0. Consequentemente, per((FE;\ Ey)U
(E5\E1)) =0, o que implica que per(E;\Es) = per(F2\E;) = 0. Como

Ey = (EyN Ey) U (EY\Es)

By = (E1N Ey) U (E)\Ey),

pode-se concluir que
per(E;) = per(FEsy).

Proposicao 4.1.5. Se E C R? é um conjunto de Caccioppoli limitado, entdo:

[m(E))” < ¢ per(E)

onde p = %.
Prova. A proposicao é consequéncia da Desigualdade de Sobolev com f = yg, sendo
a funcdo caracteristica yp de variacao limitada em R? e com suporte compacto. O
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4.2 Superficies minimais

Esta seccao é dedicada a questao da existéncia de superficies minimais, isto é, a ten-
tativa de determinar a superficie de darea minima entre todas as superficies limitadas
por uma determinada curva.

Teorema 4.2.1. Sejam U C R? um aberto e L um conjunto de Caccioppoli. Entdo,
existe um conjunto E que coincide com L fora de U e tal que

var(xg) < var(xr)
para todo o conjunto F' que coincida com L fora de U.

Prova. Como U ¢é limitado, existe r tal que U é um subconjunto compacto da bola
B, ={r € R?: |z| < r}. Sendo F = L fora de U,

var(xr) = varg, (xr) + varga g, (Xr)-

Basta provar que existe um conjunto E em B, que coincide com L fora de U e tal
que
varg, (xg) < varp, (xr)

para cada subconjunto F' de B, que coincida com L fora de U.

Como varg, (xr) é limitada inferiormente por zero, se £, for uma sucessao min-
imizante, tem-se que varg, (xg,) é uniformemente limitada (por m(B,)). Conse-
quentemente, a sucessao xg, ¢ limitada e de variacao limitada em B,. Pelo Teorema
3.3.5, existe uma subsucessdo (também denotada E,) que converge na norma de
L'(B,) para uma fungao f de variagdao limitada. Como a convergéncia em média
implica convergéncia q.t.p., tem-se xg,(x) — f(x) para quase todos os = de B,.
Como, além disso, xg,(x) é igual a zero ou um, pode supor-se que f é a funcdo
caracteristica de um certo conjunto E que coincide com L fora de U. Pelo Teorema
3.2.4, o conjunto F verifica a desigualdade var(yg) < var(xr). O

De certa forma o conjunto L determina valores de fronteira para E: 0 FE minimiza
a area de entre todas as superficies com fronteira L N OU, como ilustra o exemplo
que se segue.

Exemplo 4.2.2. Em R? sejam U = By = {x = (z1,20) € R? : [z| <2} e L={z €
R?: (22 + (22 — 1)? < 4}.
Entao o conjunto E serd E = {(z1,23) € L : 13 > 1/2}, de acordo com a figura:
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Figura 4.1: o conjunto £

Exemplo 4.2.3. O conjunto U pode actuar como um obstaculo que afasta OF da
superficie minimal que gera 0L N oU.

Figura 4.2: U afasta OF da superficie minimal

Como se pode depreender da demonstracao do Teorema 4.2.1, a natureza de L
longe de F nao tem qualquer efeito no conjunto £ NU.

Provada a existéncia de superficies minimais (no sentido explicado no inicio da
sec¢do), o resto desta seccao é dedicado a propriedades relacionadas com a reg-
ularidade do conjunto “minimal” resultante. O proximo teorema, em particular,
fornece um método para obter aproximagoes ~“suaves” apropriadas para conjuntos
de Caccioppoli.

Teorema 4.2.4. Seja f € VL(U) e defina-se Fy = {x € U : f(x) < t}. Entdo,

+oo
vary (f) = / vary () dt.

o0
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Prova. Suponhamos que g € CH(U,R?) e que ||gllo < 1. Comegaremos por supor
f > 0. Como

fx) = / T xm(@)d

(por se ter Fy(x) =0 para t < f(x), basta atender ao valor de fof(m) 1dt), tem-se que

/fdivgdmd:/dmd/ (1 —xp(x))divgdt
0
:/ dt{/divgdmd—/xptdivgdmd}.
0

(pelo Teorema de Fubini, é permitida a mudanga da ordem de integracao).
Tome-se agora g € C¢(U,R?) tal que

/divgdmd = 0.

Entao,

/fdlvgdmd— / dt/ div gdmg = — / dt/xpt div g dmy
F

_—/ dt vary (xr,) _/ dt vary (X r,)-
0

0
No caso em que f < 0, de um modo analogo ao anterior deduz-se que
0
f)= [ xn

e, consequentemente, que

0
/fdivgdmdg/ dt vary (x g, ).

[e.e]

Decompondo f nas suas partes positiva e negativa (f* = max(f,0) e f~ = —min(0, f)),
f=f"+ f obtém-se

+oo
/ fdivgdmg < / dt vary (xr,)

para toda a fungao de VL(U). Tomando o supremo sobre todas as funcoes g tais
que g € C5(U,R?) e [|gllo < 1, tem-se

“+o0o
vary (f) < / dt vary (xr,)-

—00
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Para provar a outra desigualdade, comecemos por supor que a propriedade do enun-
ciado se verifica para fungoes de classe C*°. Sejam f € VL(U) e (f,), uma sucessao
que aproxima f, como no Teorema 3.2.8. Entao, como f,, — f na norma de L*(U)

e
+oo
/ \fn—f!dde/ dt|xr,, — XFl,
U

—o0
sendo F,,; = {x € U : f,(z) < t}, existe uma subsucessao também denotada (f,)s
tal que

XFni = XF
na norma de L'(U) para quase todos os t. Por conseguinte, pelo Lema de Fatou e
pelo Teorema 3.2.4,

+oo +oo
vary(f) = lim vary(f,) = lim dtvary(xr,,) > / dt vary (X, ).

n—oo n—oo
—00 —00

Falta apenas demonstrar a igualdade do enunciado para fungoes de classe C*°. Para
isso, repete-se o raciocinio anterior aproximando agora f de classe C'™° por uma
sucessao f, de funcoes lineares continuas em cada conjunto U; de uma particao de
U.

Provemos que para tais fungoes se tem a igualdade:

Seja U = Uil Ule f(x) = (c;, ) + b; se x € Uy, sendo ¢; € R? e b; € R. Entao,
[ e as suas derivadas 0f /dz; pertencem a L'(U) e

vary (f) = Z lei|ma(U;).

Além disso,

vary,(xr,) = ma—1({x € U; : f(x) =1t}) = mag_1({z € U; : {¢;,x) + b; = t}).

Suponhamos que o eixo 7 é perpendicular ao hiperplano {z € U; : (¢;, x) + b; = t}.
Fazendo uma mudanca de varidvel em fj;o dtvary (xr,), obtém-se

“+o00 “+o00
/ dt VarUi(Xpt):/ calmas({z € Us = 21 = £1)dt = |ci|ma(U7).

oo oo
Consequentemente,

D

/_ N dtvary (Xr,) = Z leilma(U;) = vary (f).

00 i=1
(]
Vamos agora demonstrar um resultado analogo ao Teorema 3.2.8 que aproxima

conjuntos de Caccioppoli por conjuntos C'*° em vez de fungoes VL. Na demonstragao
do teorema serd usado o lema que se segue:



4.2. SUPERFICIES MINIMAIS 45

Lema 4.2.5. Seja E um conjunto de Caccioppoli e sejam 0 < t < 1, ¢, — 0 e

fe, =1, x XE- Se
E, = {.Z’ < R : fz—:n(‘T) > t}?

entao

1
li — d < — dmyg.
nirgo/|XEn xe|dmg < min(t,l—t)/|f€” XE|dmg

Prova. Por definicao,
fe, —Xxg >tem E,\E

Xg — fe, > 1—tem E\E,,

de modo que

/‘fen - XE‘|dmd > / |fen - XE|dmd +/ ’fen - XE‘dmd
E.\E E\E,,
>t ma(En\E) + (1 —t) ma(E\E,)

> min(t, 1 —t) / IXE, — XE|dmg.

Teorema 4.2.6. Todo o conjunto de Caccioppoli E pode ser aproximado por uma
sucessao de conjuntos C* E,, tais que

/|XEn — xgldmg — 0 e per(E,) — per(E).

Prova. De acordo com o Teorema 3.2.8, xg pode ser aproximada por uma sucessao
de fungoes C* que se obtém tomando fungoes regularizantes de yg. A partir dessas
funcoes, usando o Teorema 4.2.4, obtém-se a sucessao de conjuntos “aproximantes”
desejada. Sejam € > 0 e f. = 1. * xg (ver Apéndice A.1). De novo pelo Teorema
4.2.4 e utilizando o facto de se ter 0 < f. <1,

var(f.) = /01 dt/var(XEat)7

sendo B ={z: fo(z) < t}.
Se A = R? a Proposigao 3.2.7 assegura que var(f) = lim.o [ |Df.|dmg e, em
particular, se f = yg obtém-se

per(E) = lirr(l)/ |D f.|dmg.
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Suponhamos que ¢, — 0 quando n — oo. Tendo em conta que f., — xg quando
e, — 0, pelo Lema 4.2.5 tem-se

1

I —xpldr < —————— [ | — x&ld
nLH;O/IXEn Xplda < min(t,l—t)/’f” Xp|dz

1
e T — — dr = 0.
- min(t, 1 —t) /‘XE xgldr =0

Entao, para todo o t tal que 0 < t < 1, tem-se

XEn — XE q-t.p..
De facto, a convergéncia ainda se dd em L'(R?) e, pelo Teorema 3.2.4,

liminf var(yg,,) > per(E)

n—0oo

para cada t. Entao,

n—oo n—oo

1
per(F) = lim var(f. ) > / lim inf var(xg,, )dt > per(FE)
0

e, consequentemente, para cada t tal que 0 <t < 1,

liminf per(E,;) = per(E).

n—oo

Por outro lado, pelo Lema de Sard, para quase todo o t, dF,; é regular, por isso
pode escolher-se t entre 0 e 1 tal que, se F,, = F,;, se tem

1. OF, é de classe C?;
2. xr, — xg em LY(R?);
3. per(F) = liminf, ., per(F,).

Considerando uma subsucessao de (&, ), pode-se garantir que a terceira propriedade
se mantém substituindo liminf, .., por lim, .., 0 que prova o teorema. O

Se per(E,0A) = 0, sendo A um aberto, entdao per(F, A) = lim,,_, per(E,, A)
(ver a Proposigao 3.2.6). Em geral, ndo é possivel aproximar um conjunto de Cac-
cioppoli E por conjuntos C* contidos em E (nem contendo E). Consideremos, por
exemplo, o conjunto E do Exemplo 3.2.5. Se F' for um conjunto que contém F,
entdo ter-se-a F' = R? e, como consequéncia, my(F — E) = oo ou my(0F) = oo (ou
ambos). Logo, E nao pode ser aproximado “por fora” por conjuntos C*°.



Capitulo 5
Aplicacoes em dinamica

Este capitulo é dedicado ao estudo da existéncia de medidas invariantes absoluta-
mente continuas em relagao a medida de Lebesgue para transformacoes de um espaco
nele mesmo. O problema é equivalente ao problema da existéncia de pontos fixos do
operador de Perron-Frobenius correspondente. Mais precisamente, a densidade de
uma medida invariante absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue é
um ponto fixo do operador de Perron-Frobenius.

5.1 Operador de transferéncia

Considere-se R C R? e my a medida de Lebesgue definida na o-algebra dos borelianos
de R. Seja 7 : R — R uma transformagao que assumiremos nao singular:

mg(A) =0 = mg(77'(A)) =0 para todo o boreliano A.

Esta suposi¢ao sobre 7 garante que a medida 7,m, definida em (1.1) é absolutamente
continua em relagao a medida de Lebesgue m,. Pelo Teorema de Radon-Nikodym,
existe uma fun¢ao mensurdvel nao-negativa denotada dr,mg/dmgy, a derivada de
Radon-Nikodym de 7,m, com respeito a my, tal que

Tomg(A) = /(dT*md/dmd) dmy VA € A.
A
A transformacao do espaco L!'(R?) em si mesmo, que denotaremos L, definida por
/Edemd :/ fdmg, Vf € L*(RY) (5.1)
A T-L(A)

dé-se o nome de operador de Perron-Frobenius ou operador de transferéncia. Pela
nao-singularidade de 7 e pelo Teorema de Radon-Nikodym, L, f existe e é tinico
q.t.p., pelo que o operador esta bem definido.

47
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Exemplo 5.1.1. Seja R = [0,1] e seja 7 : [0,1] — [0,1] a transformacao definida
por
7(x) = sen(mwz).
1 1
771([0,2]) = [0, — arcsen x| U [1 — — arcsenx,1],0 < < 1.
m 77

Entao, para qualquer f € L', tem-se

%arcsenx 1
/ fdx :/ fd:zH—/ fdx.
7= 1o,z] 0 17% arcsen

Derivando ambos os membros, obtém-se

d 1 1 .
bl = dr = —— | /(= T
d dx /Tl[m] fdx i [f(ﬂ arcsen z) + f( —arcsen )

Exemplo 5.1.2. Seja R = [0,1] e seja 7 : [0,1] — [0,1] a transformacao

(@) = 2z seong%
o —§x+§ se%<x<1

Figura 5.1: 7(z)

E facil verificar, de acordo com a figura, que

-1 a L 1
7 ([0, 2]) = [0, §$], sex < 5
(. =D g] . {[Z - :%x’l] N [%71]} se 0 < <1



5.1. OPERADOR DE TRANSFERENCIA 49

Assim,
1, /2 3(5 3
L, f(z) = 5/ <§> +7 (4_1 - Zx) Xr(L 1]
qualquer que seja f € L.
Vamos agora dar as propriedades fundamentais do operador de transferéncia.

Proposicao 5.1.3. Seja L. : L' — L' o operador de Perron-Frobenius de uma
transformacao T como anteriormente.

1. L. € um operador linear;
2. L. é positivo: f>0=L,.f>0;
3. L, é uma contraccao: ||L-fll1 < | flli;

4. L. preserva a média: fR L, fdmg= fRfdmd.
Prowva.

1. Seja A C R um conjunto mensuravel e sejam a e b constantes. Entao, se
f,g €L,

/ L. (af +bg)dmg = / (af +bg)dmg = a/ fdmg + b/ gdmg =
A T—1A 1A 1A

a/ﬁffdmd—i-b/ L.gdmg = /(aL'Tf—i—bETg)dmd.
A A A

Logo,
L (af +bg)=aLl,f+bL,g.

2. Qualquer que seja A mensuravel, tem-se

/ Edemd = / fdmd Z 0.
A T=1(A)
Logo,se f >0, L. f > 0.

3. Seja f € L'. Sejam f* = max(f,0)e f~ = —min(0, f). Entao, fTe f~ € L,
f=ft—=f"elfl=f"+f.Como L, é um operador linear, tem-se

E‘rf = £T<f+ - f_) - ‘CT(JH_) - ‘CT(.f_)

Consequentemente,

Lol < L (O H L = Lo (f7) + Lo (f7) = Lo f]

u.cfful:/R\chumds/R.cT!ﬂdmds/R\f\dmd:Hful.
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4. O resultado é consequéncia de

/Edede/ fdmd:/fdmd
R 7~ H(R) R

O

Por ser uma contracgao, o operador L. é continuo em relagao a topologia da
norma.

Proposicao 5.1.4. Sejam 7,0 : R — R transformacoes nao-singulares. FEntao,

Lroof=LroLsf. Em particular, Lonf = L7 f.

Prova. Seja f € L' e defina-se a medida p do seguinte modo:

e
(Toa)~1(A)

Como as transformagdes 7 e o sao nao-singulares, temos que mg(A) =0 = my((7 0
o) 1(A) = 0 = u(A) = 0, pelo que p é absolutamente continua em relagao &
medida de Lebesgue mg (1 < my) e

M(A):AEToofdmd-

Tem-se

/£T<£a’f)dmd:/ fdmd
A o~ 1(r=1(A)

/,CT(,CUf)dmd:/ ﬁgfdmd:/ fdmd
A ) o=1(r=1(A)

Consequentemente, L,o,f = L.L,f q.t.p..Prova-se por inducao que L»f = LI'f
q.t.p.. O

Na proposicao seguinte prova-se que uma funcao f é um ponto fixo de L, se e s6
se f é a densidade de uma medida 7-invariante absolutamente continua em relagao
a medida de Lebesgue my.

Proposicao 5.1.5. Seja 7 : R — R uma transformacdao nao-singular. FEntao,
L.f=fqtp. sseamedidap = fmg definida por p(A) = fA fdmy for T-invariante,
sendo f >0, fe L' e f], =1
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Prova. E claro (usando propriedades elementares dos integrais) que p é uma medida.
Suponhamos que a medida p é T-invariante, ou seja, que u(77*(A)) = u(A) qualquer
que seja o conjunto mensuravel A. Entao,

/T RS /A fdmy
/Aﬁffdmd:/Afdmd.

Sendo A um mensuravel arbitrario, tem-se que L, f = f q.t.p.. Suponhamos agora

que L, f = f q.t.p.. Entao,
/Edemd:/fdmd
A A

/ L, fdmg = / fdmg = p(r7'(4)),
A 1(4)

e, consequentemente,

Por definigao de p,

pelo que (771 (A)) = p(A). O

5.2 Transformacoes expansoras por partes

A nocao de variacdo de uma funcao, ferramenta essencial no estudo da existéncia
de medidas invariantes absolutamente continuas, é muito sensivel a geometria do
seu dominio. Este facto é causador de grandes dificuldades quando se pretendem
estudar m.i.a.c.’s em dimensao superior a 1 e, para as ultrapassar, é necessario ter
em conta os dominios e diferenciabilidade das transformacoes.

Definicao 5.2.1. Seja R C R um conjunto limitado. Diz-se que 7: R — R é uma
fungao expansora por partes se existir uma partigao {R;};-, do dominio R tal que

1. a fronteira de cada R; é de classe C? por partes e tem medida (d — 1)-
dimensional finita;

2. a restricao 7; de 7 ao interior de cada R; é um difeomorfismo de classe C? com
uma extensdo ainda de classe C? a R;;

3. existe 0 < o, < 1 tal que [|[DT7Y|| < o,

A funcao expansora por partes 7 tem ramos longos se verificar duas propriedades
adicionais:
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4. distor¢ao limitada: existir uma constante K > 0 tal que, para todo o ¢ > 1 se
tem .
|1D(J o)l

|JOTZ‘_1|

<K,

sendo J o jacobiano de T;

5. Existirem constantes positivas « e § para as quais existe um campo vectorial
unitdrio H de classe C' na fronteira de 7(R;), tal que

(a) |senZ(v, H(z))| > a para todo o x € 97(R;), sendo v um vector tangente
a OT(R;) em x;

(b) os segmentos [z,z + dH (z)], x € O7(R;) sao disjuntos dois a dois e a sua
unido é uma vizinhanga de O7(R;).

Convenciona-se que um campo vectorial é de classe C! na fronteira de 7(R;) se a
sua restricao a cada componente C? dessa fronteira é de classe C'! nessa componente.
Além disso, o espago tangente de 7(R;) num “vértice” é a unidao dos espagos tangentes
de todas as componentes de classe C? que contém esse “vértice”.

A tltima condigao é um requisito geométrico sobre as imagens por 7 dos dominios
de regularidade: estes nao devem ser demasiado proximos de zero e os angulos
formados pelos seus “vértices” devem ser limitados inferiormente.

O operador L, foi definido do seguinte modo:
/ﬁdemd :/ fdmg, Vf € L*(RY). (5.2)
A T-1(A)

Para as transformagoes expansoras por partes, pode-se deduzir uma representacao
do operador de Perron-Frobenius muito 1til na demonstragao das propriedades que
se seguem:

Como a restrigdo de 7 a cada R; é invertivel (7; é difeomorfismo), pode-se definir

Tfl . T1<RZ) — RZ’,

(2

tendo-se
e ol

7 (R) = Uizlfgl (r:(R)NR). (5.3)

Conforme o conjunto R, 7; ! (7;(R;) N R) poderd ser vazio, mas os conjuntos sio
sempre disjuntos dois a dois. Substituindo (5.3) em (5.2), obtém-se

L, fdmg = / Fdmy = / F (@) | Y dima,



5.2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 53

tendo-se feito uma mudanga de variavel na iltima igualdade. Tem-se,

/R ofama=3 /R £ (77@) 1Y Do () dma

- - f(Ti_l(x))
_/Rz; () o ()

Pela unicidade do operador de Perron-Frobenius chega-se a caracterizacao de L, :

sendo J o jacobiano da transformacao 7 em R.

Com o objectivo de provar que o operador de Perron-Frobenius tem um ponto
fixo em VL(R) vamos provar trés lemas auxiliares.

Entenda-se por cone regular em R? um cone cuja base é um disco (d—1)—dimen-
sional B e tal que o raio L que une o vértice ao centro do disco ¢ perpendicular ao
disco. Definimos o angulo vértice de um cone regular como sendo o angulo formado
por L e qualquer segmento que una o vértice a um ponto da fronteira de B.

Seja A C RY um dominio fechado com fronteira C? por partes com medida
(d — 1)—dimensional finita.

Na demonstracao do lema que se segue far-se-a uso do seguinte :

Em cada ponto singular x € D, construa-se o maior cone regular possivel com
vértice em x e completamente contido em A. Seja 6(x) o angulo vértice deste cone
e defina-se

v(A) = E;nei})l 0(x).

Como os angulos formados pelos lados de A sao maiores que zero, y(A) > 0. Sejam
a(A)=7/2+~v(A) e
#(A) = [cos(a(A)].

Vamos construir um conjunto de segmentos L, (y € JA) de classe C', de modo a
que cada L, seja o raio central de um cone regular contido em A, com angulo vértice
maior ou igual a y(A).

Comecemos com os pontos y € D onde é obtido o angulo minimo, definindo L,
como raios centrais dos maiores cones regulares contidos em A. Estendamos este
conjunto ao conjunto de segmentos C' que desejamos, fazendo L, suficientemente
pequeno para que nao haja sobreposigao. Seja p(y) o comprimento de L, y € 0A.
Como 0A é compacta, tem-se

p(A) = inf p(y) > 0.

Encurtando L, até ao comprimento p(A), esta construido o cone desejado.
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Lema 5.2.2. Seja A um dominio fechado com ramos longos. Se f for de classe C*
em A, entao

/aAfdmd—l < ﬁ (%A)/AfdmdevarA(f)) :

Prova. Fixemos ¢ > 0, suficientemente pequeno e dividamos 0A em conjuntos
0A,,, 1 =1,...,m tais que

(1+¢)? /
|cosa| —e Jy,

sendo Upaz;) = Uyega, Ly € Ly 0 segmento que une y e y + pH(y) (note-se que

fdmg > /8A ( g f(ﬁ)d§> dma-1(y), Vf € C*(R?)

(pra,m4)

se 0A;,, e p forem suficientemente pequenos, U, q z,) estd sé de um lado de 0A,,).
Definam-se os conjuntos U (p(A), a(A), z;), i = 1,...,m, usando os segmentos L,y €
0A. Sendo D o conjunto dos pontos singulares de A, qualquer que seja y € 0A\D,
tem-se

fly) <min{f(z) : x € Ly} + vary, (f)

1 1
m(Ly) Jp, f(§)d§ + vary, (f) < 2(4) L F(&)dE + vary, (f).

fly) <

Tem-se ainda

vary, (f) < / 1D (@)l dmaz).

Integrando sobre 0A,,, ©« = 1, ..., m, obtém-se

f(y) dma(y)
9As,

(1+¢e)? 1 / (1+¢)?
< fdmg+ ——"— |Df|| dmyg.
B(A) =€ p(A) Juipa),a(a).e) B(A) = € Juip(ay,a(a),z)

Somando e notando que U(p(A), a(A), z;) ndo se sobrepdem, chega-se a

(1+¢)? 1
[ st < S (L pamas [ Ds1dma)

Como € ¢é arbitrario, esta provado o resultado. O

Lema 5.2.3. Existe uma constante C > 0 tal que para toda a fun¢io f € VL(R) se
tem

var(L, f) < o, (1 + %) var(f) + C|| fl.
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Prova. Comecemos por demonstrar o caso particular em que f € C'(R). Tem-se

(fo Tz'_l)

ﬁTf - ZZIEXT(R,% sendo E = (J o TZ-_1> .

Logo
var(L, f) < Zvar FiXr(R;

=Z(/ ||Dﬂ||dmd+/ |ﬂ|dmd_1).
i=1 7(R;) oT(R;)

Para a ultima desigualdade foi utilizado o Teorema 3.4.6.
Calculemos separadamente cada um dos membros da expressao anterior:

D(for ! 1
[ ipzpms [ APUCT / ||(fon-‘1)D( 1)||dmd
~(Ry) ) |Jor ] (R:) Jor

Df(rh) -
/ / | f _1 Hdmd—l—/ K —_
(R |JoT | (R:)

sendo K > 0 a constante que aparece na definicao 5.2.1 de distor¢ao limitada.
Fazendo uma mudanca de variavel, obtém-se

/ |DF|dma < o / |Dflldma + K / fldma.
T(Ri) R; R;

Calculemos agora a segunda parcela:

1 /1
/ wdmd_ls—(— / i ldma + / HDEHdmd)
(R,) B\P Jr(r) (R:)
1/ 1
< fdmd+—/ DF|dmy
G Ri| | 3 | DF||

1 K o
4= d - dmy.
§<5P+ﬂ)/m|f| ma+ 5/RillDf|| e

Somando as duas parcelas obtém-se

> o, 1 K
var(L, f) < ; ((O’T + E) /Ri | D flldmg + (K + ﬁ_p + E> . |f]dmd>

o, (1+%) Var(f)—k(K—kﬁip—l—%)/R|f|dmd.
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Fazendo C' = K+ ﬁip—f— %, estd provado o resultado para o caso particular f € C'(R).

Com vista a generalizar o resultado a f € VL(R), tomemos uma sucessao de
fungoes (f,), de classe C! em R (cuja existéncia é garantida pela Proposicao 3.2.8),
tal que

Tim [|f, = f]| = 0e lim var(f,) = var(f).

Pelo que j4 foi visto no caso particular, tem-se que £,(C*(R)) C VL(R). A sucessao
(L, fn)n converge em L'(R) para a fungao L, f e podemos deduzir que

var(L, f) < liminf var(L, f,)

< Jim inf (mu i %) var(f,) + ClI .

n—oo

Esta provada a existéncia de C nas condicoes desejadas. ad

Lema 5.2.4. Existem duas constantes 0 < A < 1 e K > 0 tais que, para toda a
fungao f € VL(R) ei > 1, se tem

var(LLf) < Nvar(f) + K| .

Prova. Sejam A\ = o, (1+ %) e f € VL(R). Tendo em conta o lema anterior e o facto
de L, ser uma contracgao, tem-se

var(Lyf) < Avar(L;7f) + Kol flla
< Nvar(L572f) + (A + D Kol f]l < -
< Novar(f) + N+ 4 DK f-

Tome-se K = Koy ;o A" e fica provado o resultado. O

Teorema 5.2.5. Seja 7 : R — R uma transformacdo de classe C* expansora por
partes com ramos longos, tal que o, (1 +1/8) < 1. Entao, qualquer que seja f €

L'(R), a sucessio
n—1
1 .
n=— — L
fa=2 L0f
1=0
converge em norma para uma func¢io fo € VL(R) que verifica as sequintes pro-

priedades:

1. L. fo = fo, ou seja, fo € um ponto fixro de L, (fo € a densidade de uma
m.i.a.c.);



5.2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES o7

3. fRfodmd = fRfdmd.

Prova. Sejam f € LY(R) e (f;); uma sucessao em VL(R) convergente para f na
norma de L'. Como ||.||; é continua e f; — f, temos que || fi|]| — || f]j; na norma de
L' e podemos supor que

Il < 2 fllw, VI > 1.

Pelo Lema 5.2.4, temos que
var (L1 f;) < M var (fi) + K[| filh <4K||f].

Aumentando n, se necessario, temos que

n—1
1 .
(5 > Eif) < 4K flls.
]:

Como as sucessoes (|| fnll1), e (var(fy,)), s@o limitadas (a primeira por o operador
L, ser contractivo e a segunda pela majoracao feita), podemos concluir a existéncia
de uma subsucessao (n;); tal que f,, € VL(R) e é convergente para uma funcio f;
que também estd em VL(R) (ver o Teorema 3.3.5). Ou seja,

n;—1

3 € VL(R) « lin [[1/ni 3 €2~ fils =0
=0

Além disso, pelo Teorema 3.2.4 ( fn, € VL(R) € fr, =11 ﬁ) temos que
var (ﬁ) < liminfvar(f,,) < 4K||f]-

Vamos aplicar exactamente o mesmo argumento a sucessao (f;); € VL(R), para a
qual se tem (var(f;)); e (||fi]l1); limitadas.

(IIf2]l1 ¢ limitada pois || f,,,||1 ¢ limitada e convergente para || f||1).

Podemos aplicar o Teorema 3.3.5 a sucessao ( fl)l e concluir a existéncia de uma
subsucessio ([;); tal que (f;); convergente na norma ||.|[; para uma funcio f de
variacao limitada:

fi. = f € VL(R) na norma de L' .
Além disso, pelo Teorema 3.2.4 (f, € VL(R) e f, — f na norma de L), tem-se

var(f) < liminf var(f,,) < 5K f||..
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A “dupla desigualdade triangular” que se segue, permite concluir que existe uma
sucessao (N, )m — 00 para a qual se tem

1 Nm—1
— g L7 f; — f na norma de L' .
N 4
J:

“dupla desigualdade triangular”:

1

1 n—1 . . 1 n—1 ‘ R R )
1= cini =l = -3 i = = fut h
Jj=0 j=0

1+||fli_fH1

1 n—1 A .
<|=>ch- 4
7=0

1n—1 ' . R R
— H;;ﬁiﬁ —fiu—nh +sz1

1 n—1 . . . .
<[> 2= All + 1= fully =ur 0.
5=0
Por outro lado,
1 et .
LS @ - e,
1 Nm—1
<=3 A~ I,
7=0

= /1. = fllx =22 0 (pois fi — f).
Finalmente, podemos concluir que

1 N —1

Jim (= > £1f = fll =0,

n

sendo f um ponto de acumulacio (VL) de f, = %Z i
que (fn)n é compacta em L'(R). Pelo Teorema de Kakutani-Yosida 1.2.4, para toda
a funcao f em L'(R), a sucessao (f,), converge em norma para uma fungao fy € L'.
Pelo Lema 5.2.4 (notando que 0 < A < 1 = A" —; 0), tem-se

—1 pj . :
o £1f. Acabdmos de concluir

limsup varg (LEf) < C| flli, Vf € VL(R).

k—o00
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Consequentemente,
n—1
1
lim sup varg (ﬁ Zﬁff> < C| flh, Vf € VL(R).
k=1

Fazendo P = lim,, % ZZ;} Lk o Teorema 3.3.5 permite concluir que
vargr(Pf) < C|f|1, Vf € VL(R).

Como P é linear e contractivo (por L, o ser), podemos usar de novo o Teorema
3.3.5 e estender o resultado anterior ao fecho do conjunto das funcgoes de variagao
limitada:

varg(Pf) < C||f|l1, Vf € LY(R),

concluindo que

n—1
varg (hm%Zﬁff) <C|fl, ¥Vf € LY(R),
k=1

ou seja, que
VaI'R(fo) < C||f||1, Vf S Ll(R)

Logo, a funcao limite f; tem variagao limitada em R.
Embora o Teorema de Kakutani-Yosida assegure que a funcao limite é um ponto
fixo de £,, vamos demonstrar esse facto directamente:

lim f,, = fo € L'(R).
n
Como o operador de Perron-Frobenius £, é continuo, tem-se
L.f, — L. fo na norma de L'.

Mas, por outro lado,
1 n—1
— — J
Lofo =L, <n > EJ)
Jj=0
n—1
1 , 1 1
== Lif— L0+ -L0f.
n = n n

Como L2f =1e L7 f ¢ limitado, as parcelas =£2f e + L7 f tendem para zero quando
n — oo. Consequentemente,

n—1
1 ; .
Lofo=lim 0: Lif =1im f, = fi.
‘7:

As propriedades 2. e 3. do enunciado sao consequéncias directas dos pontos 2. e 4.
da Proposigao 5.1.3. ad
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Apeéendice A

A.1 Funcoes regularizantes

Neste apéndice define-se, para uma funcao integravel f, uma familia de funcoes f.
com comportamento semelhante ao de f, mas com a vantagem de terem dominios
mais diferencidveis. Serao demonstradas algumas propriedades fundamentais de
tais familias que ilustram precisamente essa caracteristica e sdo usadas na prova de
alguns resultados ao longo deste trabalho.

Definicao A.1.1. Uma fungdo n(z) diz-se um regularizante simétrico positivo se
verificar:

L n(x) € C§°(RY);
2.1

3. [n(z)dmg =1;

(z) vale zero fora de um subconjunto compacto de B = {z € R?: ||z|| < 1};

(x) > 0;

4. n(x)
n(x) é uma funcao par.

D.
Se nao verificar as duas ultimas condigdes, n(x) diz-se apenas um regularizante.

A funcao C* 7 : RY — R definida por

1
77($):{ Cexp(m> se |z| <1 7

0 se |z] >1

sendo a constante C' tal que fRd n(z)dmg = 1 é um regularizante simétrico positivo.
Para cada regularizante define-se a respectiva familia reqularizante

ne(z) = én (g)
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e, para f € L} (U), define-se

loc

Je=mn*f

como
fe(x) = / n-(x —y)f(y)dy, sendo z € A, = {x € U : d(x,0U) > €} .
U

A operagao * chama-se convolugao. A funcao regularizante atras definida chamare-
mos reqularizante candnico e a respectiva familia regularizante familia reqularizante
canonica.

Na proposicao que se segue, 7. denotard a familia regularizante candnica e f. a
respectiva convolugao.

Proposicao A.1.2. Seja (f:). a familia canonica regularizante de f.
1. f. € C>*(A.) para todo o € > 0;
2. Se f € C(U), entao f. — f uniformemente nos subconjuntos compactos de U;

3. Se fe L. (U), entio f. — f em L} (U);

loc loc

4. fe= fatp.;
5. Se f € CYU), entdo g—ﬁ =1, * 86_92- em A., i=1,...,d;
6. Se AL f < B, entao A < f. < B;
. Se spt(f) C A, entdo spt(f.) C {z:d(z,A) <e};
8. Joa fegdmg = [ga fge dma.

Prova.

1. Fixe-se © € A, escolha-se 1 < i < d e denote-se por e; o vector (0,...,1,...,0)
com todas as coordenadas iguais a zero excepto a i-ésima. Entdo, para |h| suficien-
temente pequeno e x + he; € A, pode-se calcular

Eathe) =fe) L [ L] (shemy)  (220)] g,

= (;d V% {77 (”thgﬂ) —7 (x;yﬂ f(y)dy,

para V tal que V C U. Quando h — 0, a diferenca converge para

1877 r—1Yy o dana .
58277; ( £ > — 8$Z($ y)7
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para cada y € V. Além disso, o valor absoluto do integral é majorado por
1
B supess(Dn)|f| € L' (V).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

afe fe(x+h€i> _f€<x>

o0x; }lll—>0 h
existe e ¢ igual a
9776( —y)f(y)
T f(y)dy.
" Yy)j\y)ay

Usando o mesmo argumento, prova-se que as sucessivas derivadas parciais de f.
existem e sao continuas em cada ponto de A., sendo f. € C*°.

Provemos agora 2:

Dado V tal que V C U, escolha-se W tal que V. C W C U. Entdo, para cada
reV,

o=z [ a () s [ e e

Como [p4) n(2)dz = 1, tem-se
fo(2) — f(@)] < / (o — e2) — f(2)]dx
B(0,1)

Se f for uniformemente continua em W, esta majoracao permite concluir que f. — f
uniformemente em V', o que prova 2.
Para demonstrar 3, tome-se f € L} (U). ParaV e W taisque V. C WeW CU

loc
e para x € V e € suficientemente pequeno,

|fe(@)] < /B(O ; n(z)|f(z — e2)|dz.

Por conseguinte,

[ wiama< [ e ([ 1= eolama) as < [ 1rian )

Fixe-se § > 0. Como f € L'(W), existe g € C(W) tal que

Nf = gllz,owy <9

De acordo com (A.1),
| fe — 96|’L1(V) <.
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Consequentemente,

1fe = flleaovry <26+ |lge — gllz.ory < 39,

desde que ¢ seja suficientemente pequeno, de acordo com 2. Estd demonstrado 3.
Para demonstrar o ponto 4 do enunciado, comecemos por supor que f € L, (U).
Pelos calculos ja feitos, tem-se

o=l [ a () 1w - s

< a(d) supess(n) /B( ) |f — f(x)|dy = o(1) quando € — 0.

Com vista a provar o ponto 5, suponhamos que f € CL _(U). Pelos célculos que ji
foram feitos,

ofe [ On.

Or;  Jy O @ =91y
o _ _
—— [ Gy = [ e =5t

=1, * g—i(:p), para x € A,,

0 que prova b.

6 ¢é consequéncia de 4.

Para demonstrar 7, suponhamos que spt(f) C A. Entao, se d(z, A) > ¢, f(z) =
0. Ora,

spt() = {25 [ e~ rwdy 0} < o dlo ) < 23,

caso contrario, terifamos f = 0 e, consequentemente, f. = 0.
Finalmente, se f,g € L*(R?), tem-se

/Rd feg dma(z) = /Rd/na r —y)f(y) dma(y) g(x) dmqa(z)
= [ [ e =) ata) dmaty) dmate)

_ / / F@)n. (@ = y)g(y) dmaly) dma(z)
= /R f(@) /U 1e(® — y)g(y) dma(y) dma(z)

= fg-dmy.
Rd

Esta provado 8. 0
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