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RESUMO

Um parametro fundamental no projeto de sistemas de condutas de fluidos € a
perda de energia causada pelo atrito viscoso, a qual é quantificada pelo fator
de atrito. Em escoamentos turbulentos a expressao padrdo utilizada para quan-
tificar essa perda de energia é a correlacdo empirica introduzida por Colebrook
(1939), que deve ser calculada iterativamente. Como alternativa, varias correla-
cOes explicitas ja foram propostas e podem reduzir o tempo computacional em
simulagdes de grandes sistemas de condutas. Neste contexto, este trabalho per-
mitiu avaliar a precisdo de 43 correlacoes explicitas e também a complexidade
ou eficiéncia computacional, tanto das correlacdes explicitas quanto dos méto-
dos de calculo da correlacdo de Colebrook. Foram calculados os erros relativos
e os coeficientes de determinacao das correlagdes explicitas em relagdo a corre-
lacdo de Colebrook e, através das funcdes tic e toc no programa de computador
GNU Octave, foram medidos seus tempos computacionais. O método mais ve-
loz de calculo da correlagdo de Colebrook consome aproximadamente o dobro
do tempo computacional da correlagdo explicita mais lenta. As correlagcbes ex-
plicitas com o melhor equilibrio entre precisdo e velocidade sdo: a correlagéo de
Serghides (1984) (Equacdes (44), (45), (46) e (47)), que apresenta erros maximo
de 0.00314% e médio de 0.00055%; a correlacdo de Shacham (1980) (Equa-
coes (34) e (35)), com erro maximo de 0.01740% e erro médio de 0.00206%; a
correlacao de Brki¢ e Praks (2019) (Equacoes (88), (90), (91) e (92)) que possui
erro maximo de 0.12447% e erro médio de 0.05500%; e a correlagédo de Fang,
Xu e Zhou (2011) (Equacao (69)), que apresenta erros de até 0.49149% e erro
médio de 0.16294%.

Palavras-chave: Perda de carga. Fator de atrito. Correlacao de Colebrook. Cor-
relagbes explicitas.






ABSTRACT

A fundamental parameter in the design of pipe system is the energy loss due
to viscous friction, which is quantified by the friction factor. For turbulent flow,
the standard formula is the empirical correlation introduce by Colebrook (1939),
which must be computed iteratively. Alternatively, many explicit correlations were
proposed and may reduce the computational time in large pipe systems simu-
lations. In this context, this work allowed to evaluate the accuracy of 43 explicit
correlations and also the computational complexity or efficience of both explicit
correlations and iterative computations of Colebrook’s correlation. It was calcula-
ted the relative errors and coefficients of determination of the explicit correlations
against correlation by Colebrook and, using the tic and toc functions in GNU Oc-
tave software, the computational times were measured. It was discovered that
the fastest method of calculation of Colebrook’s correlation spend twice the com-
putational time of the slowest explicit correlation. The explicit correlations with
the best balance between accuracy and computational time are: correlation by
Serghides (1984) (Equations (44), (45), (46) and (47)), with causes maximum er-
ror of 0.00314% and average error of 0.00055%; correlation by Shacham (1980)
(Equations (34) and (35)), which has maximum error of 0.01740% and average er-
ror of 0.00206%; correlation by Brki¢ e Praks (2019) (Equations (88), (90), (91) e
(92)), which causes maximum error of 0.12447% and average error of 0.05500%;
and correlation by Fang, Xu e Zhou (2011) (Equation (69)), which has errors up
to 0.49149% and average error of 0.16294%.

Keywords: Head loss. Friction factor. Correlation by Colebrook. Explicit correla-
tions.
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1 INTRODUGAO

Neste capitulo sao delimitados o assunto/problema abordado juntamente
com os objetivos deste trabalho. Também é apresentada a maneira como o texto

esta organizado.
1.1 ENQUADRAMENTO

O escoamento de fluidos através de condutas € um problema da Me-
céanica dos Fluidos com aplicagdes praticas, por exemplo, no abastecimento de
agua, irrigacao, transporte de petréleo ou gas natural, condicionamento de ar
(aquecimento/resfriamento) ou producao de energia termoelétrica. Em qualquer
sistema de condutas ha perda de energia do escoamento por atrito viscoso, que
também é chamada de perda de carga. Quanto maior for a perda de carga, maior
sera a poténcia de bombeamento necessaria.

A perda de carga num sistema de condutas pode ser classificada em:
localizada ou distribuida. As perdas localizadas sao causadas pela recirculagcédo
gerada por componentes como contragdes, expansodes, valvulas, curvas, etc.,
enquanto que a perda distribuida é causada pelo atrito ou tensao de corte ori-
ginado nas paredes da conduta. Esse atrito pode ser quantificado em termos
adimensionais pelo fator de atrito em fungcdo do numero de Reynolds e da rugo-
sidade relativa da conduta. Para um escoamento laminar, esse fator de atrito é
calculado analiticamente. Para um escoamento turbulento, esse fator de atrito &
dado frequentemente pela equacdo de Colebrook (1939), desenvolvida a partir
de dados experimentais.

A equacao de Colebrook é considerada o padrao para a determinacao
do fator de atrito turbulento, no entanto ela é implicita, ou seja, o fator de atrito
€ dado em funcéo de si préprio, e portanto deve ser calculada iterativamente.
Apesar de convergir para valores suficientemente precisos em poucas iteragoes,
o célculo iterativo consome muito tempo computacional em simulagdes de gran-
des sistemas de condutas. Como alternativa a correlacdo de Colebrook, varias

aproximacoes explicitas para o calculo do fator de atrito ja foram introduzidas



por diferentes autores. Essas correlagdes explicitas podem reduzir o tempo com-
putacional em programas de simulagdo, mas os valores calculados podem dife-
rir significativamente dos valores padréao obtidos pela equacéo de Colebrook. A
busca e/ou analise das correlagdes explicitas mais precisas podem melhorar a

fiabilidade dos resultados obtidos em programas de simulagéo.
1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho foi o de realizar uma andlise comparativa,
tanto da precisdo quanto do tempo computacional, entre a equacao de Colebrook
e as correlagdes explicitas para o fator de atrito disponiveis na literatura. Os

objetivos especificos desse trabalho foram:

* Revisar a literatura das principais correlacdes explicitas para o fator de

atrito.
+ Avaliar o tempo computacional das correlacdes explicitas.

+ Avaliar o tempo computacional dos métodos de célculo iterativo da equagéo
de Colebrook.

+ Avaliar a precisao das correlacoes explicitas em relacéo a equacéao de Co-

lebrook.

» Recomendar as correlagbes explicitas com o melhor equilibrio entre preci-

sédo e tempo computacional.
1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

O texto esta organizado para apresentar de modo légico e sequencial o
tema do trabalho, as ferramentas e a metodologia utilizada na busca dos objeti-
VoS, € 0s resultados alcangados.

No Capitulo 2 apresenta-se uma revisdo de literatura sobre o fator de
atrito em condutas. A equagao implicita de Colebrook, os métodos de célculo
iterativo e as correlagdes explicitas do fator de atrito sdo discutidos. Trabalhos

semelhantes ja realizados por outros autores sdo brevemente apresentados.



No Capitulo 3 sdo apresentados os métodos usados na analise com-
parativa das correlacoes. Foram avaliados a precisdo das correlagdes explicitas
em relacdo a equacao de Colebrook e também o tempo computacional tanto das
correlagbes explicitas quanto dos métodos iterativos de calculo da correlagéo
implicita de Colebrook.

No Capitulo 4 sdo apresentados e discutidos os resultados das avali-
acbes da precisao e do tempo computacional. Todas as correlagées explicitas
avaliadas foram classificadas em ordem de preciséo e de velocidade computaci-
onal, e foram determinadas as correlacdes com melhor equilibrio entre precisao
de tempo computacional. Por fim, os resultados obtidos sdo concluidos no Capi-
tulo 5.






2 REVISAO DE LITERATURA

No Capitulo 2, apresenta-se uma revisao de literatura sobre o fator de
atrito em condutas. Discute-se a equacao implicita de Colebrook e as correla-
¢Oes explicitas alternativas, bem como os métodos de célculo iterativo. Trabalhos

semelhantes ja realizados por outros autores sdo brevemente apresentados.
2.1 FATOR DE ATRITO EM CONDUTAS

O escoamento de fluidos através de condutas € amplamente utilizado
em varias aplicagbes agricolas, industriais, comerciais e até residenciais, como
abastecimento de agua, irrigacao, transporte de petrdleo ou gas natural, proces-
S0s quimicos, refrigeracdo, condicionamento de ar, producao de energia terme-
|étrica, energias renovaveis, etc. Um parametro fundamental no projeto de siste-
mas de condutas € a perda da energia mecéanica do escoamento causada pelo
atrito viscoso. Essa perda de carga € um dos fatores que influenciam a queda
de presséo ou, mais especificamente, o gradiente de pressédo. Alem dela, pode
ter a contribuicdo gravitacional e de aceleracao do escoamento. Em unidades
de metros de coluna de fluido, a equacéo da conservacao da energia entre dois

pontos num sistema de condutas € definida como:

P V2 P. v}
<_1 + al_l + Zl) + hbomba - (_2 + 042—2 + ZQ) + htu’/‘bina + hl (1)
Py 29 Py 2g

onde P é a pressao, p € a massa volumica do fluido, g é a aceleracao gravita-
cional local, o € o fator de correcdao da energia cinética, cujo valor é 2 para o
escoamento laminar e aproximadamente 1 para o escoamento turbulento, V é a
velocidade média do escoamento, z € a altura do fluido em relagdo a um refe-
rencial arbitrario, h..... € @ carga adicionada ao escoamento por componentes
de bombeamento, h;,,1:n. € @ carga util removida do escoamento por componen-
tes como turbinas, motores hidraulicos, etc., e h; é a perda de carga por atrito
ViSC0sSO.

Quanto maior for a perda de carga, maior sera a poténcia de bombea-



mento necessaria para manter o escoamento. Portanto, avaliar essa perda de
energia Util e as suas causas é fundamental para um projeto adequado de siste-
mas de condutas. A perda de carga pode ser dividida em dois tipos: localizada
e distribuida. As perdas distribuidas, também chamadas de perdas maiores por-
que, geralmente, sdo responsaveis pela maior fracdo da perda de carga total,
sdo causadas pelo atrito viscoso ou pelas tensdes de corte originados nas pa-
redes da conduta. Essas perdas distribuidas ou maiores podem ser calculadas

pela equacao de Darcy-Weisbach, que é definida como:

hig=A—=— 2
=255 @

onde h,; 4 € a perda de carga distribuida, X € o fator de atrito de Darcy-Weisbach,
L é o comprimento do segmento da conduta, que deve ser retilineo, e D é o
didmetro interno da conduta. O fator de atrito de Darcy-Weisbach € assim deno-
minado em homenagem aos engenheiros Henry Darcy e Julius Weisbach, mas
também €& comum a denominagéo fator de atrito de Fanning em homenagem ao
engenheiro John Fanning, que é definido como Ay = A\ /4.

As perdas localizadas, que também sdo chamadas de perdas menores,
sdo causadas pela recirculagdao e mistura turbulenta causada por componentes
como entradas, saidas, contracdes, expansodes, curvas, valvulas, juncoes, etc.
Essas perdas locais ou menores podem ser definidas como:

hyy = Kz;/—; = A%Z—; (3)
onde h;; é a perda de carga localizada, K, € o coeficiente de perda do compo-
nente (adimensional) e L. € o comprimento de conduta equivalente. Tanto o coefi-
ciente de perda como o comprimento equivalente de um componente dependem
da sua geometria, da rugosidade da sua superficie e do nimero de Reynolds
do escoamento. Existem tabelas com valores representativos para componentes
semelhantes, mas, por exemplo, o coeficiente de perda de duas valvulas aparen-
temente idénticas de dois fabricantes diferentes podem diferir significativamente.

Além da propria perda de carga, o fator de atrito também é usado na

Equacéo (4), que € correlagao de Gnielinski (1975) para o calculo do numero de



Nusselt usado no calculo da transferéncia de calor convectiva em condutas.

Nu — (A/8) (Re — 1000) Pr (4)

1.07 + 12.7 (A/8)"/? <Pr2/3 . 1)

onde Nu é o numero de Nusselt e Pr € o nimero de Prandtl do fluido.
O fator de atrito para o escoamento laminar pode ser determinado ana-
liticamente em fung¢édo apenas do niumero de Reynolds. Para condutas de secéo

transversal circular temos que:

64
" Re
em que Re € o numero de Reynolds, que é definido como:

A

R PVD _VD ©
0 v

onde 1 é a viscosidade dindmica e v é a viscosidade cinematica do fluido.

Para o escoamento turbulento o fator de atrito ndo pode ser determinado
analiticamente e deve ser calculado por equagdes empiricas, como a correlacao
de Colebrook (1939).

2.2 EQUACAO DE COLEBROOK

A superficie interna de qualquer conduta possui rugosidade em funcao
do seu material, do processo pelo qual foi fabricada, do seu estado de conser-
vagao, etc., no entanto, o escoamento turbulento pode ser considerado hidrau-
licamente liso ou rugoso. Conforme mostra a Figura 1, mesmo no escoamento
turbulento, ha uma subcamada laminar em contato com a superficie interna da
conduta.

Conforme explicado por Brki¢ (2011), se a rugosidade da conduta é me-
nor que a espessura da subcamada laminar, ela tem influéncia desprezivel no
fator de atrito. Portanto, assim como no escoamento laminar, o fator de atrito é
influenciado apenas pela viscosidade do fluido e é apenas fungdo do numero de
Reynolds, o que caracteriza o escoamento hidraulicamente liso. Se o0 numero de
Reynolds é suficientemente grande, a subcamada laminar passa a ser desprezi-

vel e o fator de atrito passa a ser em fungé@o apenas da rugosidade relativa da



Camada turbulenta Camada turbulenta

Subcamada laminar

Parede da conduta Parede da conduta

Hidraulicamente liso Hidraulicamente rugoso

Figura 1 — Caracterizacdo dos escoamentos turbulentos hidraulicamente lisos e rugosos
em funcao da interacao entre a subcamada laminar e a rugosidade superficial
da conduta. Fonte: Brkic¢ (2012).

conduta, o que caracteriza o escoamento hidraulicamente rugoso. Na regido de
transicao entre esses dois extremos, onde os picos da rugosidade trespassam a
subcamada laminar, o fator de atrito passa a ser em funcao tanto do nimero de
Reynolds quanto da rugosidade relativa.

Segundo Colebrook (1939), os resultados experimentais de Prandtl, von
Karman e Nikuradse com um escoamento turbulento foram introduzidos nas

Equagdes (7) e (8) para os regimes hidraulicamente liso e rugoso, respectiva-

mente.
1 Rev/\
e 2log, (ﬁ) (7)
1 3.7
VO 2logg (e/_D> (8)

onde ¢ é a rugosidade hidraulica equivalente da superficie interna da conduta
(absoluta) e ¢/ D é a rugosidade relativa da conduta. Colebrook (1939) observou
que € possivel combinar essas equagdes e propds a Equagéo (9), que € valida

também para a transicao liso-rugoso.

- e/_D 2.51
ﬁ = —2logy < X + —Re\/x> (9)

Para valores suficientemente pequenos de rugosidade relativa, isto €,
guando a espessura da subcamada laminar € maior que a altura da rugosidade
da conduta, a Equacéao (9) torna-se a Equacéo (7), para o escoamento hidraulica-

mente liso. Ja para valores suficientemente grandes de niumero de Reynolds, isto



€, quando a espessura da camada laminar € menor que a altura da rugosidade da
conduta, a Equacéo (9) torna-se a Equacao (8), para o regime hidraulicamente
rugoso.

A Equacao (9), que também é conhecida como equacao de Colebrook-
White devido a contribuicado de White ao trabalho de Colebrook (1939), foi vali-
dada com dados experimentais em condutas comerciais. Essa equagéo é consi-
derada a expressao padrao para o calculo do fator de atrito turbulento tanto em
condutas circulares e nao circulares. O famoso diagrama de Moody (1944), que
€ a representacao gréafica do fator de atrito, Figura 2, usa a equacao de Cole-
brook para o fator de atrito turbulento para o dominio de 4000 < Re < 10% e
0< ¢/D <0.05.

0.10
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Figura 2 — Diagrama de Moody. O eixo vertical esquerdo representa o fator de atrito de
Darcy-Weisbach, o eixo horizontal representa o numero de Reynolds e o eixo
vertical direito representa a rugosidade relativa. Fonte: White (2011).

E possivel observar na Figura 2 que o fator de atrito laminar diminui con-
forme o nimero de Reynolds aumenta até ao valor de aproximadamente 2300,
que € quando comeca a transi¢cao laminar-turbulento. No regime turbulento, que
€ para valores maiores que 4000 para Reynolds, o fator de atrito diminui com

o aumento do numero de Reynolds até atingir 0 escoamento hidraulicamente



rugoso onde o seu valor dependente apenas da rugosidade relativa, o que é
caracterizado pelas linhas horizontais no diagrama.

Segundo Lira (2013), é valido destacar que a aplicacdo da equacao de
Colebrook para o projeto de condutas depende de medi¢cbes experimentais de
rugosidade relativa e numero de Reynolds, e portanto o fator de atrito carrega as
incertezas intrinsecas dessas medicdes. Por exemplo, os experimentos de Niku-
radse que resultaram nas Equagdes (7) e (8), e que sdo os alicerces da equacao
de Colebrook, foram realizados em condutas onde a rugosidade foi criada com
graos de areia de tamanhos uniformes colados em suas superficies internas.
Portanto, a rugosidade absoluta usada nessas equagdes é uma rugosidade hi-
draulica equivalente que deve ser obtida através de testes com escoamentos
na conduta. Ha tabelas com valores de rugosidade representativos em livros de
mecanica dos fluidos, por exemplo, em White (2011), mas os valores de rugosi-
dade hidraulica sdo apresentados com incertezas de até 70%. Como alternativa,
Farshad e Rieke (2002) alegam que o fator de atrito pode ser calculado com base
na rugosidade média Rz, que pode ser facilmente medida com um perfilémetro,
mas o fator de atrito calculado dessa forma e o fator de atrito obtido através de
testes com escoamentos na conduta diferem em média 6.75% com desvio pa-
drao de 4.68%. Segundo eles, a rugosidade média representa adequadamente
0s picos de rugosidade que trespassam a subcamada laminar e aumentam a
perda de energia por atrito viscoso.

A equagéo de Colebrook é implicita no fator de atrito, ou seja, o fator de
atrito é em fungao de si préprio nessa expressao, portanto deve ser calculado
iterativamente. Essa caracteristica é consequéncia da equacao implicita respon-
savel pelo regime hidraulicamente liso. Como alternativa a esse célculo iterativo,
varias equacoes explicitas para o fator de atrito turbulento foram propostas desde
entdo. Algumas sédo apenas aproximacoes para a equacgao de Colebrook, outras
sédo baseadas em novas teorias para o escoamento turbulento ou em dados ex-
perimentais recentes. Nas secbes seguintes sdo apresentados os métodos nu-

méricos de calculo da equacao de Colebrook e também as correlagdes explicitas.
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2.3 CALCULO DA EQUAGAO DE COLEBROOK

O calculo do fator de atrito através da equacao de Colebrook é equiva-
lente a solucionar, para um dado par de rugosidade relativa e nimero de Rey-

nolds, a equacao nao linear que é definida como:

1 e/D 251\

Essa solugdo é obtida através dos métodos numéricos de calculo de
raizes ou zeros. Os principais sdo os métodos iterativos da bisseccéao, da falsa
posicdo, do ponto fixo, de Newton-Raphson e da secante. Nesses métodos, a
partir de uma aproximacao inicial, o fator de atrito é calculado repetidas vezes
e converge para seu valor real conforme as iteragcées séo realizadas. Este pro-
cesso é interrompido quando € atingido um critério de paragem ou convergéncia,
que pode ser tanto uma diferenca suficientemente pequena entre os fatores de
atrito de duas iteragcdes consecutivas quanto um valor de f (\) suficientemente
proximo de zero.

No método da bisseccao, que também é conhecido como método da
dicotomia, sdo usados dois valores inciais: \, e \;. O fator de atrito deve estar
contido no intervalo definido por esses valores. O processo iterativo consiste em

reduzir esse intervalo através do seu ponto médio e é definido como:

onde )\; é o fator de atrito na iteracdo i. Esse novo fator de atrito substitui A\, ou
A\, de forma que f(A,) f (N\y) < 0, e 0 processo é repetido até que a condigao de
paragem seja atingida.

O método da falsa posicao é semelhante ao método da bissecg¢do. A
unica diferenca € que o novo fator de atrito ndo é obtido através de uma média

simples, mas sim através de uma média ponderada, que é definida como:

N — Aaf (M) = Ao f (Xa)
T ()

Os métodos da bisseccao e da falsa posicao precisam de duas aproxi-

—~1,2,... (12)

magaoes iniciais que definem um intervalo que contém o fator de atrito real. Uma
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maneira de garantir isso para qualquer fator de atrito no diagrama de Moody é
usar os valores 0.005 e 0.08 porque esse intervalo contém os fatores de atrito
minimo e maximo, conforme mostra a Figura 3. O fator de atrito € minimo para
rugosidade relativa nula e nimero de Reynolds maximo, e € maximo para rugo-

sidade relativa maxima e nimero de Reynolds minimo.

—¢/D = 0.05,Re = 4000
---¢/D=0,Re = 10"

L “oooses,0) ——— (0.07699,0)

a 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 3 — Graficos de f (\) para os valores minimo (A = 0.00594) e maximo (A = 0.07699)
do fator de atrito no diagrama de Moody.

Para a equacéo de Colebrook, o método do ponto fixo, que também &
conhecido como método das aproximacgdes sucessivas, pode ser conveniente-

mente definido como:

1 D 251
—:—210g10<6/ 420 ) i=1,2,... (13)

377 Re\/)\i,1

Esse método € de aplicagdo simples porque tem a mesma forma que

a equacao de Colebrook original e precisa apenas de uma aproximacao inicial
maior que zero para garantir a convergéncia.

No método de Newton-Raphson, f (\) é aproximada pela reta tangente
no ponto \;_;. A interseccao entre essa reta e o eixo f (\) = 0 resulta num novo

ponto \; e, se o critério de paragem nao for atingido, o processo é repetido. A
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equacao iterativa é definida como:

i = Aio1 — ;/((i\\l__ll)), =1,2,... (14)
em que [’ (\) é a derivada definida como:
N ap (€/D | 251\
J' ) = —5ym — 251 [111 10 ReX <3'7 + 2o (15)

O método da secante é semelhante ao método de Newton-Raphson, mas
a reta tangente é substituida por uma reta secante. Com dois valores iniciais sufi-
cientemente préximos, é possivel estabelecer uma reta secante suficientemente

aproximada da reta tangente. O processo iterativo pode ser definido como:

(Aim2 = A1) £ (Niz1) /f (Niz2)
L= f i) /f(Ni2)]

Uma desvantagem dos métodos de Newton-Raphson e da secante € que

No= A — i=1,2,... (16)

a convergéncia ndo é garantida para quaisquer valores iniciais. E possivel obser-
var na Figura 3 que se a aproximacao inicial nao for suficientemente pequena,
a reta tangente ou secante pode cruzar o eixo f(A) = 0 em fatores de atrito
negativos e, assim, o célculo diverge.

Todos os cinco métodos numéricos podem ser usados para calcular a
equacao de Colebrook, mas o niumero de iteracées necessarias, e portanto o
tempo computacional, depende do método escolhido. Informacdes detalhadas
sobre os métodos iterativos de célculo de raizes ou zeros podem ser encontradas

em livros de calculo numérico, por exemplo, em Fernandes (1998).
2.4 CORRELACOES EXPLICITAS E TRABALHOS SEMELHANTES

As correlacdes explicitas permitem calcular o fator de atrito diretamente,
l.e. sem a necessidade do uso dos métodos iterativos. Muitas foram sugeridas
desde a introdugéo da equacao de Colebrook ha 80 anos. Também ja foram re-
alizados varios trabalhos de avaliacdo da precisao e até mesmo da eficiéncia
computacional dassas correlacées. Geni¢ et al. (2011) analisaram 16 correla-

coes, desde a correlagcdo de Moody (1947) até a de Fang, Xu e Zhou (2011),
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usando como critérios de precisdo os erros relativos maximo positivo, maximo
negativo e médio, o coeficiente de correlacao, o desvio padrao e também o Cri-
tério de Informacao Akaike (AlIC), o qual penaliza a complexidade computacional
e serve como parametro de eficiéncia computacional. A equacao de Colebrook
foi calculada iterativamente com uma precisdo de 10-8. O dominio de andlise
foi constituido de um milhdo de pontos nos intervalos 4x10% < Re < 10% e
0< ¢/D <0.05.

Winning e Coole (2013) realizaram um trabalho numérico semelhante
com 18020 pontos num dominio de 901 valores em 4x10% < Re < 4x108
e 20 valores em 107 < ¢/D < 10~!. Para 28 correlagdes explicitas, desde
Moody (1947) até Fang, Xu e Zhou (2011), eles analisaram os erros absoluto e
relativo, médio e maximo, e também o erro quadratico médio. Além disso, eles
determinaram a eficiéncia computacional dessas correlacdes através da medicao
dos seus tempos computacionais e do tempo computacional do célculo iterativo
da correlacdo de Colebrook com precisdo de 10~°.

Ja Offor e Alabi (2016) trabalharam com 17 correlagdes, desde a pro-
posta de Swamee e Jain (1976) até a de Ghanbari, Farshad e Rieke (2011).
Como critérios de precisao, eles usaram os erros absoluto e relativo, tanto mé-
dio como maximo, e também o erro quadratico médio. A equacao de Cole-
brook foi calculada com uma precisdo de 10~° e foram usados 28000 pontos
em4x10® < Re <10°e107% < ¢/D <0.05.

Um estudo mais recente foi realizado por Brki¢ e Cojbasi¢ (2017), que
avaliaram 25 correlagdes explicitas, desde Moody (1947) até Ghanbari, Farshad
e Rieke (2011), e também propuseram formas otimizadas para elas. Eles usaram
algoritmos genéticos para otimizar os valores dos fatores, expoentes e parcelas
dessas correlacdes visando minimizar o erro relativo maximo, mas em muitas
delas o erro relativo médio aumentou. Essa avaliagdo foi feita num dominio de
37 valores em 10* < Re < 10% e 20 valores em 105 < ¢/D < 107}, resul-
tando em 740 valores de fator de atrito. O critério de paragem do calculo iterativo
da equacao de Colebrook foi uma diferenca entre duas iteracées consecutivas
menor que 10~7.

A seguir sao apresentadas 43 correlacdes explicitas por ordem cronolé-
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gica, desde a correlagao proposta pelo proprio Moody (1947) até as aproxima-
coes introduzidas por Brki¢ e Praks (2019). Também sao apresentados os erros
relativos médio e maximo segundo Winning e Coole (2013) e/ou Brkié e Cojbasic¢
(2017). Essa lista visa apresentar as principais correlagées explicitas ja propos-
tas, mas ela nao é exaustiva. Outras correlacoes foram excluidas devido a nao
disponibilidade da referéncia de origem, ou devido a grande semelhanca com as
correlagdes apresentadas, ou ainda devido a excessiva complexidade das equa-
coes.

A Equacdo (17) foi criada por Moody (1947). Segundo Brkié¢ e Cojbasié
(2017), ela provoca um erro medio de 4.5795% e um erro maximo de 21.4855%,
relativos a equacado de Colebrook. Segundo Winning e Coole (2013), a Equa-
cao (17) leva a um erro médio de 6.098% e um erro maximo de 26.58%.

108\ /3
A =0.0055 |1+ (2 X 1045 ¢ —) (17)

D Re

Eck (1966) recomendou a Equacao (18), cuja autoria ele atribuiu a Pecor-
nik. Segundo Brki¢ e Cojbasié (2017), os erros médio e maximo sao, respectiva-
mente, 1.9256% e 8.1953% para a Equacéao (18). Esses valores concordam com
os obtidos por Winning e Coole (2013), que sdo 1.503% para o erro médio e

8.209% para o0 erro maximo.

\ 0.25
 {log,, [15/Re + (¢/D) /3.715]}?

A forma otimizada da Equacdo (18), proposta por Brki¢ e Cojbasi¢

(18)

(2017), é definida conforme a Equacao (19). Seus erros médio e maximo sao,
respectivamente, 1.6722% e 5.6955%.

14.064 ¢/D \] 2

Wood (1966) sugeriu a Equacao (20), que nao é vélida para condutas

lisas, i.e. com rugosidade relativa nula. A Equacao (20) causa erros médio e
méaximo de 3.7011% e 23.7204% de acordo com Brki¢ e Cojbasi¢ (2017), e de
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3.876% e 28.25% segundo Winning e Coole (2013).

A= 0.53% +0.094 (%)O'm 488 (%)0'44 Ret (20)
onde:
4 16 <%)0.134 (21)

Churchill (1973) associou a Equacao (8), para o regime hidraulicamente
rugoso, e a correlacao explicita para o regime hidraulicamente liso proposta pelo

proprio Colebrook (1939), que é definida como:

1 Re

O resultado foi a Equacao (23), que é valida para qualquer numero de
Reynolds turbulento e rugosidade relativa em condutas comerciais. O seu erro

meédio é de 0.492% e o seu erro maximo é de 3.407% conforme Winning e Coole

(2013).
- ¢/D 7\ 09 -2
A= {—210g10 [W + (ﬁ) } (23)

O mesmo Churchill (1977) apresentou uma correlagdo valida também

para os regimes laminar e de transicao laminar-turbulento. Ele combinou a Equa-
cao (5), para regime laminar, a Equacéao (23) e uma correlacao para a regiao de
transicdo laminar-turbulento desenvolvida por ele com base em dados experi-
mentais. O resultado foi a Equacgéo (24), que possui um erro médio de 0.475% e

um erro maximo de 16.31% de acordo com Winning e Coole (2013).

12 1/12
8 1
A=28 (§) + m (24)
sendo:
1 16
Ay = {2.4571n [ ]} (25)
(7/Re)™® 4-0.27 (¢/ D)
B, - (3715630)16 (26)
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Por ajuste de curva de valores calculados pela equacao de Colebrook,
Swamee e Jain (1976) sugeriram a correlagao explicita para o regime hidraulica-
mente liso que € definida como:

0.25

A= 2 (27)
[logy, (5.74/Re”?) ]

e, combinando-a com a Equacéao (8), que é para o regime hidraulicamente ru-

goso, propuseram a Equacao (28). Essa correlacao explicita apresenta um erro
médio de 0.4314% e um erro maximo de 2.1872% segundo Brkié e Cojbasié
(2017), e causa um erro meédio de 0.478% e um erro maximo de 3.343% se-

gundo Winning e Coole (2013).

\ = 0.25
{log [(¢/D) /3.7 + 5.74/Re?] }?
Swamee (1993) apresentou a Equagéo (29), que é a combinagdo da

(28)

Equacéo (5), para o regime laminar, e da Equacao (28), e portanto é valida tam-
bém para o escoamento laminar.

_16Y) 0125
64" ¢/D  5.74 2500\ °
={ (= Sl 2=+ =5 ) - 2
A {(Re) 95 n(3.7+ReO'9) (Re) } (29)

Chen (1979) introduziu a Equacgao (30), que é valida para qualquer nu-

mero de Reynolds turbulento e rugosidade relativa. A Equacao (31) € a forma

otimizada da Equagao (30) conforme Brki¢ e Cojbasi¢ (2017).

¢/D  5.0452 1 seyt1008  5850671)) 7
A= (-2l - 1 — =
( P60 {3.7065 Re o0 {2.8257 <D> + ReO-8981] }) (30)

¢/D  4.933 1 /e\t109 589 -
A= <_2‘00310g10{3.689_ Re 0810 [2.762 (5) +Re0-923”) 81

A Equacao (30) apresenta um erro médio de 0.1229% e um erro maximo

de 0.3649%, relativos a correlagdo de Colebrook, e a Equagéo (31) possui um
erro médio de 0.0808% e um erro maximo de 0.1851% de acordo com Brki¢ e
Cojbasié (2017). Segundo Winning e Coole (2013), a Equacéo (30) tem um erro

médio de 0.097% e um erro maximo de 0.3387%.
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Round (1980) recomendou a Equacéao (32) como uma melhoria de uma
correlacao cuja autoria ele atribuiu a Altshul. Ela é vélida para qualquer nimero
de Reynolds turbulento e rugosidade relativa no diagrama de Moody. A Equa-

c4o (32) otimizada por Brki¢ e Cojbasié (2017) é a Equacéo (33).

r Re -~
\ = {1.8 logy 10.135Re (¢/D) + 6.5] } .
r Re -~

Winning e Coole (2013) concluiram que a Equacéao (32) leva a um erro
médio de 4.474% e um erro maximo de 13.15%. J& segundo Brki¢ e Cojbasic¢
(2017), a Equagéo (32) leva a um erro medio de 4.0149% e um erro maximo de
10.9183%, e a Equacao (33) tem um erro médio de 2.6418% e um erro maximo
de 5.5094%.

Shacham (1980) usou apenas uma iteragdo do método de Newton-
Raphson na equacéao de Colebrook e introduziu a Equacgéo (34). Ele usou o valor
médio de 0.03 como valor inicial para o fator de atrito, porque, de acordo com o

diagrama de Moody, o fator de atrito deve estar entre 0.005 e 0.08.

¢/D 251\
onde:
_¢/D 5.02 e/D 14.5
A =57 ~ Re 19810 ( 57 T Re ) (35)

Barr (1981) combinou uma nova correlagao explicita para o regime hi-
draulicamente liso com a Equacao (8), que é para o regime hidraulicamente ru-

goso, e aplicou algumas correcdes que resultaram na correlacédo definida como:

— (2108, 4 /P 4.518log,, (Re/7) ;
A= ( 21 glo{ 37 ' Re[l+ (Re%2/29) (¢/D)0] }> >

Segundo Brki¢ e Cojbasi¢ (2017), a Equacéo (36) possui um erro médio

de 0.0548% e um erro maximo de 0.2774%, relativos a equacao de Colebrook.
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Ja segundo Winning e Coole (2013), a Equacéao (36) apresenta um erro médio
de 0.063% e um erro maximo de 0.5533%.

Zigrang e Sylvester (1982) introduziram a Equacao (37) através da apli-
cacao do método das aproximacgoes sucessivas na equacgao de Colebrook com
trés iteracdes e 0.04 como valor inicial do fator de atrito. Os erros médio e ma-
ximo obtidos sao, respectivamente, 0.0696% e 0.1385% de acordo com Brkic¢ e
Cojbasi¢ (2017), e 0.019% e 0.1305% segundo Winning e Coole (2013).

¢/D  5.02 ¢/D  5.02 ¢/D 13 -
A= —2logyy 4 L2~ 2 0g, [ L2 2 g (L2 4 22 7
( Ogm{ 37  Re o037 Re 0W ( 37 Re>”) (37)

Brki¢ e Cojbasi¢ (2017) recomendaram a Equagao (38) com a forma oti-
mizada da equacdo Equacao (37). Essa correlagdo causa um erro médio de
0.0521% e um erro maximo de 0.0831%.

D . D . -2
- {_2‘001210&0[ ¢/D 5.0605 1og10( ¢/D  5.0605 10g10A4>” (38)

3.7027 Re 3.7027 Re
sendo:
¢/D 12.513
1= 37027 T Re (39)

Haaland (1983) recomendou uma correlacdo explicita que combina a
Equacgéo (8), para o regime hidraulicamente rugoso, com a correlagdo explicita

para o regime hidraulicamente liso que € definida como:

1 Re

que ele atribuiu a Colebrook. Essa correlacao difere daquela usada por Churchill
(1973) apenas pela troca do fator 7 por 6.9. E notavel que as correlagdes de-
senvolvidas por Haaland e Churchill sdo praticamente as mesmas, mas Haaland

sugeriu apresentar sua correlagdo conforme a Equacgao (41).

6.9 e/D\ ! -2

A Equacao (41) leva a um erro médio de 0.4657% e um erro maximo de
1.4083% segundo Brkié e Cojbasi¢ (2017), e segundo Winning e Coole (2013)

0s erros médio e maximo sao 0.373% e 1.434% .
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Chen (1984) introduziu uma nova correlacdo com base na correlagdo
explicita para o regime hidraulicamente liso, cuja autoria ele atribui a Blasius,

que é definida como:

A = 0.3164Re "% (42)

Ele desenvolveu a Equacgao (43), que é valida para todo o regime turbu-
lento. Ela apresenta um erro médio de 7.4537% e um erro maximo de 27.5074%,
relativos & equacdo de Colebrook, conforme Brki¢ e Cojbasié (2017). O préprio
Chen reconheceu que sua correlagdo nao apresenta alta precisdo, principal-
mente para valores altos de numero de Reynolds porque a propria correlacdo

de Blasius nao é precisa nesse intervalo.

1 0.3
A =0.3164 (W + 0.11%) (43)

Serghides (1984) introduziu a Equacéo (44). Segundo Brki¢ e Cojbasié
(2017), essa correlagéo possui um erro médio de 0.0508% e um erro maximo de
0.1385%, relativos a equacao de Colebrook. Segundo Winning e Coole (2013),
a Equacéo (44) é muito mais precisa porque causa um erro médio de 0.006% e
um erro maximo de 0.02372%. Este € o melhor exemplo da disparidade entre os

valores de erro alegados por diferentes autores.

= @9
sendo:
As = —2logy, (63/—? + %) (45)
By = —2logy, (68{.17) + 2";;45> (46)
Cs = —2logy, (63/? + 2';155) (47)

A Equacao (48) € a forma otimizada da correlagao de Serghides segundo

Brki¢ e Cojbasi¢ (2017). Comparada a equagcao original, apenas os coeficientes

20



12 e 3.7 foram trocados por 12.585 e 3.71, respectivamente. A Equacao (48)

causa um erro médio de 0.0004% e um erro maximo de 0.0026%.

A=A Aﬁ( ?62_19;41) 206 4o
onde:

Ag = —2log;, (;/—71; + 125685) (49)

Bs = —2logy, (2/71; + 2';16:46) (50)

Cs = —2logy, (;/7? n 2';156) (51)

Manadilli (1997) propds a Equagdo (52). Segundo Brkié e Cojbasié
(2017), a Equacao (52) apresenta um erro médio de 0.3716% e um erro ma-
ximo de 2.0651%. Ja Winning e Coole (2013) verificaram que a Equacao (52)

possui um erro médio de 0.393% e um erro maximo de 2.710%.

- {_210&0 <6/D L% 96.82)]_ 52)

3.70  Re%9%3 Re
Através de uma regressao nao linear multivariavel em valores calcula-

dos pela correlagdo de Colebrook, Romeo, Royo e Monzdn (2002) sugeriram a
Equacéo (53), que segue o mesmo formato da correlagdo proposta por Zigrang
e Sylvester (1982).

D 5.0272 D 4.567 -2
A= {—210g10 [ ¢/ logy (L —— logyg A?)} } (53)

3.7065  Re 3.827 Re
onde:
A B E/D 0.9924 + 53326 0.9345 (54)
T\ 7.7918 208.815 + Re

A Equagao (55) é a forma otimizada por Brkié e Cojbasié (2017) da Equa-
cao (53).

D 4 -
A= {—QIng {E/—D L logy ( ¢/ 725 logy, As)} } (595)

3.7106 Re 3.8597 R
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sendo:

A B E/D 0.9685 + 49755 0.0,8759 (56)
® ~ \ 7.646 206.2795 + Re

De acordo com os resultados de Winning e Coole (2013), os erros médio
e maximo da Equacéo (53) sao, respectivamente, 0.057% e 0.1226%. Segundo
Brki¢ e Cojbasi¢ (2017), a Equacédo (53) leva a um erro médio de 0.0544% e
um erro maximo de 0.1345%, e a Equacao (55) apresenta um erro médio de
0.0037% e um erro maximo de 0.0083%.

Sonnad e Goudar (2006) introduziram a Equacao (57). Eles reformula-
ram a equacao de Colebrook e aplicaram algumas simplificacées. Segundo eles,

a sua correlacado € matematicamente equivalente a equacao de Colebrook.

-2
} (57)

Ay = 0.124%1% +In (0.4587Re) (58)

0.4587Re
A= {0868611’1 [W

sendo:

A Equagéo (57) apresenta um erro médio de 0.2167% e um erro maximo
de 0.8007% segundo Brkié e Cojbasi¢ (2017), e causa um erro médio de 0.174%
e um erro maximo de 0.9688% de acordo com Winning e Coole (2013). Essa
correlacao foi otimizada por Vatankhah (2014) e o resultado é Equacao (59).
Segundo o proprio Vatankhah, sua correlagdo tem um erro maximo em relagcéao

a correlacao de Colebrook de 0.022%.

0.4599Re
A= {0.8686ln (A — 0'2753)/!10/(1410-&-0-9741)] } (59)
onde:
Ay = o.m%ae + In (0.4599Re) (60)

Buzzelli (2008) apresentou a Equacao (61), baseada na equagéo de Co-

lebrook, para calcular o fator de atrito em um Unico passo.

B Ay + 2logy (Bi1/Re) -
A= {A” { 1+2.18/By; (61)
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sendo:

0.774InRe — 1.41

Apy = 62
Y 141.32/¢/D (62)
Bn = /—R + 2. 51./411 (63)

3.7
A Equacao (61) apresenta um erro médio de 0.0526% e um erro ma-

ximo de 0.1385%, relativos a equacéo de Colebrook, conforme Brki¢ e Cojbasic
(2017), ou um erro médio de 0.005% e um erro maximo de 0.02355% segundo
Winning e Coole (2013). Buzzelli destacou que os valores calculados pela sua
correlagao sao ligeiramente maiores que os valores calculados pela correlagao
de Colebrook, portanto ligeiramente conservadores. A Equagéao (64) é a otimiza-
cao proposta por Brki¢ e Cojbaéié (2017) e tem um erro médio de 0.0265% e um

erro maximo de 0.0797%.

Ay +1.9999log,, (Bia/Re)] )
A= e 64
{ b { 0.9996 + 2.1018/ By (64)

sendo:

0.7314In Re — 1.3163

_ 65

210025 + 1.2435+/¢/D (63)
¢/D

12 = Re + 2. 51371412 (66)

3.7165
Avci e Karagoz (2009) recomendaram a Equacéo (67). Eles propuseram

uma nova abordagem matematica para o escoamento turbulento e dela deriva-
ram uma correlacao explicita. Eles alegam que a nova correlagao possui erro ma-
ximo de 3% relativo a resultados experimentais do fator de atrito. A Equacéo (67)
possui um erro médio de 1.2521% e um erro maximo de 4.7858% segundo Brki¢
e Cojbasié (2017), ou um erro médio de 1.716% e um erro maximo de 6.084%
de acordo com Winning e Coole (2013).

N 6.4 67)

{1nRe “ln [1 +0.01Re(e/D) (1 + 10\/6/_D>] }

A Equacao (68) foi introduzida por Papaevangelou, Evangelides e Tzimo-

poulos (2010). Ela visa limitar o erro maximo a 0.8%, relativamente a correlagéo
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de Colebrook. Segundo Winning e Coole (2013), os seus erros médio € maximo
s30 0.230% e 1.411%, mas, segundo Brkié e Cojbasié¢ (2017), sdo 0.2001% e
0.8248%.

_0.2479 — 0.0000947 (7 — logyo Re)"
{log, [(¢/D) /3.615 + 7.366/Re®*142] }*
Fang, Xu e Zhou (2011) propuseram a Equacao (69) através da regres-

(68)

séo de 1056 valores calculados pela equagao de Colebrook, cobrindo o dominio
3000 < Re <10%e0< ¢/D < 0.05. De acordo com Brki¢ e Cojbasi¢ (2017),

a Equacgéo (70) é a forma otimizada da Equacao (69).

€\11007 60525  56.2917) 2
A=1613 {m {0.234 (5> - potis Remm] } (69)
€\11007  61.948  57.4497) 2

Segundo Brki¢ e Cojbasié (2017), a Equacéo (69) tem um erro médio de
0.3101% e um erro maximo de 0.6167%, e a Equacéao (70) apresenta um erro
meédio de 0.1526% e um erro maximo de 0.5669%. Ja segundo Winning e Coole
(2013), a Equacao (69) apresenta um erro médio de 0.156% e um erro maximo
de 0.5347%.

A Equacao (71) foi recomendada por Ghanbari, Farshad e Rieke (2011)
através do ajuste de curva de 62 numeros de Reynolds para cada curva de ru-
gosidade lidos no diagrama de Moody. Contra a equacao de Colebrook, a Equa-
¢éo (71) tem um erro médio de 0.8028% e um erro maximo de 2.8962% segundo
Brki¢ e Cojbasi¢ (2017).

—2.169
e/D 1.042 2731 0.9152
A= {—1.52 log, [(%) + ( = ) (71)

Samadianfard (2012) propés a Equacéao (72). Ele usou programacéao de

expressao genética para desenvolver sua aproximacao da equacgao de Cole-

brook.

Re“’P — 0.6315093
Re!/? + Re (¢/D)

1929841 1/9
] +0.0275308 (% + e/D) 1+ Ay (72)
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sendo:

Ay — 10¢/P ] ( VD + 9.99701) 73)

(¢/D) + 4.781616 Re
Segundo o proprio Samadianfard, a Equacao (72) possui um erro mé-

dio de 0.05113% e um erro maximo de 0.08152%, relativos a equacao de Co-
lebrook. Entretanto, Vatankhah (2014) concluiu que o seu erro pode chegar a
7.374%. Segundo ele, o erro no trabalho de Samadianfard pode ter sido devido
a falta de precisao no célculo iterativo da correlacao de Colebrook. Em resposta,
Vatankhah (2014) apresentou a Equacéo (74). Segundo o proprio autor, a Equa-

¢éo (74) causa um erro maximo de 0.008%, relativo a equacao de Colebrook.

N 2.51/Re + 115134, ’ (74)
| A — (¢/D)/3.71 — 2.3026 A14 log (A14)
sendo:
.01 D
6.0173 ¢/ (75)

A= [0.07(¢/D) + Re—0% ™ * 371

Heydari, Narimani e Pakniya (2015) sugeriram a Equacgao (76). Eles usa-

ram ajuste de curva em valores calculados pela correlacdo de Colebrook. Se-
gundo seus autores, a Equacgéo (76) leva a um erro relativo médio de 0.22% e

um erro relativo maximo de 1.52%.

/D  5.74

€
A= lo.42 +16.2775 — 1.81log;, <W + o

) —54.81 (¢/D)* +A15] B (76)

onde:

/D 574\1° /D 5.74
A]_5 - 002 |:10g10 (% + ReO.g):| + 874 (E/D) loglo (% + ReO,Q) (77)

Shaikh, Massan e Wagan (2015) propuseram a Equacéao (78). Segundo
os préprios autores, essa correlacdo possui um erro medio de 0.0962%, mas

um erro maximo de 186.1135%, relativo a equacao de Colebrook. Segundo eles,
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esse erro tao elevado estd concentrado em valores baixos de rugosidade e de

Reynolds, e por isso ela é recomendada apenas para valores altos.

A=0.2 (1og10 { [1.14 — 21<):j1(e/13)]2 Re 63/.17) }) ) (78)

Brki¢ (2016) introduziu uma pequena mudanca na Equacao (78) e suge-

riu a Equagéo (79). A unica diferenga é que o expoente -2 presente no numerador
foi substituido por -0.75. Segundo ele, essa simples mudanc¢a reduz o erro rela-

tivo maximo para 6.46%.

0.75 -2
‘o <_210g10 { 2.51[1.14 — 2;;&0 (/D)™ | ;/71; }) 79)
Offor e Alabi (2016) também apresentaram uma nova correlacdo. Eles
observaram que o produto Re+/f varia linearmente com o nimero de Reynolds e
propuseram substituir esse produto, na equacao de Colebrook, por uma equacao
linear. Por ajuste de curva, eles propuseram a Equacgao (80), que, segundo 0s
autores, apresenta um erro meédio de 0.0025% e um erro maximo de 0.0664%

relativos a equacao de Colebrook.

)
¢/D  1.975 ¢/D\ 7.627

A= |21 e In | (L2 S el 80

( 0g10{3.71 Re [(3.93) " Re 13959 (80)

Beluco e Schettini (2016) introduziram a Equacéo (81). Eles propuseram

um modelo de equagao generalizado das correlagdes de Eck, de Churchill, de
Swamee e Jain, de Barr e de Haaland. Segundo os préprios autores, a Equa-
cao (81) causa um erro maximo de 4.44%, relativo a equacao de Colebrook.
Eles alegam que, para 96.78% dos pontos analisados, o erro relativo é inferior a
1%.

-2
e/D 1.0954 5.0802 0.9695
A = 0.3009 {loglo [(3 7/315) + ( = ) (81)

Segundo Biberg (2017), a Equacao (82) é uma representacdo da equa-
¢ao de Colebrook em termos da fungdo W de Lambert: W (z) = 2 /e @,
Re ¢

9987 D (82)
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em que:

In 10 Re In10 Re ¢
As = 1“( 5.02 ) "854 D (83)

Assim como a correlacdo de Colebrook, a funcdo W de Lambert nao
possui representacao explicita, mas existem expansées em série e aproxima-
cbes suficientemente precisas. A partir da Equacgéao (82), Biberg usou os trés
primeiros termos da expansao em série da funcao W de Lambert e recomendou

a Equacao (84). Ele alega que seu erro maximo € 0.153%.

2 In 10 Re 1 -2

Gregory e McEnery (2017) apresentaram a Equacéao (85). Segundo os

autores, seu erro maximo € de 1% e a maioria dos erros € menor que 0.3%,
relativos a 357 valores calculados iterativamente pela correlacdo de Colebrook

com precisdo na quinta casa decimal.

e/D  1.64A;;\]°
)\ — |:_210g10 < 37 + ReBl7 (85)
onde:
Ay = 0.9 — 4.9% 4 0.1¢400(/D) (86)
1
Bl7 = 1 (87)

4+ 0.2081n (Re/3000)
Brki¢ e Praks (2019) recomendaram a Equacao (88) e a Equacao (89).

Assim como o correlacao de Biberg, elas foram desenvolvidas a partir da repre-

sentacdo da correlacao de Colebrook através da funcéo W de Lambert.

o ] }‘2
A=1<0.8686 |As — C _— 88
{ [ ' 18+A18+318 (88)
1.0119C;s Oy — 2.3849] }‘2
A=1<0.8686 | As — Cig + 89
{ { '8 e A+ Bigs (A + 318)2 (89)
onde:
Ais = InRe — 0.779397488 (90)



_ Re(¢/D)

Big = 1
187 80878 (81)

Cis = In (A5 + Big) (92)

Segundo os seus autores, a Equacao (88) possui 0.13% como erro ma-
ximo e a Equacao (89), 0.0096%. Além disso, eles alegam que as suas cor-
relagcdes sao mais eficientes do ponto de vista da carga computacional porque
contém apenas duas funcdes logaritmicas, ja que elas possuem maior carga
computacional que as outras operagoes.

A Tabela 1 apresenta um resumo de todas as correlagdes explicitas apre-
sentadas. Daqui em diante, as correlacdes explicitas sao referenciadas pelo c6-

digo apresentado, e.g. C1 para a correlacdo de Moody (1947).
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Tabela 1 — Resumo das correlacées explicitas apresentadas neste trabalho com o seu co6-
digo, a(s) equacao(6es) correspondente(s) e o(s) seu(s) autor(es).

Correlacao Equacao(oes) Autor(es)

C1 (17) Moody (1947)

c2 (18) Eck (1966)

C3 (19) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C4 (20) e (21) Wood (1966)

C5 (23) Churchill (1973)

C6 (24), (25) e (26) Churchill (1977)

Cc7 (28) Swamee € Jain (1976)

Cc8 (29) Swamee (1993)

C9 (30) Chen (1979)

C10 (31) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C11 (32) Round (1980)

c12 (33) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C13 (34) e (35) Shacham (1980)

C14 (36) Barr (1981)

C15 (37) Zigrang e Sylvester (1982)
C16 (38) e (39) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C17 (41) Haaland (1983)

Cc18 (43) Chen (1984)

C19 (44), (45), (46) e (47) Serghides (1984)

C20 (48), (49), (50) e (51) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C21 (52) Manadilli (1997)

c22 (53) e (54) Romeo, Royo e Monzoén (2002)
C23 (55) e (56) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C24 (57) e (58) Sonnad e Goudar (2006)

C25 (59) e (60) Vatankhah (2014)

C26 (61), (62) e (63) Buzzelli (2008)

c27 (64), (65) e (66) Brki¢ e Cojbasié (2017)

ca8 (67) Avci e Karagoz (2009)

C29 (68) Papaevangelou, Evangelides e Tzimopoulos (2010)
C30 (69) Fang, Xu e Zhou (2011)

C31 (70) Brki¢ e Cojbasié (2017)

C32 (71) Ghanbari, Farshad e Rieke (2011)
C33 (72) e (73) Samadianfard (2012)

C34 (74) e (75) Vatankhah (2014)

C35 (76) e (77) Heydari, Narimani e Pakniya (2015)
C36 (78) Shaikh, Massan e Wagan (2015)
C37 (79) Brki¢ (2016)

C38 (80) Offor e Alabi (2016)

C39 (81) Beluco e Schettini (2016)

C40 (84) e (83) Biberg (2017)

C41 (85), (86) e (87) Gregory e McEnery (2017)
C42 (88), (90), (91) e (92) Brki¢ e Praks (2019)

C43 (89), (90), (91) e (92) Brki¢ e Praks (2019)
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3 METODOLOGIA

No Capitulo 3 sdo apresentados os métodos usados na andlise compa-
rativa das correlagdes do fator de atrito. Foram avaliados a precisao das correla-
coes explicitas em relacéo a equacao de Colebrook e também o tempo computa-
cional tanto das correlagdes explicitas quanto dos métodos iterativos de calculo
da correlagcao implicita de Colebrook. Todos os calculos foram codificados no
programa de computador GNU Octave versao 4.2.1 numa maquina com proces-
sador Intel Core i5-6600 3.90 GHz e RAM de 8 GB.

3.1 AVALIACAO DA PRECISAO

A precisdo, em relacdo a equacao de Colebrook, de cada uma das 43
correlagdes explicitas apresentadas na sec¢ado 2.4 e resumidas na Tabela 1, foi
avaliada através do intervalo de erros relativos (erros minimo e maximo), do erro
relativo médio e do coeficiente de determinagéo ou R2. Esse erro relativo (per-
centual) é o critério de precisdo mais comum em trabalhos semelhantes como os
apresentados na secao 2.4.

O fator de atrito foi calculado para 1688802 pontos no dominio de 402
valores de rugosidade relativa entre 107¢ < ¢/D < 0.05 e para ¢/D = 0 (0,
1.0x1075, 1.1x107¢, ..., 9.9x107%, 1.0x107°, 1.1x107°, ..., 5.0x1072) e 4201
valores de nimero de Reynolds entre 4000 < Re < 108 (4.00x103, 4.01x103,
.., 9.99x103, 1.00x10%, 1.01x10%, ..., 1.00x10%). As correlagdes foram avalia-
das em todo esse dominio porque ele corresponde ao que Moody usou no seu
diagrama. Para as correlagbes que nao admitem rugosidade relativa nula, i.e. as
correlagbes C4, C36 e C37, esse valor foi removido do dominio e 1684601 pontos
foram usados para a avaliacdo da sua precisdo. O objetivo desse elevado numero
de pontos na malha foi obter resultados com maior refinamento/resolugéo que os
trabalhos semelhantes.

O erro relativo nao é uniformemente distribuido, i.e. pontos diferentes
tém erros relativos diferentes. Para cada ponto, foi calculado a diferenga ou erro

relativo entre o fator de atrito calculado por cada uma das correlagdes explicitas
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e o fator de atrito calculado pela equacao de Colebrook. Foi usado o método de
calculo iterativo do ponto fixo, porque ele é o método mais simples, e o critério
de convergéncia foi uma diferenca absoluta entre duas iteragées consecutivas
menor que 1071, O erro relativo de cada ponto é definido como:

/\c - /\cw

onde ¢ é o erro relativo, \. € o fator de atrito calculado por uma correlagao expli-
cita e \.,, € o fator de atrito calculado pela equacao de Colebrook. O erro relativo

médio é definido como:

1 £ ’)\cz - )\cwi’
o= =y et Rewid] 94
© pz:: )\cw7i ( )

onde £ é o erro médio, p € o numero de pontos usados na avaliagdo da precisao,
A € o fator de atrito calculado por uma correlagdo explicita para o ponto e A, ;
€ o fator de atrito calculado pela equacédo de Colebrook para o ponto. O erro
relativo de uma correlacao explicita é o fator pelo qual o fator de atrito calculado
por ela &€ maior (erro relativo positivo) ou menor (erro relativo negativo) que o fator
de atrito calculado pela equacao de Colebrook. Por exemplo, um erro relativo de
1% significa que o fator de atrito € 0.01 vezes maior, i.e. 1.01 vezes, e um erro
relativo de -1% significa que o fator de atrito € 0.01 vezes menor, i.e. 0.99 vezes.
Portanto, quanto mais préximo de zero for o seu erro relativo, mais precisa € a
correlagéo explicita.

A fim de facilitar a comparacao das correlacées explicitas em relacao
ao seu erro, foram também calculados %, que é a raz&o entre 0 erro maximo
da correlacao e o menor erro maximo entre todas as correlagdes, e &, que é
a razao entre o erro médio da correlacdo e o menor erro médio entre todas as
correlagdes. Por exemplo, um ¢* igual a 1 significa que a correlagéo correspon-
dente possui 0 menor erro maximo entre todas as correlagdes, e um &* igual a
2 significa que a correlagdo correspondente possui um erro médio que é duas

vezes o valor do menor erro médio entre todas as correlagoes.
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O coeficiente de determinacéao é definido como:

p

p
R2=1=3" s = 2ei)’/ Y i = Aew)” (95)
i=1

=1
onde R? é o coeficiente de determinacéo e )., é a média dos fatores de atrito

calculados pela equacgéo de Colebrook, que é definida como:

_ 1 <&
>\cw = - Z )\cw,i (96)
P4

O coeficiente de determinagéo de uma correlacdo explicita € o fator pelo
qual o erro associado ao fator de atrito calculado por ela é reduzido em compara-
cao ao erro associado a média dos fatores de atrito calculados pela equacéao de
Colebrook, que é aproximadamente 0.025. Por exemplo, um R? de 0.99 significa
gue, na média, o erro associado a correlacao é 0.99 vezes menor, i.e. 0.01 vezes
o erro associado ao valor constante de 0.025, mas um R? negativo significa que
o erro associado a correlagdo é maior, e.g. um R? de -0.99 significa que o erro é
0.99 vezes maior, i.e. 1.99 vezes o erro associado ao valor constante de 0.025.
Portanto, quanto mais proximo da unidade for seu coeficiente de determinacao,

mais precisa é correlacao explicita.
3.2 AVALIACAO DO TEMPO COMPUTACIONAL

Recorrendo as fungdes tic e toc do programa de computador GNU Oc-
tave, mediu-se o tempo computacional para cada uma das 43 correlagdes expli-
citas e também para cada um dos cinco métodos iterativos de calculo da equacao
de Colebrook apresentados na sec¢do 2.3. Também foram medidos os nimeros
maximo e médio de iteracbes necessarias para a convergéncia de cada método
iterativo. O numero de iteragdes foi limitado a 1000, i.e. se ndo houver conver-
géncia dentro de 1000 iteracdes, entdo o calculo termina. O mesmo critério de
paragem da avaliacdo da precisao foi usado: uma diferenca absoluta entre duas
iteracdes consecutivas menor que 1019,

Os célculos iterativos da equacao de Colebrook foram realizados com va-
lores fixos e também com o auxilio das correlacdes explicitas para as condicdes

iniciais. No primeiro caso, para os meétodos iterativos da bissec¢do e da falsa
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posicado foram usados 0.005 e 0.08 como intervalo inicial, visto que esses sao
os valores minimo e maximo de fator de atrito no diagrama de Moody, i.e. qual-
quer valor de fator de atrito esta contido nesse intervalo. Para o método do ponto
fixo foi usado o valor médio desse intervalo como valor inicial, i.e. 0.0425. Para
o método de Newton-Raphson foi usado 0.005 como valor inicial porque esse
valor garante que haja convergéncia para todos os pares de rugosidade relativa
e numero de Reynolds. Para o método da secante foram usados 0.005 e 0.0055
como valores iniciais, porque assim a reta secante aproxima-se da reta tangente
e, assim como no método de Newton-Raphson, a convergéncia é garantida.

As correlag6es explicitas também foram usadas como aproximacao para
as condicoes iniciais do métodos iterativos. Apesar de aumentar o niumero de
calculos, essa aproximacao reduz o numero de iteracdes necessarias para a
convergéncia e assim pode reduzir o tempo computacional. Para os métodos
iterativos da bissecdo e da falsa posicao foram usadas as correlagbes C24 e
C25 como intervalo inicial, porque a primeira calcula fatores de atrito maiores
qgue a equacao de Colebrook e a segunda calcula fatores de atrito menores (ver
secdo 4.1), e portanto o fator de atrito esta contido entre eles. Para os métodos do
ponto fixo e de Newton-Raphson foi usada a correlagcdo C25 como valor inicial, e
para o método da secante também foram usadas as correlagdes C24 e C25 como
valores inicias. Isso permite avaliar se o uso das correlacdes explicitas como
aproximacao inicial permite reduzir o tempo computacional do calculo iterativo
da correlacao de Colebrook.

O tempo computacional foi medido para o calculo do fator de atrito
para todos os pontos no dominio de 42 valores de rugosidade relativa entre
107® < ¢/D < 0.05eparae¢/D =0 (0, 1x1075, 2x1076, ..., 9x107F,
1x107%, 2x1075, ..., 5x1072) e 421 valores de nimero de Reynolds entre
4000 < Re < 10® (4.0x10%, 4.1x103, ..., 9.9x10%, 1.0x10%, 1.1x10%, ...,
1.0x108%), totalizando 17682 pontos. Novamente, para as correlagdes que nao
admitem rugosidade relativa nula, esse valor foi removido do dominio de avalia-

cao. A medicao desse tempo computacional foi repetida nove vezes e foi calcu-
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lado a média e o desvio padrao o, que é definido como:

m

s

onde m € o numero de medic¢oes (i.e. 9), t; € 0 tempo computacional para uma
medicdo e ¢ é a média dos tempos computacionais medidos. De forma a tornar
esse tempo computacional adimensional e independente da capacidade de cal-
culo do computador, tanto para as correlacdes explicitas quanto para os métodos
numeéricos foi calculado #*, que é o tempo computacional médio dividido pelo me-
nor tempo médio entre as correlagdes ou métodos iterativos. Por exemplo, um ¢*
igual a 1 para uma correlacao explicita significa que seu tempo computacional
€ 0 menor, e um t* igual a 10 para um método iterativo significa que seu tempo

computacional é 10 vezes o tempo computacional dessa correlagdo explicita.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

No Capitulo 4 sido apresentados e discutidos o0s resultados das
avaliagdes da precisdo das correlacoes explicitas e do tempo computacio-
nal tanto das correlagdes explicitas quando dos métodos iterativos de cal-
culo da equagédo de Colebrook. Os codigos computacionais desenvolvidos
neste trabalho estdo publicados na plataforma Code Ocean e disponiveis em:

<https://codeocean.com/capsule/7657118/>.
41 PRECISAO DAS CORRELACOES EXPLICITAS

A Tabela 2 mostra a precisdo de cada uma das 43 correlacbes explici-
tas apresentadas na secao 2.4 e resumidas na Tabela 1 em relacdo a equacgao
de Colebrook. Sdo mostrados os intervalos entre erros minimos e maximos, 0s
erros médios e os coeficientes de determinagédo. As correlagdes estdo classifi-
cadas do menor para maior erro maximo. A ordem de classificagdo ndo muda
significativamente se o erro médio for usado como critério.

Apenas uma correlagdo possui R? menor que 0.97, e portanto o melhor
parametro de comparacao € o erro relativo. A correlacdo C19 possui 0s meno-
res erros maximo e médio, que sdo 0.00314% e 0.00055%. Esses valores nao
estdo em concordancia com o trabalho de Brki¢ e Cojbasié (2017), que alegam
um erro maximo de 0.1385% e um erro médio de 0.0508%. Essa grande dis-
paridade entre os resultados pode ter sido causada pela pequena diferenca nos
dominios de analise usados. O presente trabalho considera valores de rugosi-
dade relativa de até 0.05, mas o trabalho de Brkié e Cojbasi¢ usa valores de até
0.1, e portanto o erro relativo maximo alegado por eles pode estar no intervalo
entre esses valores. Outra possivel fonte de disparidades € a diferenga na pre-
cisdo usada no calculo iterativo da equagéao de Colebrook, que em seu trabalho
foi uma diferenca entre duas iteragdes consecutivas de 10~7, mas no presente
trabalho é 10~1°. Além disso, a correlagdo C20, que é a forma otimizada proposta
por esses autores, ndo apresenta 0.0026% de erro maximo como eles alegam,

mas sim 0.12530%. Mesmo nao estando em total concordancia, mais proximos
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dos resultados obtidos estao os valores apontados por Winning e Coole (2013),

porque eles alegam um erro maximo de 0.02372%.

Tabela 2 — Classificacao das correlacoes explicitas do menor ao maior erro maximo em
relacdo a equacao de Colebrook. * é a razao entre o erro maximo e o menor
erro maximo entre todas as correlacées, < € o intervalo de erros, £* é a razao
entre o erro médio e o menor erro médio entre todas as correlacoes, £ é o erro
médio e R? é o coeficiente de determinacao.

Correlagdo e* e [%] g* € [%] R?
C19 1.00000 [-0.00314, 0.00000] 1.00000 0.00055 1.00000
C13 5.54637 [-0.00044, 0.01740] 3.76497 0.00206  1.00000
c27 33.16356 [-0.10407, 0.07123] 59.87069 0.03280 1.00000
C15 36.20211 [-0.11360, 0.04060] 44.66199 0.02447  1.00000
C26 37.67072 [-0.00000, 0.11821] 13.78810 0.00755 1.00000
C42 39.66605 [-0.12447, 0.08703] 100.38350 0.05500 1.00000
C38 39.93023 [-0.12530, 0.04924] 94.89416 0.05199 1.00000
C34 39.93048 [-0.12530, 0.05958] 78.42556 0.04297 1.00000
C20 39.93048 [-0.12530, 0.00000] 77.51046 0.04247  1.00000
C43 41.32170 [-0.12967, 0.00794] 80.94064 0.04435 1.00000
Cc23 42.31998 [-0.13280, 0.00137] 82.51739 0.04521 1.00000
C25 44.33863 [-0.13913, -0.00509] 87.81330 0.04811 1.00000
c22 46.59921 [-0.08151, 0.14623] 111.57814 0.06113  1.00000
C40 48.71029 [-0.10478, 0.15285] 65.39433 0.03583 1.00000
C16 48.99252 [-0.15374, 0.10635] 167.20137 0.09161 0.99999
Cc10 96.82851 [-0.30384, 0.10366] 219.79711 0.12043  0.99999
C9 103.74837 [-0.31561, 0.32556] 204.48228 0.11204  0.99999
C30 156.62707 [-0.44092, 0.49149] 297.39235 0.16294  0.99999
C31 161.59810 [-0.41758, 0.50709] 349.00527 0.19122  0.99998
C14 170.10547 [-0.53378, 0.32094] 119.88697 0.06569  0.99999
Cc29 257.77584 [-0.80889, 0.57827] 319.78703 0.17521 0.99998
C24 316.34152 [0.00187, 0.99267] 458.56478 0.25125 0.99993
C35 417.81326 [-1.25486, 1.31108] 1236.09677 0.67725 0.99984
C41 431.85845 [-1.35515, 0.72541] 410.59980 0.22497  0.99997
C17 453.68782 [-1.42365, 1.31384] 820.48321 0.44954  0.99991
C8 790.53967 [-0.74426, 2.48068] 837.89880 0.45908 0.99972
Cc21 869.52101 [-0.00407, 2.72852] 696.63955 0.38169 0.99972
C32 922.96631 [-2.89623, 2.15521] 1319.76042 0.72309 0.99937
Cc28 954.27655 [-2.99448, 2.90109] 1890.71211 1.03591 0.99901
C39 1046.80961 [-0.93384, 3.28485] 526.99129 0.28874  0.99997
c7 1070.18734 [-0.70862, 3.35820] 942.58644 0.51644  0.99959
Ce6 1073.77844 [-0.64184, 3.36947] 930.59884 0.50987 0.99959
C5 1089.57825 [-0.62086, 3.41905] 966.91087 0.52977  0.99957
C12 1742.94614 [-5.15812, 5.46929] 4222.22900 2.31334 0.99863
C3 2545.82949 [-6.94966, 7.98871] 3858.16627 2.11387 0.99685
c2 3066.96628 [-9.62401, 6.45952] 3989.30911 2.18573 0.99776
C1i1 3244.01462 [-8.45314, 10.17958] 5972.67066 3.27240 0.99243
C37 3872.05151 [-6.47580, 12.15034] 4646.14211 2.54560 0.99688
C33 3956.45491 [-12.41519, 7.42849] 3201.84763 1.75428 0.99889
C1 5066.56332 [-15.89867, 12.53223] 5655.61863 3.09869 0.97956
C4 8997.41867 [-28.23353, 6.24061] 6023.38733 3.30019 0.99387
C18 14578.89625 [-45.74798, 10.37852] 15761.36390 8.63559 0.98286
C36 182422.61018 [0.00089, 572.43466] | 113310.10624 62.08214 -3.92565

A segunda correlacdo mais precisa € a C13, que possui erro maximo de
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0.01740% e erro médio de 0.00206%. Em seguida, na Tabela 2, da correlacao
C27 a correlagdo C16 o erro maximo esta entre 0.10407% e 0.15374%, e o
erro médio esta entre 0.00755% e 0.09161%. E importante notar que possuir
um erro maximo menor ndo implica que a correlacdo também possui um erro
médio menor. Em geral, para essas correlagdes, ndo ha concordancia com os
erros obtidos pelos outros autores. Por exemplo, a correlagdo C26 possui um erro
maximo de 0.11821%, mas para Winning e Coole (2013) esse erro € de apenas
0.02355%, e, contrariando o erro maximo de 0.0664% alegado pelo seu autor, a
correlacdo C38 causa um erro maximo de 0.12530%. Como contra exemplo, para
a correlagcédo C22, que possui 0.14623% como erro maximo, ha boa concordancia
com o erro de 0.1345% alegado por Brki¢ e Cojbaéic’: (2017) e até com o erro de
0.1226% obtido por Winning e Coole (2013).

Na Tabela 2, com erros maximos entre 0.30384% e 0.99267%, e erros
médios entre 0.06569% e 0.25125%, tem-se da correlacdo C10 a correlacéo
C24. Neste intervalo, ha maior semelhanga com os erros obtidos pelos outros
trabalhos. A correlacao C9, por exemplo, possui erro maximo de 0.3387% para
Winning e Coole (2013), de 0.3649% para Brkié e Cojbasié (2017) e de 0.32556%
no presente trabalho. Entretanto, a correlagdo C29, que possui 0.80889% como
erro maximo, tem um erro de 0.8249% segundo Brki¢ e Cojbasié (2017), mas
causa até 1.411% de erro de acordo com Winning e Coole (2013).

As correlagbes C35, C41 e C17 possuem, respectivamente, erros ma-
ximos de 1.31308%, 1.35515% e 1.42365%, e erros meédios de 0.67725%,
0.22497% e 0.44954%. A correlagdo C17 esta em 6tima concordancia com os
resultados de Winning e Coole (2013), com um erro maximo de 1.434%, e de
Brki¢ e Cojbasi¢ (2017), onde apresenta erro maximo de 1.4083%.

Entre as correlacbes C8 e C5, na Tabela 2, os erros maximos vao de
2.48068% a 3.41905% com erros médios entre 0.28874% e 1.03591%. O erro
maximo de 2.8962% obtido por Brki¢ e Cojbasié (2017) para a correlagido C32
esta em perfeita concordancia com o valor de 2.89623% obtido neste traba-
lho. As correlagdes C21, C7 e C5, que possuem, respectivamente, erros de até
2.72852%, 3.35820% e 3.41905%, estdo em 6tima concordéancia com o traba-
lho de Winning e Coole (2013), que alega erros maximos de 2.710%, 3.343% e
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3.407%.

Na Tabela 2, da correlagdo C12 a correlacdo C18 o erro maximo esta
entre 5.46929% e 45.74798%, e 0 erro médio esta entre 1.75428% e 8.63559%.
Neste intervalo, os resultados obtidos estdo em boa concordancia com os ou-
tros trabalhos. A correlacdo menos precisa € a C36 e causa um erro maximo
de 572.43466%, um erro médio de 62.08214% e possui um R? de -3.92565, e
portanto ndo deve ser usada como substituta da equacao de Colebrook.

E notavel que a correlagdo C25, que causa um erro maximo de
0.13913% e um erro médio de 0.04811%, € a Unica que possui apenas erros
negativos, i.e. todos os fatores de atrito calculados por ela sdo menores que 0s
calculados pela equacao de Colebrook, e a correlagcdo C24, que causa um erro
maximo de 0.99267% e um erro médio de 0.25125%, € a unica que possui ape-
nas erros positivos.

Os resultados obtidos ndo concordam totalmente com os trabalhos de
comparagcao dos outros autores, assim como eles ndao concordam totalmente
entre si. Conforme ja foi argumentado, isso pode ter sido causado pela diferenca
nos dominios de numeros de Reynolds e rugosidades relativas usados ou por
diferengas na precisado do calculo iterativo da equacao de Colebrook.

E importante salientar que esses resultados limitam-se as precisdes das
correlagdes explicitas quando comparadas a equacao de Colebrook. Testar a
precisdo das correlagdes (inclui-se a correlacdo de Colebrook) contra medicoes
experimentais em condutas reais esta além dos objetivos deste trabalho. Por-
tanto, na pratica da engenharia, mesmo as correlagdes menos precisas podem

ser adequadas porque a incerteza em condutas reais pode ser maior.
42 TEMPO COMPUTACIONAL DAS CORRELACOES

A Tabela 3 mostra os tempos computacionais das 43 correlagbes explici-
tas. As correlag6es estao classificadas do menor ao maior tempo computacional
médio.

Como esperado, em geral, as correlagdes explicitas mais rapidas em
termos computacionais sdo também as menos precisas e, reciprocamente, as

correlagbes mais precisas sdo também as mais lentas computacionalmente. Por
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exemplo, para a correlacdo C19, que € a mais precisa, 0 tempo computacional é

4.47833 vezes maior que o tempo da correlacdo C1, que é a mais rapida, mas

também uma das menos precisas.

Tabela 3 — Classificacdo das correlac6es explicitas do menor ao maior tempo computaci-

onal médio. £* é a razdo entre o tempo computacional médio e o menor tempo
computacional médio entre todas as correlacoes explicitas, ¢ € o tempo compu-
tacional médio e o é o seu desvio padrao.

Correlacao t* t [s] o [s]

C1 1.00000 0.23821 0.00438
C18 1.02485 0.24413 0.01804
Cc2 1.59715 0.38045 0.01329
C30 1.62218 0.38641 0.00509
C5 1.62941 0.38814 0.00686
C3 1.65171 0.39345 0.02216
Cc7 1.66194 0.39589 0.01599
C39 1.66650 0.39697 0.01020
c17 1.70599 0.40638 0.02625
C31 1.71237 0.40790 0.02332
C32 1.80823 0.43074 0.04267
C12 2.01129 0.47910 0.05840
C11 2.01804 0.48071 0.06147
C21 2.07453 0.49417 0.05694
Cc8 2.13343 0.50820 0.05648
C42 2.19184 0.52211 0.00555
C4 2.19406 0.52264 0.00486
C24 2.31085 0.55046 0.00441
C25 2.33074 0.55520 0.00871
Cé6 2.36104 0.56242 0.05366
C43 2.40820 0.57367 0.01263
C38 2.56558 0.61114 0.01196
Cc28 2.64305 0.62959 0.08425
C37 2.79510 0.66581 0.01663
C29 2.87608 0.68510 0.07418
C36 2.92263 0.69619 0.04323
C9 2.99924 0.71444 0.03907
C34 3.01924 0.71921 0.00634
C10 3.05794 0.72842 0.03721
C41 3.20991 0.76462 0.00825
C14 3.47848 0.82869 0.06868
C26 3.62208 0.86281 0.09297
ca27 3.62546 0.86361 0.08607
C13 3.62941 0.86455 0.07591
C40 3.85815 0.91904 0.03053
C33 3.99840 0.95245 0.00846
C15 4.00288 0.95352 0.01309
C16 4.09496 0.97545 0.01689
Cc23 4.09536 0.97555 0.00474
c22 4.10846 0.97867 0.00766
Cc19 4.47833 1.06677 0.02110
Cc20 4.50047 1.07205 0.00561
C35 5.16117 1.22943 0.01771

As correlagées com maior tempo computacional sao aquelas com mais
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operacdes matematicas, principalmente operacdes logaritmicas. Em geral, nas
equacoes da correlacao C1 a correlagdo C8, na Tabela 3, ha apenas uma ope-
racéo logaritmica, da correlagdo C42 a correlagdo C13 hé duas e da correlagcédo
C40 a correlacdo C35 ha trés.

A Tabela 4 mostra a carga computacional dos cinco métodos numéricos
de calculo da correlacdo de Colebrook apresentados na secao 2.3, tanto com
valores fixos quanto com o auxilio das correlagdes explicitas para as aproxima-
cOes inicias. Sao mostrados os tempo computacionais, 0s nimeros maximos e
0s numeros médios de iteragdes até a condi¢cdo de paragem.

Tabela 4 — Tempo computacional dos métodos numéricos de calculo da equacao de Co-
lebrook sem e com o uso das correlacoes explicitas como aproximagao na pri-
meira iteracdo. t* é a razao entre o tempo computacional médio do método nu-
mérico e 0 menor tempo computacional médio entre as correlacées explicitas,
que é 0.23821 s, ¢ é o tempo computacional médio, o é o seu desvio padrio, i
€ 0 numero maximo de iteracdes para a convergéncia e i é o niimero médio de
iteracoes para a convergéncia.

Método numérico t* t [s] o[s] | i i
Sem aproximacéao

Bisseccéo 241.24581 57.46658 3.72217 39 34.90572
Falsa posicéo 1707.79599 406.33344 2.15002 1000 172.96663
Ponto fixo 13.33385 3.17622 0.02452 12 7.12363
Newton-Raphson 58.96808 14.04664 0.44110 8 6.27633
Secante 129.51250 30.85086 0.17396 10 8.25093
Com aproximacao

Bissecgéo 174.97695 41.68083 2.19520 28 24.17668
Falsa posicéo 1432.28865 341.18201 37.36728 1000 125.52302
Ponto fixo 11.65146 2.77547 0.09321 9 4.85477
Newton-Raphson 21.37473 5.09162 0.19339 2 2.00000
Secante 47.87382 11.40391 0.32742 4 3.61520

E notavel que os tempos computacionais de todas as correlagdes expli-
citas sdo menores que os tempos de qualquer método iterativo de céalculo da
equagao de Colebrook. O tempo computacional do método numeérico mais ra-
pido, que é o método do ponto fixo com aproximacao, é 2.26 vezes maior que 0
tempo computacional da correlagdo mais lenta, que € a correlagdo C35.

O método numérico mais rapido € o método do ponto fixo com o auxi-
lio da correlagéo explicita para a aproximacgao inicial, mas, em segundo lugar, o
tempo computacional desse método usando um valor inicial constante é apenas
14% maior. O método de Newton-Raphson com aproximagédo € o que converge

com o menor numero de iteracdes, mas ele possui o terceiro menor tempo com-
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putacional, que é 83% maior que 0 método do ponto fixo com aproximagao. Ape-
sar de convergir com menos iteracées que o método do ponto fixo, 0 método de
Newton-Raphson demanda mais operagdes matematicas. Além disso, a imple-
mentagdo do método do ponto fixo € muito mais simples e possui garantia de
convergéncia para qualquer valor inicial maior que zero.

O método da secante com aproximacéo inicial pela correlagdo explicita
exige o quarto menor tempo computacional e é seguido pelo método de Newton-
Raphson com valor inicial fixo. Os demais métodos possuem tempos computa-
cionais mais de 10 vezes maiores que 0 método mais rapido. O método mais
lento é o método da falsa posi¢cao tanto sem como com aproximagéo, uma vez
gue para alguns valores de rugosidade relativa e niumero de Reynolds nao houve
convergéncia mesmo apds 1000 iteracdes.

As correlacdes explicitas reduzem o tempo computacional em pelo me-
nos 2.26 vezes e, a depender da precisdo necessaria, podem ser usadas como
alternativa & equacéo de Colebrook. E importante observar que o tempo compu-
tacional medido depende das especificacdes do computador e também do mé-
todo como o calculo é realizado. Neste trabalho, ndo foi utilizado nenhum tipo de
artificio para reduzir o tempo computacional das correlagdes ou dos métodos nu-
méricos, sendo todos eles implementados do mesmo modo como apresentados

no texto.
4.3 ANALISE COMPARATIVA DAS CORRELAGOES

O tempo computacional do calculo iterativo da equacao de Colebrook &
maior que o tempo computacional de qualquer correlagéo explicita. Portanto, de-
pendendo da precisdo necessaria, qualquer correlacao explicita pode ser usada
para reduzir o tempo computacional em simula¢cées computacionais.

A Figura 4 mostra o gréafico da razdo entre os tempos computacionais
contra a razao entre 0s erros maximos para todas as 43 correlagdes explicitas
e permite determinar as correlagdes com o melhor equilibrio entre precisdo e
carga computacional.

As correlagcdes recomendadas sao as que possuem a melhor relacao

entre precisdo e carga computacional. Quanto menor o tempo computacional
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Figura 4 — Grafico de £* no eixo vertical e * no eixo horizontal. As correlagdes com o me-
lhor balanco entre precisdao e carga computacional estdo marcadas com qua-
drados. t* é a razao entre o tempo computacional médio e o menor tempo com-
putacional médio entre todas as correlacoes explicitas e <* é a razao entre o
erro maximo e o menor erro maximo entre todas as correlacoes explicitas.

e menor o erro maximo, melhor. A primeira, que € o ponto na parte superior
esquerda da Figura 4, é a correlacdo C19 de Serghides (1984) (Equacées (44),
(45), (46) e (47)), que possui um erro maximo de 0.00314%. Ela é mais precisa
e mais rapida que a correlagdo C35, que é o ponto na parte superior central.

A préxima correlacao recomendada é a C13 de Shacham (1980) (Equa-
cbes (34) e (35)), que apresenta erros de até 0.01740%. E possivel observar
na linha tracejada que os tempos computacionais das correlagbes C27 e C26
sdo muito semelhantes ao da correlacdao C13, mas 0s seus erros maximos de
0.10407% e 0.11821% s&o mais elevados.

A correlacao C42 de Brki¢ e Praks (2019) (Equagdes (88), (90), (91)
e (92)) é a préxima recomendacao. Ela possui um erro maximo de 0.12447%,
sendo muito semelhante aos erros das correlagdes C34, C38, C43 e C25, mas o
tempo computacional da correlagdo recomendada € ligeiramente menor.

Por fim, também é recomendada a correlacdo C30 de Fang, Xu e Zhou
(2011) (Equacao (69)), que tem um erro maximo de 0.49149%. A correlacao

C17 é tao rapida quanto a correlacdo C30, mas causa erros de até 1.42365%.
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Entretanto, a correlagdo C17 de Haaland (1983) (Equagéo (41)) é a mais precisa
com apenas uma entrada de rugosidade relativa e de nimero de Reynolds, e
portanto é a mais adequada para célculos manuais.

A Figura 5 mostra o grafico da razao entre os tempos computacionais em

relacdo a razao entre os erros médios para todas as 43 correlacdes explicitas.
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Figura 5 — Grafico de £* no eixo vertical e £* no eixo horizontal. As correlagdes com o me-
lhor balanco entre precisdao e carga computacional estdo marcadas com qua-
drados. t* é a razao entre o tempo computacional médio e o menor tempo com-
putacional médio entre todas as correlacoes explicitas e £* é a razao entre o
erro médio e o menor erro médio entre todas as correlacdes explicitas.

Usando o erro médio como critério de comparagao, a correlagdo C42,
gue possui um erro médio de 0.0550%, perde para as correlagdes C34, C38,
C43 e C25, que tém erros de 0.04297%, 0.05199%, 0.04435% e 0.04811%, res-
pectivamente. Se um erro meédio menor é necessario, entdo é sugerida a cor-
relacdo C25 de Vatankhah (2014) (Equacgdes (59) e (60)) e (58)), porque ela
possui 0 menor tempo computacional entre as concorrentes e possui ainda a ca-
racteristica de causar apenas erros negativos (erro minimo de -0.13913%), i.e.
qualquer fator de atrito calculado por ela € menor que o calculado pela equacao
de Colebrook. A correlagdo C24 de Sonnad e Goudar (2006) (Equacdes (57)
e (58)) apresenta comportamento semelhante, uma vez que ela possui apenas

erros positivos, mas ela leva a erros de até 0.99267% e o erro médio causado
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€ 0.25125%. Essas duas correlagdes, que possuem tempos computacionais se-
melhantes, podem ser usadas quando essas caracteristicas sdo necessarias,

e.g. no calculo iterativo da equagéo de Colebrook pelo método da bissecgao.
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5 CONCLUSOES

Considerando apenas o tempo computacional, qualquer uma das 43 cor-
relagdes explicitas para o fator de atrito apresentadas na secéo 2.4 e resumidas
na Tabela 1 pode substituir a equacao implicita de Colebrook no calculo do fator
de atrito, e assim reduzir o tempo computacional em simulagées. Mesmo a cor-
relagdo explicita mais lenta possui menos da metade do tempo computacional
do método de calculo iterativo da correlacdo de Colebrook mais rapido. Consi-
derando também a precisdo em relacdo a correlacdo de Colebrook, a escolha
de uma correlacao explicita depende dos valores de erro percentual maximo e
médio necessarios. Apenas a correlacdo de Shaikh, Massan e Wagan (2015) é
contraindicada por apresentar erro significativamente elevado: erro maximo de
572.43466% e erro meédio de 62.08214%. As demais correlagbes possuem erros
maximos menores que 46% e erros médios menores que 9%.

Em geral, as correlacbes mais precisas sdo também as menos rapidas.
Da mais lenta a mais rapida, as correlacdes explicitas mais eficientes/com o me-
lhor equilibrio entre precisao e velocidade sao: a correlacdo de Serghides (1984)
(Equacoes (44), (45), (46) e (47)), que leva a erros maximo de 0.00314% e médio
de 0.00055%; a correlacdo de Shacham (1980) (Equacgdes (34) e (35)), que pos-
sui um erro maximo de 0.01740% e um erro médio de 0.00206%; a correlagao de
Brki¢ e Praks (2019) (Equacdes (88), (90), (91) e (92)), que tem um erro maximo
de 0.12447% e um erro médio de 0.05500%; € a correlacao de Fang, Xu e Zhou
(2011) (Equacao (69)), que apresenta erros de até 0.49149% e um erro médio de
0.16294%. A correlagao de Serghides (1984), a qual € a mais lenta entre essas,
consome apenas 38% do tempo computacional necessario ao calculo iterativo
da equacao de Colebrook, e a correlacdo de Fang, Xu e Zhou (2011) consome
apenas 14%.

Se houver necessidade do calculo iterativo da equacédo de Colebrook,
sugere-se o0 método numérico do ponto fixo apresentado na seg¢ao 2.3, por ser
0 mais rapido e mais simples e por ter a convergéncia garantida para qualquer
aproximacao inicial maior que zero.

Outras correlagdes explicitas notaveis sdo as correlagées de Sonnad e
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Goudar (2006) (Equacbes (57) e (58)), que sempre calcula fatores de atrito mai-
ores que a correlagdo de Colebrook, e a sua forma otimizada proposta por Va-
tankhah (2014) (Equacdes (59) e (60)), que calcula fatores de atrito menores.
Elas podem ser usadas quando essas caracteristicas sdo necessarias, e.g. no
calculo iterativo da equacéao de Colebrook pelo método da bisseccao. Essas duas
correlagdes possuem, respectivamente, erros maximo e médio de 0.99267% e
0.25125%, e 0.13913% e 0.04811%. A correlacdo de Haaland (1983) (Equa-
cao (41)) também é destacavel por possuir a maior precisdo com apenas uma
entrada de rugosidade relativa e uma de niumero de Reynolds, sendo portanto
a mais adequada para calculos manuais. Ela apresenta erros de até 1.42365%
contra a equacéao implicita de Colebrook.

E valido lembrar que a aplicagdo de qualquer uma das correlagdes do
fator de atrito no projeto de sistemas de condutas depende de medigdes expe-
rimentais, seja da rugosidade relativa, do numero de Reynolds ou até mesmo
do proprio fator de atrito, e portanto o resultado carrega as incertezas intrinsecas
dessas medigdes. A elevada precisao de algumas correlacdes explicitas pode até
mesmo ser desnecessaria na pratica da engenharia, porque a incerteza em con-
dutas reais pode ser maior. Os resultados deste trabalho limitam-se a apresentar
as precisdes das correlagdes explicitas em relacdo a equacao de Colebrook,
que é considerada a formula padrédo. Para trabalhos futuros, sugere-se avaliar
a precisao das correlagées do fator de atrito contra medigdes experimentais em

condutas reais.
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