CARLA MARIA CARNEIRO ALVES

LOGICA
E
ALGEBRAS BOOLEANAS

DISSERTACAO DE MESTRADO
EM MATEMATICA

Tese apresentada a Universidade Lusiada — Lisboa oequisito parcial para a

obtencéo do grau de Mestre em Matematica.

Universidade Lusiada
Lisboa, 2002



Indice

1Yo LT Il
RESUMO ... e et e e e e e e na e e e e e e e ra e e enans v
Y 013 1 = Lo OO PPPPPP Vv
INETOTUGEIO ...ttt e et e e e e e e s e e e e 8
Capitulo I. Logica ProposSiCIONal ..............ceeeeeeiiiiiieieeiiiiiiiiiinse s e e e e e e e e aeeeeeeeeeeeees 13
SUIMANTO ..ttt et e e e e e e e e e e ettt et et e e e e e e aeeeeeeee e s sannseeeaaeaaaaeaaeens 13
O S 0] = b SRR 14
1.1.1 FOrmulas PropOSICIONAIS .........eveescemmmmmeeeeeeeeeesasssinnsrnrereeeeeeeeeeeeeesaaanes 14
1.1.2 Demonstragdes por inducdo num conjunto adBulAS .............cccceeeeeeeeennnn. 18
1.1.3 Decomposicao em arvore de uma formula...............ooovvvvviiiiiiiineeeeeenn, 21
1.1.4 Teorema da represSentacao UNICA.........cceeeeeriiurieeieeeniiiiiieeeeeeeeiieeeens 23
1.1.5 Defini¢cdes por indugéo (ou recorréncia) nguato de formulas ............... 27
1.1.6 Substituicbes numa formula proposSICioNal. .........cceeveeieiieeeeeiiieeeeeiiiiienes 28
1.2 SEMANTICA ...ceeiiiieiiiiiiiee e ettt ettt a s e e e e e e e e e e e e eanaaeaeaeeeeeeenenees 31
1.2.1 Atribuicdo de valores logicos e tabelas dda@e ..............ccccoevvviiieeennnnee. 31
1.2.2 Tautologias e férmulas logicamente equivaent...............ccceeeeevveevveennnns 37
jIDZZRC AN [0 1810 F= TS0 ¢= 10 1 (o] (o o = 1< USSR 40
1.3 Formas normais e conjuntos completos de Cona@s .............coeeeeeeeevveeeeennnnns 44
1.3.1 Operacoes em {0,1} € fOrmuIaS........ceeeeeerrrrruniiiiiiiieee e eeeeeeeeeeeeeenees 44
1.3.2 FOIMAS NOMMAIS ...cceeiiiiiiiiiiiseeeeee ettt e e e e e e e 48
1.3.3 Conjuntos completos de CONECHIVOS ...cceeeeeerrrrniiiieieeeeeeeeeieeeeeeeiiiiiiaees 51
1.4 Lema de INterpolacCao.........ccovvviveiiiieemmriiieee e e e e e e e e e 53
1.4.1 Lema de INterpolaGao..........ccouviiimceeee e eae e e e e 53
1.4.2 Teorema da definibilidade ...........ocomeeeieiiiii s 55
1.5 (Meta)Teorema da Compacidade .............cowmeeeeemmmiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeenennnnnnns 57
1.5.1 Satisfacdo de um conjunto de formulas.............ccceeeeveeeeeeeiiiiiiiieiiiiinns 57
1.5.2 O (meta)teorema da compacidade para o cgcopmsicional................... 61
1.5.3 Algumas aplicagcbes do (meta)teorema da CAOgEE. ...........cvvvvveenennnnnn. 67
Capitulo I1. Algebras DOOIEANES ..............ceeeireeeeiieeeieeeeeee e 72
SUIMATTO .ttt ettt bttt ettt ettt e e e e e e e e e e e e e s st e e e et e aaaeaeeeens 72
2.1 Algebra € TOPOIOGIA .....c..cuvveierisommm e 73
2.0 0 AlGEDIa e e 73



P2 7 o] o o] [ Yo | = PP 77

2.1.3 Uma aplicacdo ao calculo proposiCional cccac......evvvvvveeiiiiiiiieeeeeeeeeeeee 38
2.2 Algumas definicdes de Algebras bo0IeaNaS .oce........ceeveveeeieececieeeee, 84
2.2.1 Propriedades das &lgebras booleanas, relde@@gem....................cceeeee 85
2.2.2 Algebras booleanas como conjuntos parciaknemenados ...................... 89
2.3 Atomos nas algebras bool aNas.............ccceveeeceeeeeeieeeeeeceee e 93
2.4 Homomorfismos, isomorfismos, subalgebras...............ooovvvviiiiiciiiiieeeeeee, 96
2.4.1 HomomorfiSmos € iSOMOITISIMOS .........ceemmieriieeeeeeeeeee e 96
2.4.2 Subalgebras D0OO0IaNaS............uu e 100
2.51dEaAIS € TIlIrOS ..ottt 104
2.5.1 Propriedades dOS idEaIS ............iccceeeeereeeeeeiiiieee e e e e e e e e e e eeeeeees 104
2.5.2 1de@isS MAaXIMAUS ......cceeiiiiiiiiiemeeees s e e e e e e e e e e seeae e 107
2.5 3 FIlIOS .o ——————————— 110
2.5.4 URIATIIOS ...ttt 111
2.5.5 BaseS e fIltrOS ........uuiiiiiiiiiiiiereeeeiiiie et 114
2.6 Teorema de STONE ......ccooiiiiiiiiiiiiitceeeee et s 116
2.6.1 O espaco de Stone numa algebra booleana..................ccccocviivinnnnnne. 116
2.6.2 Teorema de STONE .....ccooiiiii e e e e s et b e e e e e e e 121
2.6.3 Espacos booleanos como espacos de Stane...........ooeeeeeeevevivvveeiinnnnnns 122
Capitulo Ill. Conclusdes e considerages fiNaiS..........cceeeeeeeivvvieeeeviiiiiiieeeeee. 126
BIDIIOGIAIIA ... —————————————— 129

indice de Figuras
Figura 1:Decomposicao, da formula W, m Arvare...........ccevveeeevveevnnnniiinneeeeeeeeeeeens 22

Figura 2: Tabelas de verdade para a negacao, angaa, a disjuncéo, a implicacao e a

(<To [UTAV 7= [T o Tox = PP ORRRRRPPPRPRPRTRPIN 34
Figura 3:Tabela de verdade da fOrmula.G...........ccoooueiiiieiiiiiiiiiiiiiiii e 36
Figura 4:Tabela de conectivos proposicionais binarios.............ccceevvvvvvvvivieninnens i 47
Figura 5:Tabela de conectivos proposiCionais UNALIQS.............ceuvvvrrrriiiiieeeeeeeeeeneenns 48



Resumo

O principal objectivo deste trabalho consistiu gmwestigar e aprofundar os
conhecimentos na area da Loégica classica “boolearstias algebras. Nesse sentido
desenvolveu-se um trabalho organizado em capitdéssgnados por:

- capitulo | - Logica proposicional,

- capitulo Il - Algebras booleanas;

- capitulo Il - Conclusdes e consideragdes finais.

No primeiro capitulo desenvolveu-se a Logica praposal, essencialmente do
ponto de vista semantico. Fez-se ainda uma breasicedos conteudos considerados
mais pertinentes para a investigacdo. Os principgcos desenvolvidos, neste
capitulo, foram: a sintaxe, a semantica, as fomuamais, 0s conjuntos completos de
conectivos, o0 lema de interpolacdo e o teorema atapacidade e algumas suas
aplicacoes.

No segundo capitulo desenvolveram-se as Algebmigdimas. Deu-se particular
énfase aos conceitos de algebra e de topologaioahdos com as algebras booleanas.
Também neste capitulo foi feita uma revisdo préadarca de alguns conteudos
considerados relevantes para o estudo. Para alaigwl®as definicdes e propriedades
das algebras booleanas, foram também abordado®gusntes subtemas: atomos,
homomorfismos de algebras booleanas, ideais edfitrainda o espago de Stone. Os
principais tépicos desenvolvidos foram: uma padeatebra e da topologia (alguns
conteudos necessarios para o estudo), algumascéeBrde algebras booleanas, atomos
nas algebras booleanas, homomorfismos, isomorfismmaisalgebras, ideais, filtros,
teorema de Stone.

O terceiro capitulo constitui uma sintese do ttaba uma reflexdo sobre o
modo como decorreu a investigacdo bem como sugestpessiveis implicacdes para

investigacoes futuras.

Palavras-chave: Logica, Calculo proposicional, Atgs booleanas.



Abstract

The main objective of this work was to investigated deepen our knowledge
about Logic classical “boolean” and its algebras. fhat, we considered two chapters
of Logic, Propositional Logical and Boolean Algehra

For that purpose, we developed a work that wasnizgd in the following
chapters:

- chapter | - Propositional Logic;

- chapter Il — Boolean Algebras;

- chapter Ill — conclusions and final considerations.

The first chapter is about Propositional Logic,eegmlly from the semantical
point of view. The main developed topics were, his tchapter, syntax, semantics,
normal forms, connective full groups, interpolatitemma and the compactness
theorem and some applications.

The second chapter is about Boolean Algebras. Wehasized algebra and
topology concepts, which are related to Booleaelaigs. In this chapter we also made
a previous survey about some concepts that weegane for this study. Besides some
definitions and properties of Boolean algebras, fillowing subthemes were also
considered: atoms, homomorphisms of Boolean algebdgals and filters and also
Stone’s space. The main topics developed werertapalgebra and of topology (some
contents that were necessary for the study), soosdeBn algebra definitions, atoms in
Boolean algebras, homomorphisms, isomorphisms, Igeliras, ideals, filters, and
Stone’s theorem.

The third chapter consists on a synthesis of thkwead a reflexion about the
way the investigation was taken and also on sorggestions and possible implications

for future investigations.

Key words: Logic, Propositional Calculus, Booledgéebras.
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Introducéo

Foi objectivo deste trabalho aprofundar e investigg conhecimentos numa
componente da mateméatica pura, mais concretamenteLdgica. Nesse sentido
desenvolveu-se um trabalho organizado em capitdkssm,

- no capitulo | abordamos a Légica proposicional,

- no capitulo Il tratamos as Algebras booleanas;

- no capitulo lll apresentaremos algumas conclusfesnsideracoes finais
assim como um breve resumo de todo o trabalhowmag criticas sobre o
mesmo.

As diferentes areas em logica surgem como resuliaddificuldades e novas

descobertas numa histéria complicada.

Segundo Crossley (1990), a historia associadaiealqpde ser vista a partir de
dois fluxos diferentes ambos muito longos: um és#dhia da deducdo formal que é
anterior a Aristételes e Euclides e outros dagieta e o outro € a historia da analise
matematica que pode ser datada antes de Arquimede®sma Era. Estes dois fluxos
desenvolveram-se separadamente durante um longm tenaté por volta de 1600-
1700. De seguida temos Leibnitz que para além deepo do calculo infinitesimal,
teve a ideia, que ndo chegou a realizar, de urgadinniversal para as ciéncias.

Conclui-se, entdo, que ha muito tempo que se cerssallogica como uma filial
da matematica, mas com um estatuto um pouco ebpeeaa distingue de todas as
outras (Cori & Lascar, 2000: 1). Curiosamente,darg adversarios mais fortes desta
ideia como alguns dos seus discipulos mais entigsissconcordam com a concepcao
que coloca a ldgica perto da margem da matematcsiia fronteira, ou até mesmo fora
dela. Para os primeiros, a légica ndo pertencetamddica real; outros, pelo contrario,
véem-na como uma disciplina reinando dentro da mmatiea, uma que transcende
todas as outras, que suporta a estrutura principal.

Para quem quiser ter uma introducdo para a logiagematica, o primeiro
conselho que dariamos é adoptar um ponto de ddteatmente diferente do anterior.
O tipo de mente a ser adoptado deve ser 0 mesmquagunelo consultamos um tratado
de algebra ou de calculo diferencial. E um textéemadtico que estamos a apresentar
aqui; nisto, estamos a fazer matematica, e nagugeiabutra coisa. Parece-nos que esta
€ uma pré-condicdo essencial para um adequadadentario formal dos conceitos que
serao apresentados.



Isto ndo significa que a pergunta do lugar dackbgia matematica seja sem
interesse. Pelo contrario, mas concerne um problertarno para a matematica.
Qualquer matematico pode (e diremos até mesmo dé¥eerto ponto reflectir no seu
trabalho, e transformar-se ele proprio num epistegod num filésofo, ou historiador
de ciéncia; assim, ele deve cessar temporarianaesiia actividade matematica. Além
disso, geralmente ndo ha ambiguidade: quando l&xim de andlise, o que o estudante
de matematica espera encontrar sédo: definicbegnas, e demonstracdes para estes
teoremas.

O principal objectivo aparece quando é necess&edaa simultaneamente as
duas ideias seguintes:

(1) a légica é uma filial da matematica;

(2) o objectivo da logica € estudar matematica.

Confrontados com este aparente paradoxo, existém gossiveis atitudes.
Primeiro, cada um pode considerar isto tdo sémoaguempreender o estudo da logica é
logo condenado; segundo, cada um pode julgar cgupasta incompatibilidade entre
(1) e (2) simplesmente compele a negacao de (1petmumenos a sua modificacdo, o
que conduz a convicgdo de que realmente ndo seadsiZer matematica quando se
estuda légica; finalmente, a terceira atitude, istasem desmantelar o paradoxo,
considerado como nenhum, e situar a l6gica mateanat seu lugar formal, dentro do
coracao de matematica.

No entanto, segundo Oliveira (1996: 228), a logwateméatica tem vindo
progressivamente a supor o cariz de uma disciplirsematica a qual ndo sao
estranhas, portanto, as técnicas abstractas danatate dos nossos dias, sendo talvez
mais proximo da verdade dizer que a légica mateaati mais uma matematica da
l6gica do que a logica da matematica. Melhor dipendstes dois aspectos
complementam-se e enriguecem-se constantemententedeo assim porque as
investigacdes logicas, desde finais do século gdassaicialmente motivadas por
questbes de fundamentos, levaram a concepcdo des rigpos de “estrutura”, as
chamadas linguagens formais, que como objectostdeae despertaram a curiosidade
dos matematicos e permitiram, até, dar a matem@édacional uma nova dimensao.

Vamos agora comecar a estudar a logica matem&i#ca.isso ndo se pede que
esquecamos tudo aquilo o que ja aprendemos e eemastruir tudo do nada. E o
oposto que pretendemos. Desejamos explorar o faagwm: familiaridade com os
processos de racionalidade matematica, entre ouichs;do, demonstracdo através da



contradicdo, com objectos matematicos quotidianes guais conjuntos, relacdes,

funcdes, numeros inteiros, numeros reais, polinénfimcdes continuas, e com alguns
conceitos que podem nao ser tdo conhecidos dos guoal, espaco vectorial, espaco
topoldgico. Isto € o que é feito em qualquer culsonatematica: assim, fazemos uso do
nosso conhecimento anterior na aquisicdo de noweokecimentos. Procederemos

precisamente deste modo e aprenderemos sobre nbjextos, possivelmente sobre

novas técnicas de demonstracdo (mas atencdo: anabdade matematica que

habitualmente empregamos nunca sera posta em galeagontrario, esta é a Unica

aqui contemplada).

Se simplificarmos um pouco, a abordagem da matea&tiquase sempre a
mesma se 0 assunto em estudo € teoria, espacaialeatonjuntos ordenados, ou
qualquer outra area da chamada matematica clagxoaiste em examinar estruturas,
ou seja, conjuntos nos quais foram definidos relsgd funcdes, e correspondéncias
entre estas estruturas. Mas, para cada uma desssscassicas, existe uma motivacao
particular que deu isto a luz e que nutriu o sesedeolvimento. O objectivo era
promover um modelo matematico de situacdes corsgretgponder a um grande desejo
que surge do mundo fora da matematica, para farneoe ferramenta util a
matematica.

A légica matemética segue também esta mesma am@QdON a sua
particularidade é que faz tentativas para descravealidade, ndo fora do mundo da
matematica, mas a realidade na prépria matematica.

Isto ndo deveria ser dificil, contanto que permanexrs atentos ao que esta
envolvido. Nenhum estudante de matematica confangeu ambiente fisico com um
segmento orientado tridimensional euclidiano, masonhecimento deste ambiente
ajuda a intuicAo quando se vem a provar algumaripdgre desta estrutura
matematica. O mesmo se aplica a logica: de certibpestamos a fabricar uma cépia,
um prototipo, ousamos mesmo dizer um modelo reduda universo da matematica,
com o qual ja estamos relativamente familiarizaditesis precisamente, construiremos
uma coleccéo inteira de modelos, mais ou menoperos. Adicionando um espécime
gue é verdadeiramente semelhante ao original, teramado outros, frequentemente
bastante diferentes dos que imaginamos no iniciest@do desta colec¢cdo ensina-nos
muitas licdes; notavelmente, permite que esseemEeendem este estudo se possam
questionar sobre algumas perguntas interessantesswdss percepcdes e das suas
intuicdes do mundo matematico. Seja como for, tedeoentender que é essencial ndo
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confundir o original que nos inspirou com a copia @pias. Mas o original &
indispensavel para a producdo da copia: a nossdididdade com o mundo da
matematica guia-nos para fabricarmos a representdgdque provaremos. Mas ao
mesmo tempo, 0 nosso empreendimento é a matematentro deste universo que
estamos a tentar compreender melhor.

N&o existe nenhum ciclo vicioso. No lugar de unfogitnagine-se uma hélice,
um tipo de escadaria em espiral: estamos no topo-égimo andar, onde 0 nosso
universo matematico esta localizado; chame-seerggel o nivel intuitivo. O nosso
trabalho leva-nos a um nivel abaixo, ao niwel (), onde encontramos o protétipo, o
modelo reduzido; estamos entdo no nivel formahessa passagem de um nivel para o
outro sera chamada “formalizacéo”.

Note-se que ndo ha primeiro nem ultimo nivel. De¥dfase 0 nosso modelo for
bem construido, se na reprodugdo do universo m#tEmaAddo se omitiu qualquer
detalhe, entdo, também contera uma parte do neépd@trabalho em formalizacao;
isto exige-nos que consideremos o nivet @), e assim por diante.

Vamos tao longe para dizer que, para qualquer @ar, 0 n-ésimo nivel na
nossa escadaria € intuitivo relativamente ao riivel 1) e é formal relativamente ao
nivel (W + 1). A medida que progredimos na nossa formalizapoderiamos parar em
qualquer momento e ter a oportunidade para verificee o modelo formal, ou pelo
menos o que podemos ver dele, concorda com o afkigituitivo. Esta fase seguinte
concerne ao meta-intuitivo, ou seja, ao nivet ().

A teoria dos conjuntos, dando legitimidade a umianiotade de objectos e
permitindo manipula-los como objectos reais (p@neplo, 0s inteiros), com as mesmas
regras logicas, criou uma certa resisténcia emir®s matematicos; ainda mais porque
as tentativas iniciais se mostraram contraditor@smundo mateméatico foi entdo
dividido em dois clas. Por um lado, havia os que pé@diam resistir a liberdade que a
teoria de conjuntos permitia, o Paraiso Cantorimoopo sugeriu Hilbert. Por outro
lado, havia os que para quem s6 os objectos fitiibam qualquer significado e que,
como consequéncia, negavam a validade das demgiestrque faziam uso da teoria de
conjuntos.

Segundo Hilbert (1950), para reconciliar estes gomte vista, imaginou-se a
seguinte estratégia: primeiro, as demonstracoésnseonsideradas como sequéncias

finitas de simbolos, consequentemente, como olgjdaidos; segundo, um algoritmo
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teria de ser encontrado e transformaria uma dema@dst que usava a teoria de

conjuntos huma demonstracao finitaria.

12



Capitulo I. Légica Proposicional

Sumario

Neste capitulo vamos abordar inicialmente a paatsintaxe, da semantica, as
formas normais e conjuntos completos de conectisgofema de interpolacdo e o
teorema da compacidade, tudo referente a Logiqaopicional.

Vamos discutir teoria de conjuntos. Provavelmeatds$ tém alguma ideia do
que é um conjunto: uma coleccdo de coisas, maisre@mente, conjuntos sao
coleccbes de objectos matematicos. Comecaremodaper referéncia ao calculo
proposicional que é o estudo dos conectivos projusiis; estes sdo operadores em
frases (declarativas) ou em formulas. Em primaigat ha a negacdo que denotamos
pelo simbolo- que é colocado a frente de uma férmula. Os outorectivos séo
colocados entre duas formulas: consideraremos jargg@v (‘€’, representada par), a
disjuncdo (bu’, representada porl), a implicacdo £), e a equivaléncia<). Por
exemplo, com duas declaracdes A e B, € possivelaioa conjuncdo (Al B): esta &
outra declaracéo que é verdadeira se e s6 se Alédeira e B é verdadeira.

A primeira coisa que fazemos é construir objectosamente formais a que
chamaremos formulas proposicionais, ou, mais senpate, formulas. Ao
construirmos blocos usaremos variaveis proposi@anae intuitivamente representam
proposicdes elementares, e que juntamos usandoomactivos ja mencionados.

Inicialmente, as férmulas aparecem como sucesdiegguadamente combinadas com

13



simbolos. Apresentaremos regras precisas para @8saUCE0 e meios para recuperar
o método pelo qual uma determinada férmula foi wafda, 0 que permite que a

formula seja lida. Todas estas consideracdes feremistituem o que chamamos de
sintaxe.

Esta construcdo formal ndo é obviamente arbitrfp@s teremos que dar
significado a estas férmulas subsequentemente. é&Estdro propdsito. Se, para cada
proposicao elementar que aparece numa formulabdenss se € verdadeira ou nao
(falamos do valor de verdade da proposicdo), desesaber decidir se o proprio F é
verdadeiro ou ndo. Por exemplo, diremos que>A é verdadeiro em trés dos quatro
casos possiveis: quando A e B sdo ambos verdadegirasdo A e B sdo ambos falsos,
e quando A é falso e B é verdadeiro. Note-se aetif@ entre a pratica geral: por
exemplo, no idioma quotidiano e até mesmo em tegdsnatematica, a frase “A
implica B” sugere uma relacdo causal que, no noseatexto, ndo existe
necessariamente.

Assim chegamos as noc¢des importantes: o conceitautelogia e a nocéo de
equivaléncia logica.

Veremos que uma férmula € sempre logicamente dguigaa uma outra
formula que pode ser escrita duma forma muito @der (forma disjuntiva ou forma
conjuntiva), outra seccdo € dedicada ao lema derpmiacdo e ao teorema de
definibilidade cuja importancia sera apreciada doanestes teoremas forem
generalizados ao calculo de predicados. Na Ulteca&®, o teorema da compacidade é
particularmente importante e também sera genedalizai se afirma que se cada parte

finita de X tem um modelo, entdo X tem um modelo.

1.1 Sintaxe

1.1.1 Férmulas proposicionais

Consideremos um conjunto P ndo vazio, finito otnitd, a que chamaremos o
conjunto de variaveis proposicionais. Os elemedéoB sdo normalmente representados
por letras do alfabeto latino possivelmente concaxd

Além disso, permitiremos 0s seguintes cinco sindolo

14



- 00 e =
que leremos respectivamente com@d’, “ou’, “€”, “ € equivalente'ae “implica’ e 0s
guais chamaremos de simbolos para conectivos peipuEs. ASsumimos que ndo sao
elementos do conjunto P.

Os simbolos—~ , 0, 0, « , = sdo chamados respectivamente: negacao,
disjuncao, conjuncéo, equivaléncia e implicacao.

Devido as regras que lhes seréo atribuidas, dizgum®® simbole: € unario e
gue os outros quatro simbolos para conectivos isaoids.

Finalmente, consideraremos 0s seguintes dois sastbol

)
respectivamente chamadosparéntese finak o paréntese de aberturalistintos dos
simbolos para os conectivos e também néo perterscar.

Certas sucess0es finitas compostas de varidvepogioionais, simbolos para
conectivos proposicionais, e 0s parénteses seginattos dédrmulas proposicionais
(ou proposicfes. Formulas proposicionais sao assim palavras fdamaom o seguinte
alfabeto:

A=PO{-,00=,<=}0{),(}.

Convencionalmente, identificaremos os elemento& dem as correspondentes
palavras de comprimento 1 am(A) (o conjunto dos elementos deque verificam a
propriedad@\). Em particular, P sera considerado um subconjdefo Segue-se entao

a seguinte definicao:

Definicdo 1.10 conjunto F de férmulas proposicionais construido a partifPdé o
menor subconjunto d&/(A) o qual
* inclui P;
e sempre que contém F, também contém - F;
e sempre que contém F e G, também contém
(FOG), (FOG), (F=>G) e (F= G).

Por outras palavrag; € o menor subconjunto d&(A) que inclui P e que é

fechado para as seguintes operacdes:

Fi>-F

15



(F, G)— (FOG)
(F, G)— (FOG)
(F, G)— (F= G)
(F, G)— (F = G).

Observe-se que ha pelo menos um subconjuntoMi® que tem estas
propriedades, nomeadamente o prop¥{@). O conjuntoF é a intersec¢do de todos os
subconjuntos déV(A) que gozam destas propriedades.

Consideremos agora alguns exemplos de férmulas AnBee C sédo elementos
de P:

A

(A= (B = A))
~A=A)
-(A=A)
(AOEB=-A)O0FBO-C))= (C=-A)).

Consideremos também exemplos de algumas expregeéesdo palavras mas
que néo sao formulas:

ALB
-(A)

(A= BOC)

A=B,C
(AOBOC)
DAA O-A)
(AO(B=C))I(-A= (BOC))I(-AOB)).

Muitas vezes por abuso de linguagem na escritaddaufas escreveremos

A 0B com o intuito de representar a formulal{A).

E possivel dar uma descricdo mais explicita do uriajF: para isso,

definiremos, através de inducdo, uma sucesB@pof de subconjuntos d&JA).

Assim, fixamos
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e, para cada,

Fo=FU{HFFORFIU{ R G):F,GOF,,a0{0,0=, <}

Observe-se que a sucessBg {1 € crescente (pare< m, temos queF, O F,).

De seguida iremos provar que

Teorema 1.2F = U0 Fy

Demonstracgdo:E claro que a unido dd%, , nON inclui P e é fechada para todas as

operacdes a seguir indicadas, se duas palavra$ Fppertencem &, para um dado

inteiro n, entao

-F, (FOG), (FOG),(F=G)e (F= G)
pertencem d&,.;. Segue-se qu&,on Fn inclui 0 menor de todos o0s conjuntos que

gozam destas propriedades, ou seja, o préprio

Para provarmos a inclusdo contraria, mostraremosngoicdo que para cada

inteiro n, teremos que~, J F que é verdadeiro por definicdo s& 0, e se supormos
que F, O F, também teremos quE,,, 0 F que preserva a definicdo dg,, e pelo

facto deF ser fechado para todas as propriedades.

Temos duas definicbes equivalentes no conjuntoodauias proposicionais.
Assim falamos dedefinicdo de cima para baixd no primeiro caso edefinicdo de
baixo para cimd no caso que a seguir se segue. Este tipo deighire chamada
“indutiva” ou “por indugdo”. Em cada caso o objeotié definir o menor subconjunto
de um conjunto E que inclui um subconjunto dadoue ¢ fechado para certas
operacdes definidas em E. Temos também uma defimigéivalente a “definicdo de
baixo para cima” que consiste em construir um cuojgualquer para definir um nivel
de cada vez; o subconjunto dado inicialmente € dis raixo nivel e os elementos do
niveln + 1 sdo definidos de forma a serem as imagen&t@eninadas operacdes dos
elementos dos mais baixos niveis. O conjunto alsinido € entdo a unido de uma

sucessao de subconjuntos, indexada pelo conjuntaicheros naturais. Em todas as
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instancias de conjuntos definidas por inducao,mgars tarde conheceremos, bem como
no meéetodo de demonstracdo por inducdo, a seguriesncontraremos a nogao de

cota.

<& Como poderemos entdo definir cota?

Podemos definir cota de uma férmulalfF como:

Definicdo 1.3Cota de uma formula 1 F € o menor inteirm tal que FOF, e que é

representado pd{F].

Por exemplo, dadas A e B variaveis proposicioriamps que
h[A] =0
h[(AOB)] =1
h[((AUOB)= (-A)] =2
h[---B]=3

Observe-se qué-, é o conjunto de férmulas com cota menor ou igual(eu
seja, h[F,] < n) e queF,,,—F, € o conjunto de formulas com catat+ 1 (isto é,
h[F., —F,]=n+1).
Segue-se também, da definicdo, que para todasraslés F e GJ F, temos
que:
h[-F]<h[F]+1 e  h[(®e G)] <sup(h[F], h[G]) + 1,

ondea é um simbolo arbitrario, que representa um conebinario.

1.1.2 Demonstragdes por indu¢cdo num conjunto de fidiulas

Suponhamos que desejamos mostrar que uma certéepaneX(F) é satisfeita
por toda a formula E! F. Para isso podemos usar um argumento atravésidedio da

cota de F: assim seriamos conduzidos a mostraepamueX(F) é verdadeiro para

18



toda a formula FJ Fy, e que se&(F) é verdadeiro para todoF F,, entdo também é

verdadeiro para todoE F,,; (e assim, para qualquey.

Este tipo de argumento é associado a definicdocide para baixo” do
conjunto de férmulas.

E mais pratico e mais natural, porém, tomar a prargefinicdo como ponto de
partida. O passo inicial € o mesmo: mostramos X[ € satisfeito para todas as
formulas que pertencem a P (ou sejkg)ao passo de inducao consiste em provar que,
se a formula F satisfaz a propriedaleentdo também a férmulaF satisfaz, e por
outro lado, que se F e G satisfaz¥mentdao também as férmulas [(FG), (FO G),

(F= G) e (F= G) satisfazem.

Por outro lado, podemos ainda concluir que,

Teorema 1.4 A cota de uma férmula € sempre estritamente mener @ Sseu
comprimento, assumido como o numero de caracté&iesbrancos, (simbolicamente,
h[F] < Ig[F]).
Demonstracdo:Neste caso temos que a propried&(® é: h[F] < Ig[F].
Assim, se F for uma variavel proposicional vem que
h[F]=0elg[F] =1
logo verifica-se a desigualdade. Continuemos agom 0 passo de indug&o. Assim,
suponhamos que a formula F satisfaz a desigualtifieles Ig[F]. Entdo temos que
h[-F] < h[F] + 1 <Ig[F] + 1 = Igh F],
0 que mostra qu¥(—F) é verdadeiro. Suponhamos agora que F e G sanl&s que
verificam a desigualdade: h[F] < Ig[F] e h[G] <@]f entdo, e conm um simbolo de
um conectivo binéario, temos que
h[(F a G)] < sup(h[F], h[G]) + 1 < sup(Ig[F], Ig[G]) + 1
<Ig[F] + Ig[G] + 3 = Ig[(Fx G)],

o que significa qu&(F a G) se verifica, e assim terminando a demonstracao.
Como consequéncia desta propriedade, observa-seéquea nenhuma férmula

de comprimento 0 e que as Unicas formulas de compto 1 sdo as variaveis

proposicionais.
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Consideremos uma propriedad@V) de uma palavra arbitraria W W(A) (ndo

necessariamente uma formula).

Lema 1.5 Suponhamos qu¥(\W) é verdadeira para toda a palavrall\P e que para
quaisquer palavras W e V, ¥8/V) e Y(V) sao verdadeiras, entéo,

Y(=F),YFOG),Y(FOG), Y(F= G), eY(F = G)
também séo verdadeiras. Enté(F;) € verdadeira para toda a formula F.
Demonstracdo: Seja Z um conjunto de palavras que verificam a nedpde,
simbolicamente

Z ={W O WA): Y(W)}.
Por hipotese, Z1 P, ou seja, Pl Z e € fechado para as operacdes:
W =W, (W, V)= (W OV), (W, V) = (W OV).
W, V) > W=V), (W, V) (W = V).

Segue-se que, da definicdo do conjuRt@ueF O Z, isto é, todos os elementos ke

verificam a propriedad¥.

Consideremos agora o caso onde temos uma propeiédaylso definida para

férmulas e ndo para palavras arbitrarias. Assim,

Lema 1.6 Suponhamos qui¥(F) é verdadeira para toda a formuldlAP e que, para
todas as férmulas F e G, X@) e X(G) sdo verdadeiras, entao

X(=F), X(FOG), X(FOG),X(F= G), eX(F = G)
também sédo verdadeiras. Ent&(f;) é verdadeira para toda a formula F.
Demonstracéo:Basta considerar a propriedad@V): “W [0 F e X(W)", definida para
toda a palavra VW1 W(A). ComoF inclui P e é fechado para as operagdes

W= =W, (W, V) > (W OV), (W, V) i~ (W OV),

W, V)b W=V)e (W, V)~ (W = V)

vemos imediatamente que se a propriedadatisfaz as hipéteses apresentadas, entéo a
propriedadeY satisfaz o lema precedente. ConcluimosY{&¢ é verdadeira para toda a

formula F e consequentemente 0 mesmo se verifieaXgg).
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1.1.3 Decomposicdo em arvore de uma formula

Vejamos que a seguinte palavra W:
(((A D(—IB = —lA)) D(—lB D‘lC)):> (C:> —lA))

é realmente uma féormula.
Assim, fixando
Wo=((AOG-B=-A) O-BO-C))

W, = (C= - A),
Observamos que W pode ser escrita comg=VWV,).
Entdo, depois de fixar
Woo = (A O (=B = =A)),
Wp1 = (=B O-C),
Wi = C,
Wi =-A,
podemos escrever
Wo = (Woo O Wo1) €
Wi = (Wi = Why).

Da mesma forma, seremos conduzidos, sucessivanadinar

Wooo= A Woo1= (=B = = A)
Wo10=-B Wo11=-C
Wio=A Woo10=-B
Woo11=-A Woi00= B
Wo110=C Who100= B
Woo110= A

de tal maneira que
Woo = (Wooo [ Wooy), Wo1 = (Wozo [ Wo1a),
Wi = =W, Woo1 = (Woo10= Woo11),
Wo10 =-Woaoo Wo11 =-Wou1a
Woo10=-"Woo100 e Wo11 = =Woo110

Isto mostra-nos que a palavra W é obtida comecapdo variaveis
proposicionais e aplicando, um numero finito de egezoperacdes permitidas na

definicdo do conjunto de formulas. Segue-se queumia formula.
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Podemos representar o processo de decomposicionma de arvore. Assim,

temos na Figura 1

w
= -————\
Wo W
- A =
S —\ TN
Woo Wor Wie Wi
A v . =
SN TN ST TN ;
Waoo Woon Waio Won Wiio
=% - bl *
) / \ | |
Woola Wooit Woioo Woiie
- - . .
|
Wo!)mo Woonio

Fig. 1. Decomposicao, da formula W, em arvore
(adaptada de Cori & Lascar (2000: 14)

Assim, teremos a raiz da arvore (a formula W) gstar@ no topo e 0os ramos
crescem para o fundo. Cada n6 da arvore € umarpalafque é sempre uma férmula
se a palavra de raiz da arvore é uma férmula). Die&gicasos podem surgir:

» V é uma variavel proposicional e, neste caso, @@ extremidade da arvore;

* V pode ser escrito comeV' no caso onde € um unico ramo a partir de V e
terminando imediatamente no nivel abaixo ao n6 V',

e V pode ser escrito como (M V") - onde a representa um simbolo de um
conectivo binario, e neste caso ha dois ramos &r g V e terminando
imediatamente no nivel abaixo aos dois nos V e néste caso o simbolo
apropriado para um conectivo binario sera colocaddigura entre os dois
ramos).

A decomposicao que escolhemos para a férmula Wkelm@o anterior mostra-
-n0S gque a sua cota € entdo menor ou igual a ®nkmto, neste momento, nada nos

permite constatar que a sua cota é exactamente 5.

& Sera possivel imaginar um segundo modo de decoespaiférmula de forma
a obter uma arvore menor?
Tudo o que podemos dizer, em virtude do teoremaélgRe para toda a formula

F OF, ha pelo menos uma decomposicéo do tipo acimadexib
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1.1.4 Teorema da representacao Unica

Para cada palavra WO W(A), iremos representar através dgW]
(respectivamentd[W]) o namero de parénteses de aberturgrespectivamente

namero de parénteses de fechaue ocorrem em W.

<& Poderemos considerar que o numero de paréntesegrale igual ao numero
de parénteses de fecho?
De facto,

Lema 1.7Em qualquer formula, o nimero de parénteses deuader igual ao nimero
de parénteses de fecho.
Demonstracdo:Provaremos, por indugéo, na férmula F.
e Se aféormula F pertence ao conjunto P, entdo temes
a[F] =f[F] =0.
e Se a férmula F pertence ao conjufteal que a[F] = f[F], pois a[F] =
a[-F] e f[F] = f[-F], entdo temos que
a[-F] = f[-F].
» Para todas as férmulas F,[GF tais que: a[F] = f[F] e a[G] = f[G], e
coma um simbolo arbitrario de um conectivo binario, ¢smue
a[(Fa G)] = a[F] + a[G] + 1 = f[(Fa G)].

Entao, a[F] = f[F] para qualquer férmula proposizbF.

& Sera que 0 mesmo se passa se W for um segmaeriéd did uma formula?

N&o. Pois

Lema 1.8 Para qualquer formula E F e qualquer palavra W1 W(A), se W é um
segmento inicial de F, entdo a[&/f[W].
Demonstracdo:A inducéo é sobre a formula F.
* Se FO P, entdo para todo o segmento inicial W de F, seinoe
a[W] = f{W] = 0, consequentemente a[\&f[W].
e Seja F uma férmula tal que para todo o segmentiainiV de F, temos
gue a[W]= f[W]. Consideremos um segmento inicial V €d&: se V é

uma palavra vazia, entdo a[V] = f[V] = 0; se V éaupalavra ndo vazia,
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entdo existe um segmento inicial W de F tal que Y\W¥; temos que
a[V] = a[W] e f[V] = f{W], e uma vez que a[Wg f[W] (por hipotese de
inducao); concluimos que a[¥]f[V].

e Sejam F e G duas férmulas cujos segmentos initéas pelo menos
tantos parénteses de abertura como parénteseshi® & sejad um
simbolo de um conectivo binario. Seja H =(l). Seja V um segmento
inicial de H. Quatro casos podem surgir:

*ou V =0: neste caso, a[V] =1f[V] = 0;

*ouV=(W (onde W € um segmemtizgial de F):

entdo a[V] = a[W] + 1 e f[V] = f[W], e uma vez quW] = f[W] (por
hipotese de indugéo), concluimos que &\[V];

*ouV=(FaK (onde K € um segmento inicial de G):

entdo a[V] = a[F] + a[K] + 1 e f[V] = f[F] + f[K];mas a[F] = f[F] (pelo
lema 1.7) e a[KE f[K] (por hipotese de indug&o), o que nos permite
concluir uma vez mais que a[¥]f[V];

* ou V = H: e neste caso a[V¥|f[V] (pelo lema 1.7).

Vemos assim que em todos os casos, a[i{¥].

& E 0 que se passara se a palavra W for um segniméigd proprio de F?

Lema 1.9 Para qualquer férmula El F cujo primeiro simbolo é um paréntese de
abertura e para toda a palavrad¥W(A) que € um segmento inicial proprio de F, temos
que a[W] > f[W], chamada desigualdade estrita.
Demonstracdo:Para provarmos a desigualdade estrita consideremadormula F tal
que:
F=(GaH)
onde G e H séo formulas arbitrariag € um simbolo de um conectivo binario. Seja W
um segmento inicial préprio de F. Existem entas dasos possiveis:
« Ou W =K, onde K &€ um segmento inicial de G; nesteo temos que
a[W] = a[K] + 1 e f[W] = f[K], e pois a[K]= f[K], (pelo lema 1.8),

concluimos que a[W] > f[W];
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* OuW =Ga L, onde L é um segmento inicial de H; neste casts que
a[W] = a[G] + a[L] + 1 e f{W] = f[G] + f[L]; mas &aF] = f[G] (pelo lema
1.7)e a[L]= f[L], (pelo lema 1.8), o que nos leva a que a[W]W].

& Serd que se verifica sempre que se W for uma m@alentdo W é uma

formula?

N&o. Pois,

Lema 1.10Para qualquer formulaB F e para qualquer palavra WW(A), se W é um

segmento inicial formal de F entdo W néo é uma tidam

Demonstracdo:Vamos provar por inducéo sobre a férmula F.

Uma variavel proposicional ndo tem nenhum segmeitial formal.
Se F é uma formula nenhum dos seus segmentossrfmimais é uma férmula,
e se V é um segmento inicial formal €&, entdo ou V = e neste caso nado é
uma férmula (as Unicas formulas de comprimentoaolasielementos de P), ou
entdo V ==W onde W é um segmento inicial formal de F; neasodVN nédo é
uma formula (por hipétese de indugdo) e tambémonédd/ =-W. Observe-se
que, ao contrario do que estdvamos a espera,adaadue

“se W nado é uma férmula, entdo também nac-0\&
nao é uma aplicacao trivial da definicdo do comjuie formulas, mas requer
uma demonstracdo. Vamos entdo fazer a sua dengitstrae-W é uma
formula, e examinando os seus simbolos concluimmesngm € uma variavel
proposicional nem uma férmula do tipo ¢HK); entédo, pelo teorema 1.2, existe
pelo menos uma formula G tal qu&V = = G; se as palavrasW e =G sao
idénticas, entdo também sdo as palavras W e G qpoiyva que W é uma
formula.
Sejam F e G duas férmulas arbitrar@sym simbolo para um conectivo binario,
e V um segmento inicial formal de ¢FG). Temos que a[V] > f[V] (pelo lema
1.9). Concluimos que V nédo € uma férmula (pelo l&nig Note-se que néo era
necessario, nesta parte do argumento por indugfmr Sjue 0s segmentos

iniciais formais de F e G ndo eram féormulas.

& O que poderemos dizer acerca da decomposicacladiaica?
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De facto a decomposi¢do é unica. Assim,

Teorema 1.11Para qualquer formula B F, um e sé um dos trés casos seguintes pode
surgir:
» Casol: JP.
» Caso 2: existe uma Unica féormula G tal que+G:
» Caso 3: existe um unico simbolo para um conectivario o € um Unico par de
formulas (G, H)YJ F? tal que F = (Gx H).
Demonstracgéo:E 6bvio que estes trés casos sdo mutuamente excusistamos no
caso 1, no caso 2 ou no caso 3 (0 objectivo € pawmicidade em cada um destes
casos) que preserva o primeiro simbolo de F é emezito de P, é o simbotqg ou o
simbolo ( (estas sdo as Unicas possibilidadesp@serva o teorema 1.2).
O que ja sabemos (pelo teorema 1.2) € que: U R ou entdo existe pelo
menos uma formula G tal que 6, ou entdo existe pelo menos um simbolo para um
conectivo binariax e formulas G e H tais que F = (GH).

Assim sO permanece para provarmos a unicidadeatan®sicdo nos casos 2 e

Para o caso 2 é mais ou menos Obvio: se:l6=-G', entdo G = G".

Para o caso 3, suponhamos que existem férmulas &, &1L e simbolos para
conectivos binariost e B tais que F = (Gx H) = (K B L). Concluimos que as duas
palavras Gu H e K3 L sdo iguais, 0 que nos mostra que uma das duasilits G e K
€ um segmento inicial da outra. Por um resultaderan (lema 1.10), este ndo pode ser
um segmento inicial formal. Uma vez que a palavaziar ndo € uma férmula,
concluimos que G = K. Daqui segue-se que as palavid e B L sado iguais. Os

simbolosa e 3 sdo entéo idénticos, assim como as formulas H e L.

Podemos também concluir que para todas as formrkua$ pertencentesig
temos que
h [-F] = h[F] + 1 e h[(Fo G)] = sup(h[F], h[G]) + 1
para qualguer simbolo de um conectivo binério
Vamos, de seguida, demonstrar a segunda igualdade.
Seja H a formula (& G). Pois H ndo seja um elemento de P, existe um 80

inteiro n tal que h[H] =n + 1. Isto significa que HI F,.; e HO F,.. Pela definicdo de
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Fne1 € porque H comeca com um paréntese de abertureludmos que existem duas
férmulas H e H, 0 F, e um simbolo para um conectivo bindital que H = (H 3 Hy).
Pelo teorema de decomposicdo Unica concluimospgaen, Hr = Fe H =G .
Consequentemente, F e G pertendgmSe existir algum inteiron < n tal que F e G
pertencam &, a formula (Foa G) pertenceria &mn+1 , € consequentemente também a
Fn, 0 que é falso. Segue-se que pelo menos umahaslés F e G tem cotg e assim:
h[(F a G)] = sup(h[F], h[G]) + 1.

1.1.5 DefinigBes por inducgéo (ou recorréncia) no ofunto de formulas

Tal como podemos fazer demonstracdes por induc&monjointo de formulas,
também podemos obter defini¢des por inducdo ounduca de fungdes ou de relagbes
cujo dominio € o conjunto de formulas. O principi@ seguinte: dado um conjunto
arbitrario E fixo, para definir uma func&odeF para E, € suficiente, em primeiro lugar,
dar os valores d@a P, e depois dar regras que nos permitam, pdaa ts formulas F e
G, determinar os valores de

o-F), A(FOG)), o((FUIG)), ((F= G)) eq((F = G))

a custa dos valores ¢&-) e(G). Sejamos mais precisos:

Lema 1.12Sejag uma funcdo de P em Euma funcéo de E em Egeh, i, e] quatro
funces de Eem E. Entdo existe uma Unica fungiiale F para E que satisfaz as
seguintes condicdes:
* arestricdo de@a P ép;
e para qualquer formula B F, ¢(=F) =f(q@(F));
e paratodas as féormulas F €G-;
@(FUG)) =9(e(F), ¢(G)) @((F 0 G)) =h(e(F), ¢(G))
®(F= G)) =i(e(F), 9(G)) «(F = G)) =j(9(F), «G))
Demonstracdo:A unicidade dep € provada facilmente através da indu¢do no comjunt
de férmulas usando o teorema da representacdo. UANi@xisténcia degp, que é

intuitivamente clara, é provada com um argumergmehtar da teoria dos conjuntos.
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<& Como sera entdo uma definicao por recorréncia?
Consideremos 0 seguinte exemplo para o conceitsutdddrmula de uma

férmula proposicional.

Definicdo 1.13Para cada formula El F associamos um subconjunsé(F) de F,
chamado @onjunto de subférmulas de Fque € definido por inducdo que preserva as
seguintes condigoes:

« seFUP,

sf(F) = {F};
* seF =G,
sf(F) = sf(G)T {F};
e seF=(GaH)ondea O{ 0=, =},
sf(F) =sf(G)O sf(H) O {F}.

E facil verificar que as subférmulas de uma formsd@ exactamente as que

aparecem como nos ha sua decomposi¢cao em arvore.

1.1.6 Substituicdes numa férmula proposicional

Seja F uma férmula de e sejam A Ay, ..., A, variaveis proposicionais de P
distintas duas a duddsaremos a notacdo de k[A,, ..., A] para F quando quisermos
salientar os elementos de P que ocorrem pelo menasvrez em F e que estejam entre
A1, Az ..., A.. Por exemplo, a formula F = (& (B O A)) pode ser escrita tanto como
F[A, B], ou F[A, B, C, D] se for util em determinadontexto.

Se tivermos uma formula FJAA,, ..., A, Bi, By, ..., By e n formulas de
Gi, G ..., G, considere-se a palavra obtida substituindo a aveki A,
(respectivamente: A ..., A) pela formula G (respectivamente: £..., G) em cada

ocorréncia destas em F. Esta palavra sera repaesemor F s s a, /s » Mas

também representamos isto por E[G,, ..., G, Bi, By, ..., By, apesar de que isto

poderia causar alguns problemas.
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Por exemplo, se F = F[A, B] € a formula & (B O A)) e G é a formula
(B = A), entdo ka € a palavra (B A) = (B O (B = A))), a qual podemos
representar por F[G, B] ou igualmente por FEB A), B]. Se consideramos uma
variavel proposicional C (distinta de A e B) e uitianula H = C, entdo s é a palavra
(C = (B OC)) que pode ser escrita, que preserva as nossasngoes, Como F[C,
B]. Surge entdo uma ambiguidade, uma vez que nélaré como determinar, das
igualdades,

FIA,B]=(A= (BUOA)) e F[C,B]=(C>(BOQC))

qual destas duas férmulas é a férmula F.

N&o obstante, a notacédo k[&y, ..., G, B, By, ..., By € extremamente pratica
e, na maioria dos casos, perfeitamente clara. Esgorque usaremos esta, apesar do
perigo; limitamos 0 seu uso a circunstancias oeh@aja nenhuma ambiguidade.

De facto, poderemos dar uma definicaokde, s, ¢ POrinducdo sobre a
formula F (onde @ G,, ..., GGOF e A, Ay, ..., Ay 0P permanecem fixos):
* se FOP, entéo

. _ |Gy seF=A, (1=K <n)
ClhsGha-BlA T seF{ALA,,... AL

* seF =G, entéo
Foya6,..60n, = Caa.cn,. 6 m,
* seF=(GuH), entdo
FGl/Al,GZIAZ,...Gn/An = (GGI/Al,GZIAZ,...Gn/An o HGl/Al,GZIAZ,...Gn/An)

para todas as formulas G e H e para o conectivo biaario

Nos exemplos anteriores, pudemos observar que a palavra obtida depois
substituir variaveis proposicionais por féormulas numa formula erapdos tos casos,

ela mesma uma férmula, o que ndo é nada surpreendente uma vez que

Teorema 1.14 Dados um inteiron, féormulas F, G G, ..., G, e variaveis

proposicionais A Ay, ..., Ay, a palavrak; 4 ¢ a, c.a, € Uma férmula.

Demonstracdo:Sejam G, Gy, ..., G O F e A, Ay, ..., Ay O P fixados, provaremos o

teorema por inducado sobre a férmula F.
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 Se FUOP, Fsya,6,a,.05, €iguala @se F=A (L1<k<n)e paraF se

FO{A|, A ..., A}; em ambos os casos F € uma formula.

 Se F =-G, e se suposermos qu8g s g, csa, € Uma formula, entdo
Foya,cm,. o a. » Que € apalavraGe ¢ ja. o a » € NOVamente uma formula.

e SeF =(Gua H) (ondea € um simbolo de um conectivo binario) e se supuser

que as palavrasGga g, 608, € Hojacum,. s, S0 formulas, entéo

Foya,cm,..c.n, due € a palavrals u ca, ca, O Hea 6 a,. 6 s, )s € taMmbém

uma férmula.

Note-se que a formula

FGllAl,GZIAZ,...Gn/An
€ o0 resultado de substituir simultaneamente agwasd A, Ay, ..., A, pelas férmulas
Gi, Gy, ..., G na férmula F. Em principio obteriamos uma féormdléerente se
executassemos estas substituicbes uma apos a além; disso, o resultado que

obteriamos poderia depender da ordem pela qual ®gbatituicdes eram executadas.

Tomemos um exemplo. Consideremos
F= (Al DAz), G]_ = (Al DAz) e Q = (A1:> Az)
Temos entao:

Foya,c,m, = (AL OA) O(A1= A);

considerando que
[ FGl/Al ]GZ/AZ = (A1 0(AL1= Ap) O(A1= Ag);

[Foa, loa, = (A1 TA) O((A1 A2 = A)).

Também podemos, numa dada férmula F, substituir sub&rmula H de F por uma
formula G. A palavra que resulta desta operacama wez mais uma formula. Embora,
na préatica, este tipo de substituicdo seja muieguente, ndo introduziremos uma
notacéo especial e ndo entraremos em detalhesid€émmos apenas um exemplo.
Suponhamos que

F=((AOB)= (-BOA=C))O(B = (B= (ATCQC)))),

G=(A= (BOQ)e
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H=(-BO(A=C)).
Entdo, substituindo a subférmula H pela formulaaGdrmula F, obtemos a férmula
((WOB)= (A = (BOC)O(B = (B= (ATC))).

1.2 Semantica

1.2.1 Atribuicédo de valores logicos e tabelas derdade

Definicdo 1.15Uma atribuicdo de valores ldgicospara P € uma aplicagdo de P no
conjunto {0,l}.
Em vez de “atribuicdo de valores logicos”, falaggeuma Valoracad’, ou de

uma ‘valuacad, ou “distribuicdo de valores de verdadé

Uma atribuicdo de valores l6gicos para P é entdoelemento do conjunto
{0,1}".

Uma atribuicdo de valores légicos O {0,1}" atribui, a cada variavel
proposicional A, um valod(A) que é 0 ou 1 (intuitivamente, falso ou verdamleiUma
vez feito isto, veremos que € possivel, de umaasémaneira, estend®ao conjunto
de todas as formulas proposicionais e respeitasdegas que conformam, mais ou
menos, o significado intuitivo dos nomes dados \&#s simbolos para conectivos
proposicionais.

T

<& Porqué “mais ou menos”™?

Porque, embora seja duvidoso que alguém fique egp@meom o facto de uma
férmula F receber o valor 1 se e sO se a formiareceber o valor 0, a decisédo para
atribuir o valor 1 a formula (E> G) quando as formulas F e G tém ambas o valor 0
talvez dé lugar a uma maior intranquilidade (peknos no principio). Um modo para
dissipar esta intranquilidade é perguntarmo-noésapnéprios sob que circunstancias a
formula (F= G) pode ser considerada falsa. Provavelmente cdadamos que isto sé
aconteceria no caso de F ser verdadeira e sem @rabém verdadeira, 0 que nos
conduz a atribuir o valor 1 para & G) nos outros trés casos possiveis. A dificuldade

surge sem duvida do facto de, em argumentos matasatermos a impressao de que
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praticamente nunca temos que considerar situagddga “falso implica falso” ou
“falso implica verdade”. Mas esta impressao estder.

Existe outra dificuldade relativa a implicacédo, gne os matematicos véem uma
nocao de causalidade, que o célculo proposicicdalleva em conta. Se B B sédo
duas frases verdadeiras, a légica proposicionabénp valor verdade na frase;“P
implica B”. Mas um matematico frequentemente recusara afiqua “R implica R’é
verdade quando as fraseseéH? nada tém em comum uma com a outra.

Embora os conflitos entre intuicAo ou uso maternagcas definicbes que
estamos prestes a dar surjam especialmente conpleagéo, os outros conectivos
também podem fazer uma modesta contribuicdo paréaslisjuncéo é frequentemente
interpretada como exclusiva (A ou B mas ndo aminas) que ndo sera o no$o

No calculo proposicional, ndo serdo consideraddeseBpos de questdes.
Estaremos contentes por executar operacdes muipdes com dois objectos: 0 e 1, e a
nossa unica referéncia serd feita as definicbesaslesperacdes, ou seja, 0 que
chamaremos de tabelas de verdade.

Que seja perfeitamente claro que a intuicdo a qsereferimos € a intuicao
exclusivamente matematica. A nossa preocupacae maweocar “sempre” a légica (o
que € conhecido como “senso comum”). Os Matematiéosfazem questao de possuir
um modo universal de raz&o. E dificil resistir ficap a razio matematica em situacoes
fora da matematica, uma vez que ficamos seduzidlmsrgor desta razdo, quando a
descobrimos. Mas o resultado ndo € o que estavamsgera: rapidamente enfrentamos
o facto de que os problemas humanos ndo se comsegselver atraves da logica
matematica. Uma das virtudes pedagdgicas € darpagma “vida real”, mas eles sao
0 oposto do que alguns esperam. No entanto, gsiedg aproximacdo nao faz a
aprendizagem das regras da l6gica matematica amisrhas € muito Gtil para ensinar
prudéncia, e até mesmo humildade: para aprenderz@o rmatematica, estudemos
matematica. A aplicacdo da légica matemética aa‘vehl” produziu uma coleccao de
hilariantes exemplos que alguns estudantes conhbeeme que atingiram uma certa
popularidade entre os l6gicos. Vejamos um dessEs@rs:

e 0 que pensamos acerca da equivaléncia eseens fome, ha alguma comida
no frigorifico” e a sua contrapositivése ndo existe comida no frigorifico, néo

tens fome?
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Como podemos ver, tudo isto tem sem dadvida um thdertido, mas ndo nos
ajuda em nada a resolver exercicios de matematicgeeal ou l6gica matematica em

particular.

Teorema 1.16Para qualquer atribuicdo de valores 16gidas{0,1}", existe uma Unica
aplicac;éog ' F :>{O,J} gue satisfad em P e que verifica as seguintes propriedades:
(1) para qualquer formula F,
3(- ) lses®e 5(F)=0;
(2) para todas as formulas F e G,
5 [(F &) lsesése §(F)=§(G) =1
(3) para todas as formulas F e G,
5 [F 8) 0sexs®e 5(F)=5(G)=0;
(4) para todas as formulas F e G,
3(F> &) 0ses®e 5(F)=1e 3(G)=0
(5) para todas as formulas F e G,
S(F= 8) lsesae 5(F)=5(G).
Demonstracdo: De forma a simplificar a notacdo, observemos dgsdeue as

condicbes de (1) até (5) podem ser expressas usasmdoperacfes de adicdo e
multiplicagdo no corpo de dois elementdd2Z , com o qual podemos identificar
naturalmente o conjunto {0,1}. Estas condi¢éesmi@ntao equivalentes a:
para todas as formulas F e G:
(1) 8(=F) =1 +3(F);
(i) 8(FOG)) =3(F)3(G);
(i) 3((FOG)) =3(F) + 5(G) + 5(F)5(G);
(iv) 3(F= G)) =1 +5(F) + 5(F)3(G);
(V) 8((F = G)) =1 +3(F) + 3(G).
(A demonstracédo € imediata.)

Vemos que a fungé5 € definida por indu¢éo no conjunto de formulasue

garante a sua existéncia e unicidade (lema 1.1R), as funcbed, g, h, i, ej sao

definidas en¥. /27, por: para todo @ e todo oy,
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f) =1 +x 9(x,y) =xy, h(x, y) =x +y +xy,
iXy)=1+x+xyej(x,y)=1+x+y.

Identificando {0,1} comZ /27, é extremamente pratico e serad usado no que se

segue.
De seguida apresentaremos, na figura 2, as tatbelasrdade para a negacéo, a

conjuncéo, a disjungao, a implicacéo e a equivaénc

F G (FAG) F G (FVG)
F —F 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
0 1
- 1 0 0 1 0 1
11 1 11 1
F G (F=0G) F G (F&G)
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
11 1 1 1 1

Fig. 2: Tabelas de verdade para a hegacao, a @agjua disjuncéo, a implicacdo e a
equivaléncia
(adaptada de Cori & Lascar (2000: 25)

Na pratica, ndo iremos fazer a distincdo entre aimbauicdo de valores logicos
e a sua extensao ao conjunto de férmulas. Asslarefaos do “valor légico da formula
F sob a atribuicA®’ e eventualmente esqueceremos a barra por cima giee nos
indicaria que estdvamos a trabalhar com uma exdensa

Se F é uma formula & uma atribuicdo de valores logicos, dizemos que F é
satisfeito po®, ou qued satisfaz F, quandé(F) =1.

Dada uma foérmula F e uma atribuicdo de valoresctisgd, a definicdo da
extensos aponta claramente para um método para calcﬁﬂﬁlf: este consiste em

calcular os valores tomados pér nas varias subformulas de F, comecando pelas
subformulas de cota 1 (os valores para os de Qota &plicando as tabelas seguintes
tantas vezes quantas as necessérias. Por exempl@, & formula

(A=B)=BU(A = Q)
e sed é uma atribuicdo de valores l6gicos para qual

0(A) =9(B) =0 ed(C) =1,
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entdo temos sucessivamente:
3(A=B)=1,3((A - C)=0;5(BO(A = C)))=0 ed(F)=0.

Pode também acontecer que o calculo dos valoresd dpara todas as
subformulas de F ndo seja necessario tal como pmsleonstatar com a seguinte
formula,

G=(A=(BO-A)O(-COA) = (AOA=-B))
e comA uma atribuicdo de valores logicos para a ¢@a) = 0; podemos entéo desde ja
concluir quer(G) = 1 sem nos preocuparmos com o valor l6giceuttddrmula
(BO-A)O(=COA)) = (AOA=-B))
uma vez que temos como operacgao principal da fé@r@ulma implicacdo em que o
antecedente é falsa(@) = 0) logo a implicagdo tem sempre o valor lagierdade.

Verificamos que, para calcular o valor 16gico deauidrmula, apenas usamos 0s

valores tomados pela atribuicdo de valores |6gsais consideracdo das variaveis que

de facto aparecem na férmula.

Lema 1.17Para qualquer formula FJ[AA,, ..., A] (ndo envolvendo nenhuma variavel
proposicional para além dei,AA,, ..., A) e quaisquer atribuicbes de valores logicos

A ep 0{0,1}7, seX e p estdo de acordo no conjunto das variaveis projposiis
Ay, Ay, ..., Ay, entdoA(F)= u (F).

Demonstracdo: A demonstragdo ndo envolve nenhuma dificuldade it por

inducéo sobre as férmulas.

Seja G[A, Az ..., A] uma formula. Para encontrar o conjunto de valore
l6gicos de G, ou seja, 0 conjunto de todas as ymissatribuicdes de G, vemos que é
suficiente omitir momentaneamente as variaveis deé€’néo aparecem em G, e supor
que o conjunto de variaveis proposicionais € ap@hasA,, ..., A}. Entdo existe um
namero finito de atribuicdo de valores I6gicos asiderar: € o numero de aplicacédo de
{A1, Ay ..., A} para {0,1}, denominado por"2Podemos identificar cada aplicagsio
de {A1, A,, ..., A} para {0,1} com on-uplo ordenadod(A,), &(A>), ...,8(A,)) 0 {0,1}"

e colocar o conjunto de valores l6gicos tomadosGamum quadro no qual cada fila
corresponde a cada um ddsn2uplos ordenados e que contém o correspondente valo
l6gico de G. Tal quadro, que também poderia carderalores l6gicos das subformulas
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de G, sera chamado de tabela de verdade da fonuizsta ndo é mais do que uma

tabela de valores de uma certa aplicagdo de 7@} {0,1}.
Consideremos novamente o exemplo anterior:
G=(A=((BO-A)O(-COA)) = (AO(A=-B)))

e sejam
H=(BO-A), |=(-COA), J=(A=-B),
K=H0OI), L=(A0J), M=(Ke L).

Entdo temos que G = (& M), onde a tabela de verdade de G, figura 3, é:

A B C -A-B ~CHIJKILMGCG
00 0 1 1 1 001 01 0 1
0 0 1 1 1 0 0 01 01 0 1
01 0 1 0 1 10111 1 1
011 1 0 0 10111 1 1
1 0 0 o 1 1 011111 1
1 01 0 1 0 0 01 01 0 o
1 1.0 0 o 1 010 11 1 1
L 11 0 0 0 000010 o

Fig. 3: Tabela de verdade da formula G =A((BO-A) O(-CIOA)) « (AO(A = -B))))
(adaptada de Cori & Lascar (2000: 27)

Devemos notar que nao existe uma Unica tabela ade para uma férmula
(por exemplo, as primeiras quatro colunas da tgbaderiam ser consideradas como a
tabela de verdade da formutéd). Ha, no entanto, uma tabela “minima” para cada

férmula, que envolve apenas as variaveis proposogue aparecem pelo menos uma

vez na formula.
Porém, mesmo restringindo-nos a esta nocao deatabilima, pode ainda

haver, para a mesma foérmula, varias tabelas geeedif apenas na ordem pela qual os

n-uplos ordenados de {0,340 apresentados.
E razoavel escolher, de uma vez por todas, umaropdeticular (entre 0s"P2

que sdo possiveis) e adopta-la sistematicamenteligsnos a ordem lexicografica: na

tabela, on-uplo ordenado4,, a,,...,a,) sera colocado a frente de, (b,,...,.b,) se, para

a primeira subscricgal {1, 2,. ..,n} para a quab; # bj, temos quey; <b;.
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1.2.2 Tautologias e férmulas logicamente equivalezd

Definicdo 1.18
e Umatautologia € uma formula que assume o valor 1 em cada atébuie
valores logicos.
A notacédo paraF é um tautologid é: |= F;
E onde~ F significa: ‘F ndo € uma tautologia.
» Dadas duas formulas F e G, Hogicamente equivalentea G se e s se a
formula (F = G) é uma tautologia.

A notacdo para “F € logicamente equivalente a:&'[@G.

Com base nestas definicdes seguem-se duas prajgsda

» Para todas as férmulas F e G, temos queG-se e s6 se para toda a atribuicéo
de valores 16gicod [ {0,1}%, & (F) = 5 (G).

* Arelacao binarialé uma relacdo de equivaléncia Em

A classe de equivaléncida formula F para a relacé® representada pol(F).

Uma tautologia é entdo uma formula cuja tabelaatdade contém apenas 1's
na ultima coluna, ou seja, uma formula que é “semrdadeira’”. Duas férmulas
logicamente equivalentes sdo duas formulas quesaéisfeitas exactamente pelas
mesmas atribuicbes de valores ldgicos, e que témmessnas tabelas de verdade.
Qualquer formula logicamente equivalente a umaotagia € uma tautologia. Para
além disso, as tautologias constituem uma dasedatsequivaléncia da relacéo binaria
[0 representada por 1. As férmulas cujas negacfestaitologias (chamadas de
antilogias, ou de antitautologias, ou contradicbe9 constituem outra classe de
equivaléncia, distinta de 1, e representada pesfas sdo as férmulas que sao “sempre

falsas”, ou seja, aquelas cujas tabelas de vexadém apenas 0’s na ultima coluna.

Vamos agora analisar o efeito das substituicoes viabmres de verdade de

féormulas.

Teorema 1.19Dada uma atribuicdo de valores logicds,um numero naturaln,
formulas F, G, G,, ..., G, e variaveis proposicionais,A,, ..., A, distintas duas a duas

e tomemo3 a atribuicdo de valores l6gicos definida por
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5(X) seX{A,A,,...A L

para todo o XJ P,A (X) = 4_ _
3(G, )seX=A, (I=si<n).

temos entdo que
8(Fs ja,6.0m,...54n, ) = MF).
Demonstracdo:Vamos provar por indugéo sobre a formula F:
* Se F é um elemento de P, ent&o:
ou F O {A, A, .., A} e neste -caso, FelfAl,GZ/Az,...rsn/An: F e
8(Fo ga, 6.0, ) = O(F) = 8(F) = MF) = 1 (F);
ou F = A (L < i < n); e neste caso,F;ncm, . cm= G €
3(Fsyn.0m,..00m. ) =0(G) =MA,) = L(F) = (F) por defini¢do da.
+ Se F =-G, e se suposermos qWéGg . c,a, .cn, )=A(G) (a hipétese de
inducéo), entdo
3(Fs aycmnioin, ) =0 (0 Goyn,am,n.on, )
= 143(Ggn,0m,..00m,)
=1 +\(G) =1 (~G) = A(P.
* Se F = (G1H), e se suposermos (a hipétese de inducéo)
8(Ge e nen.cn, ) =MGB) €8(Hen,cm,..00m, ) =MH),

entao

ZS(GGllAl,GZIAZ,...,Gn/An ) % S(H(31/A1,Gz/A2,...;3n/An)
=MG)MH) = M(G TH)) =1 (F).
e Oscasos F=(GH), F=(G=H), eF=(G= H)sao tratados de uma forma

semelhante sem dificuldade.
Segue-se imediatamente deste teorema que:
Corolario 1.20 Para todas as formulas F,,GG,, ..., G, e todas as variaveis

proposicionais A A, ..., A, distintas duas a duas, se F é uma tautologiap ¢amdém

0 é a féormula:

38



FGllAl,GzlAz,...Gn/An .
Demonstracdo: Para demonstrar este corolario consideremos unigueaatribuicao
de valores logico® e definamos uma atribuic&otal como no teorema anterior; entao

temos que
S(FGllAl,GzlAz,...,Gn/An ) ZX(F) =1,

pois F seja uma tautologia.

Outro tipo de substituicdo que também nos permigsguvar a equivaléncia

|6gica de férmulas é:

Teorema 1.21Considere-se uma férmula F, uma subférmula G deifm& férmula H
gue € logicamente equivalente a G (H ~ G). Entfioraula F, obtida de F substituindo
a subférmula G pela formula H, é logicamente edeiva a F.

Demonstracdo:Vamos demonstrar o teorema por inducdo sobre aufarin

 Se FO P, entédo, necessariamente, G = F & H. Entdo temos de certeza que
F~F.

e Se F =-F;, entdo ou G = F,'"F= H, e temos que'~ F, ou entdo G é uma
subférmula de Fe, por hipotese de indugdo, a férmula, lue resulta da
substituicdo de G por H emy,Fé logicamente equivalente a pois, para
qualquer atribuicao de valores l6gidgdemos que

8(F)=1+5(F) =1+3(F) =8(~F) =8 (P).

e Se F = (F 0F), entdo existem trés possibilidades. Ou G ='K H, e temos
que F ~ F. Ou entdo G é uma subféormula ded; por hipétese de inducao, a
formula F;, que resulta da substituicio de G por H em & logicamente
equivalente a f Entdo a formula'F a féormula (R O F,); esta € logicamente
equivalente a F porque, para qualquer atribudgdemos que

3(F) =3(R)3(F,) =3(F)3(F,) = 8((F, OF,)) =3 (F).
No terceiro caso, 0 argumento é estritamente a&imiuando G é uma
subférmula de £
Oscasos F=(F= F), F=(ROFR), e F=(kF = F,) séo tratados de uma

forma anédloga, usando as relacdes de (3) a (3¢adema 1.16
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Na pratica, para mostrar que uma férmula é umeoltagi, ou que duas
férmulas sdo logicamente equivalentes, temos vami&tedos disponiveis. Em primeiro
lugar, poderemos usar tabelas de verdade, mas maoité viavel uma vez que o
namero de variaveis pode exceder 3 ou 4. Em cea®sss, poderemos recorrer ao que
se podera chamar de “tabelas de verdade econéméasta’s consistem em discutir 0s
valores tomados por um numero restringido de veisawe certo modo, estamos a
tratar varias linhas da tabela de verdade num (passo. Consideremos um exemplo

onde mostraremos que a seguinte férmula F é unadgia:

(A= ((BO-C)O-(A=D)))0(DO=-E)T(A TC))).
Fixando

H=(A= (BO-C)O-(A=D))) e

K=(DO=-E)O(A OCQC)),
temos que F = (HJ K). De seguida, considere-se uma atribuigéo deresllogico.
Se 3(A) = 0, vemos ques(H) = 1, assim comos(F) = 1. Sed(A) = 1, entdo
§(A OC) =1, e consequentemerték) = 1 e 5 (F) = 1.

Da mesma maneira, por exemplo, para mostrar goeraifa
G=(-AUB)O-(A=B))

€ uma tautologia, usamos primeiro o facto de guérasulas A [0B) e (A= B) sdo
logicamente equivalentes, 0 que nos mostra que [Bgiéamente equivalente a
(A = B) O -(A = B), entdo observe-se que esta ultima férmula édakpor
substituicdo da variavel A pela formula €& B) na tautologia (AL = A), que é ela

prépria uma tautologia.

1.2.3 Algumas tautologias
Consideremos a seguinte lista de algumas tautclogés comuns:
(A, B e C representam variaveis proposiciongisepresenta uma tautologia arbitraria e
0 a negagéo dg, o que € o mesmo que dizer que toma sempre o@glor
1) ((ADA) = A)
(2) (AOA) = A)
3) ((AOB) = (BOA))
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(4) (AOB) - (BOA)

(5) (AOMBUC)) - (ADB)IC)

(6) (AO(BOC) - (ADB)OC))

(7) (AD(BOC) - (AOB)O(ATC))
(8) (AOBOC)) < (AUB)L(ADC))
9) (AOADB)) = A)

(20) (AOAOB)) = A

(11) (-(AOB) = (A 1-B))
(12) (-(AOB) = (A I-B))
(13) (ADT) = A)

(14) (AOD = A

(15) (AO0) = 0O

(16) (ADT) = 7)

(17) (A=B) = (B=-A)).

Estas tautologias reflectem propriedades imporsan@s numeros (1) e (2)
exprimem a idempoténcia da conjunc¢ao e disjungge (4) a comutatividade, (5) e (6)
a associatividade, (7) e (8) a distributividadecdéa um. Mas atencao! Tudo isso esta a
acontecer na equivaléncia logica (ou seja, quesegtapriedades sao realmente
propriedades de operacdes do conjurtode classes de equivaléncia para a relacao ~
em F), mas ndo sO, uma vez que também estd a acomtacpropria linguagem
proposicional entre formulas com as operacdes d8dic [1 entre outras. Os nameros
(11) e (12) exprimem as leis de De Morgan. A tagial (13) (respectivamente, (14))
exprime a classe de tautologias 1 (respectivamenttéasse de antitautologias 0) € o
elemento identidade para a conjuncao (respectiviengara a disjuncdo). O namero
(15) (respectivamente, numero (16)) exprime qu&asse 0 (respectivamente, a classe
1) € o elemento zero da conjuncdo (respectivamatdedisjuncdo). A formula
(-B = = A) é chamada de contrapositiva de {A B) e a tautologia numero (17)
exprime que toda a férmula de implicagdo € logic#gmeequivalente a sua
contrapositiva. Vamos dar ainda uma outra listagpraagcom tautologias comuns
adicionais:

(18) (A O=A)
(19) (A= A)
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(20) (A = A)

(21) (--A=A)

(22) (A= (AOB))

(23) (AOB)=A)

(24) ((W=B)UOA) = B)

(25) (((W=B)O-B) = -A)

(26) (FA=A)=A)

(27) (FA=A) = A

(28) (A= (A=B))

(29) (AOA=B))

(30) (A= (B=A))

(31) (AW=B)UB=C)=A=0)
(32) (A=B)O(C=A)

(33) (A=B)O(+A=B))

(34) ((A=B)O(A=-B))

(35) (A=B)=(B=C)=(A=0)))
(36) (A= (=B = (B=A)))

(37) ((AW=B)= (((A=C)=B)=B)).

Além disso, na lista que se segue, formulas qu®mest mesma linha sdo logicamente
equivalentes duas a duas.

(38) (A=B),-A0B), @B=-A), (AOB) = A), (AOB) = B)

(39) -(A=B), (AO-B)

(40) (A - B), (AOB)O(-A 0-B)), (A OB) (=B OA))

(41) (A = B), (A=>B)OB=A)),(-A = =B), (B = A)

(42) (A = B), (AOB)= (AOB))

(43) -(A = B),(A = =B), (-A = B)

(44) A, =-A, (ATA), (AOA), (AO(AOB)), (AD(AOB))

(45) A (FA=A),(A=>B)=A), (B> A) O-B=A)

(46) A A0, ADD. A=, =A)

(47) -A, (A= -A), (A= B)O(A=-B))

(48) -A, (A=0), (A= D)

42



(49)
(50)
(51)
(52)
(53)
(54)
(55)
(56)
(57)
(58)

0, (A00), (A = 2A)

—AODD, (A=7), O=A

(AOB), (BOA), AO(—ADOB)),-(A=-B)
(AOB),(BOA),(AO(~ADB)), -rA=B),(A=B)=B)
A=B=0),(AUB)=C),B=(A=0),(A=B)= (A=0))
(A=B0OQC), (A=B)OA=C0Q)

(A=B0OQC), (A=B)OA=C0Q))
(AOB)=C),(A=C)OB=20)
(AOB)=C),(A=C)OB=20)

(A<= (B<C)(A=B)= Q.

Deveriamos ter em conta, da linha (54) a (57), guénplicagdo ndo é

distributiva em relacdo a conjuncdo nem em relac@asjuncdo. Vemos porém que é

distributiva da esquerda ((54) e (55)), ou sejandoal e J aparecem a direita de. No

caso em gue um ou outro esta localizado a esquida>, temos um tipo de

distributividade artificial, o O (respectivamente, o) é transformado em(

(respectivamente, ef) apds a sua “distributividade” ((56) e (57)). Isierta-nos para

sermos vigilantes em todos os casos quando mamipalaste tipo de férmula.

De agora em diante, admitiremos o seguinte abusotagao:

« Em geral, quando escrevermos uma formula, permogremos omitir oS

parénteses externos. Esta convencdo supde que pEsdegeses reaparecam

automaticamente quando esta férmula aparecer comaosubférmula de outra

férmula: por exemplo, aceitaremos a férmula F =AB e a formula F1-C,

mas posteriormente sera escrito obviamente come>(B) [1-C e ndo como

A= BUI-C.

e Paratodas as formulas F, G, e H,
- a férmula ((H2 G) OH) sera escrita como (FEG O H),
- a férmula ((FJ1 G) O H) seréa escrita como (FG O H).

Também podemos, aplicando a convencdo prévia y&ladi omissdo de

parénteses, escrevefFG OH ou FOGOH.

* Geralmente para qualquer niumero natkahdo nulo, se & F,, ..., k séo

férmulas, representaremos a formula
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(..(ROR) OFR) O...0FR)
por
FORO...OK
(que comeca cork - 1 ocorréncias do simbolo de paréntese abertajo Que fazemos
a convencao analoga para a disjuncéo.

« Sel ={iy, iy, ...,i} € um conjunto finito, ndo vazio, de indices e BeF- ,...,F

Ik

sdo formulas, a formule- 0 F O...0F , também sera escrita como:

LF,

ol
(para ser lida como “a conjungéo dopéraj pertence &).

Notamos que com esta notacdo, hda uma ambiguiddattvaea ordem dos
indices no conjuntd, que precisa de ser fixada para que esta maneiesatita possa
ter um significado. No entanto, a escolha destamrdédo tem nenhuma importancia
pelo facto da conjunc¢éo ser comutativa e assoaiativ

Da mesma forma, a formulg U £ U...0F sera abreviada:

LF

ol
(para ser lida como “a disjungéo dggaraj pertence &).

Naturalmente, também teremos variantes, colno G, ou Flﬁ F (onde X é um

1< ksn
conjunto finito, ndo vazio, de férmulas), cujo sfogpado é claro.
Relativamente a supressao dos parénteses baseanmarassociatividade da
conjuncdo e da disjuncao (numeros (5) e (6) da&ped¢2.3), obtendo entdo uma

férmula da mesma classe de equivaléncia.

1.3 Formas normais e conjuntos completos de conadi

1.3.1 Operacdes em {0,1} e formulas

Suporemos que o conjunto P de variaveis proposiganum conjunto finito de
n elementos:
P= {A]_, Az, . An}
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Isto permite-nos considerar que toda a formulal F tem as suas variaveis entre
A, Az ..., Ave escrever F = F[AA,, ..., Al
Consideremos entao a seguinte notacao:

« Para todo on-uplo ordenadogg, &, ..., €) O {0,1}", . representa a

-

distribuicdo de valores légicos definidos pér . . (Ai) = & para cada

i0{1, 2, ...,n}.
 Para cada variavel proposicional A e para cada eslane O {0,1}
representamos peA a formula que é igual a A se= 1, e por-A seg = 0.
Para cada formula F, representamos @) o conjunto de distribuicéesde
valores logicos que satisfazem F:
AF) ={30{0,1}" 5 (F) = 1}.
Para cada férmula F, definimos uma aplicafgéde {0,1)" para {0,1} por

Or ez ) =5, .. . (F).

......

A aplicacaodr ndo € mais do que a aplicacéo definida pela taleelserdade de
F. Por um abuso de linguagem dizemos{jué a tabela de verdade de F.

Note-se ainda que duas férmulas F e G sao logidenegivalentes (F ~ G) se
e s sapr = dg, ou seja, a aplicacdo derb ¢ (deF para{01} ") é compativel
com a relagdo ~. Vemos também que esta aplicagéé imdectiva (por exemplo, para
qualquer formula F, temos qué--r = ¢r, OuU seja, a dois objectos diferentes
corresponde a mesma imagem), mas que a aplicaddrida, de/ ~ em{01}“°*" (a
aplicacao cl(Fy~ ¢f) é injectiva (note-se que cl(F) representa a eldssequivaléncia
da formula F da relacdo de equivaléncia ~). Ist@straoque o numero de classes de

equivaléncia para a relacdo ~ &mé no maximo igual ao numero de aplicacdes de

{0,1}" em {0,1}, ou seja2?".

& Sera a aplicacdo det> ¢r sobrejectiva? Podera a tabela de uma aplicacéo
arbitraria de {0,1} em {0,1} ser vista como a tabela de verdade denatégférmula?

A resposta é afirmativa, tal como veremos no Leegaisite.

Lema 1.22Para qualquen-uplo ordenadosg, €, ...,€,) 0 {0,1}", a férmula

L g A

1<ks<n
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é satisfeita pela distribuicao de valores 16gidps . e por nenhuma outra.

Na nossa notagdo, isto seria escm(o]iEn e A) ={0,, .}

Demonstracdo: Para demonstrar este teorema consideremos que, qualguer

distribuicdo de valores |6gicos temos queX([K,GnskAk)z 1 se e sO se para todo

kO{1, ..., n}, X(ekAk) =1, o que, que preserva a definicaodle . , € equivalente
a
paratoddk U {1, ...,n}, AAY =3, . . (AW,

por outras palavras, paka= 6

E1£2vEn "

Lema 1.23Seja X um subconjunto ndo vazio de {0, &}seja k a férmula

L (L siAi).
(£1,65,...£,)0X  U<isn

Entéo a formula £ € satisfeita por estas distribuicGes de valorgeds 5, , . para

as quaisqy, &, ...,&n) 0 X € apenas por estas.

Na nossa notagéo, isto seria escrito como:

A Loo(LeA)={5,,. . (Ene e OX

(€1,62,..£,)0X " 1<isn
Demonstracdo:Para qualquer distribuicdo de valores l6gikptemos qua (Fx) = 1 se
e sO se existe um-uplo (€, &, ..., &) O X tal que X([KisnaiAi) =1, o que é
equivalente a: existe umuplo @€y, &, ...,€,) L X tal queAr =5, . ., ou equivalente a,

ANO{S, ,, .1 g . 8n) O X}

Teorema 1.24Para qualquer aplicac@ode {0,1}" em {0,1}, existe pelo menos uma
formula F tal quebg = ¢.
Por outras palavras, toda a aplicacdo de {0gh {0,1} é uma tabela de
verdade.
Demonstragdo:Fixemos uma aplicacapde {0,1}" em {0,1}.
* Se assume apenas o valor 0, entdo é uma tabelerdi®de, por exemplo, da
formula F = (A O-A)).
* No caso oposto, 0 conjunto
X = 07({1) = {(e1, €2, .. 80) 0{0,1}" O(er, €2, ... 80) = 1}
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é ndo vazio e a férmula

R L (Lea)

(€1,65,...£,)0X  ¥<ign

€ satisfeita por estas distribuicoes de valorescd8gs, , . para as quais

¢(€1, €2, ...,€n) = 1 € @apenas para estas.
Por outras palavras, para cadaplo €, £, ...,£,) 0 {0,1}", temos que

d . (F)=1seesosé(e, &, ... &0) = 1.

£1,E5,..

Isto significa quep € a funcéop, , a tabela de verdade da férmula F.

Vemos entdo que ha? classes de equivaléncia de férmulas no conjunto de

variaveis proposicionais, correspondente@aspossiveis tabelas de verdade.

Aplicacées de {0,1}em {0,1} sdo as vezes chamadasndérios conectivos
proposicionais Veremos que é inofensivo identificar tal como alojecto com a classe
de formulas que sédo naturalmente associadas a estas

As tabelas seguintes, figuras 4 e 5, representadostoos conectivos
proposicionais unarios e binarios (@leatéd.s € deW; atéW,). As primeiras colunas
d&o os valores de cada aplicacdo de cada pontd,Hg pu de {0,1}. A coluna que se
segue da uma formula que pertence a classe de ad#noia correspondente.
Finalmente, a ultima coluna exibe o simbolo usadocemum, se algum representa o

conectivo ou seu home habitual.

Values of ¢; Example of a Usual denotation for ¢;
formula whose
€ 0 0 1 1 truth table is ¢;
€ 0 1 0 1 Symbol Name
wiler, €2) 0 0 0 0 (A] A A 0 FALSE
wa(€), €2) 0 0 0 1 (A1 A Al) A AND
w3l€], €2) 0 0 1 0 =(A; = Az) + DOES NOT IMPLY
@al€y, €2) 0 0 1 1 Al
ws(e, €2) 0 1 0 0 (A = A)) &
wole|, €2) 0 1 0 1 Az
wr(er. €2) 0 1 1 0 =4 & A2) N NOT EQUIVALENT
wsley, €2) 0 1 1 1 (A1 Vv Az) v OR
woler, €2) 1 0 0 0 —(A] Vv Aj) 1 SHEFFER'S ‘OR’
@1ol€r, €2) 1 (1] 0 1 (A1 & Ay) =S IS EQUIVALENT TO
@11 (€g, €2) 1 0 1 0 —Az
@12(€1, €2) 1 0 1 1 (Az = Ay) =
v13(€), €2) 1 1 0 0 —A]
©ial€y, €2) 1 1 0 1 (A = Ap) = IMPLIES
@15(€1, €2) 1 i 1 0 —(A| A Al) A SHEFFER'’S ‘AND’
@16(€], €2) 1 1 1 1 (A v —=A)) 1 TRUE

Fig. 4: Tabela de conectivos proposicionais birgario
(adaptada de Cori & Lascar (2000: 37)
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Values of v, Example of a Usual

formula whose designation
€] 0 1 truth table is y; of ¥
yy(€p) ] 0 (A} A DAY 0 (FALSE)
valer) 0 1 A IDENTITY
Viley) 1 0 =A) = (NOT)
Wale)) 1 1 (A v—AD I (TRUE)

Fig. 5: Tabela de conectivos proposicionais unarios
(adaptada de Cori & Lascar (2000: 37)

1.3.2 Formas normais

Consideremos agora algumas defini¢des:
Definicdo 1.25
(1) Uma formula F esta rfarma normal disjuntiva (DNF) se e so se
(a) existe um inteiran=> 1,
(b) existem inteirok, k, ...,kn =1,
(c) para todoi O {1, 2, ..., m}, existem k variaveis proposicionais

B.

B, ,....By €k elementos,¢,,....e; e€m {0,1}, tais que

F= L (6B, Ds,B,, 0.0, B, ).

I<ism

(2) Uma formula F esta rfarma normal disjuntiva candnica (CDNF) se e s6

se existe um subconjunto néo vazio X de {O1&} que

= L (Lea)

(£1,62,-..£4 )OX Y<isn

(3) Trocando os simbolos para a disjuncédo e a noap nas partes (1) e (2),
obtemos respectivamente as definicbes de uma farmué estd ndorma
normal conjuntiva (CNF) e uma férmula que esta nmrma normal

conjuntiva canonica(CCNF).
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Podemos ver que, quando uma férmula esta na forommah disjuntiva
canonica, € um caso especial da forma normal dirggu(p caso onde cad@é igual a
n, onde para cadall {1, 2, ...,n} e j U {1, 2, ...,m}, B;j = A; e ondeos me n-uplos
ordenadose,;,¢,,....¢; sao distintos dois a dois; note-se que isto fonca ser no
maximo igual a 9.

Além disso observamos que, dada uma aplicgcde {0,1}" em {0,1} distinta
da aplicacéo zero, existe uma formula F na forntanabdisjuntiva canénica tal que
dr = ¢. (A formula K que temos considerado esta certamente na formaahor
disjuntiva canonica.) Como tal, podemos concluir type de unicidade para formas
normais disjuntivas (ou conjuntivas) canonicasseatido em que duas formas normais
disjuntivas (ou conjuntivas) candnicas sao logigamequivalentes se diferirem apenas

a “ordem dos factores”. Mais precisamente sérasulas:

e t
51 52 ..... DX (!s|<n ’71’72 /7,, Y <|<n

sdo logicamente equivalentes, entdo os subconjoh®y de {0,1} sdo idénticos. O
facto analogo para formas normais conjuntivas éantente verdadeiro.

Estas observacdes conduzem-nos ao seguinte tedeefoama normal:

Teorema 1.26Toda a férmula é logicamente equivalente a peloasi@ma férmula na
forma normal disjuntiva e a pelo menos uma férrmdaforma normal conjuntiva.
Qualquer formula que ndo pertenca a classe 0 éalmginte equivalente a uma Unica
formula na forma normal disjuntiva candnica; tod@ranula que néo pertenca a classe
1 é logicamente equivalente a uma Unica formulformaa normal conjuntiva candnica,
onde a unicidade é entendida como sendo a merwsleia dos factores.
Demonstracdo:Para demonstrar o teorema comecemos por considaeaformula F.
* Se F é uma tautologia, € logicamente equivalerdg @ - A1, que sao ambas
formas normais disjuntivas e formas normais comnjast
 Se-F € uma tautologia, F é logicamente equivalente alAA;, que € uma
forma normal disjuntiva e uma forma normal conjuati
* Nos outros casos, observamos que F é logicamenteagnte a uma formula
na forma normal disjuntiva candnica. Mas isto tamlééverdade paraF, o que
guer dizer que existe um subconjunto nédo vazio Y0dg " tal que

-F ~ LeA,).

(61,62, ,sn OX <isn
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Além disso temos também que
F ~ a-F

( Q 8| )

(£1,62,...£, )0X Y<izn

( ‘ TE; A )
(£1,62,...£, )OX M<ign

pelas leis de De Morgan. Na ultima férmula, seragetios a dupla negacao, fica na
forma normal conjuntiva candnica.

A segunda parte do teorema segue-se da primeas ealas anteriores.

Podemos entdo falar da “CDNF” (forma normal dispmtcanonica) de uma
formula (contanto que ndo € uma antologia) e daNET(forma normal conjuntiva
canonica) de uma férmula (contanto que nao é uuotaltgia).

O teorema da forma normal também nos fornece uradudiratico para obter a
CDNF e a CCNF de uma formula (quando elas existpoi3, saibamos a sua tabela de
verdade. Assim, por exemplo, a formula

G=(A=((BO-A)O(=COA) - (ALOA=-B)),
cuja tabela de verdade, apresentada na paginasaésteita pelas distribuicdes
0,0,0),(0,0,1), (0,1,0), (0,1, 1), (109,e (1, 1,0)
enquanto-G é satisfeita apenas pelas distribuicbes (1, Og 1L, 1, 1). Daqui
concluimos que a forma CDNF de G é
(-A0-BO-C)O(-AO-BOC)O(-AIOBO-C)O(-ADOBOC)O
O(AO-BO-C)O(AOBO-C),
e a forma CDNF deG é
(AO-BOC)O(AOBOC),
e finalmente, a forma CCNF de G é
(-AOBO-C)O(-A O-BO-C).
Note-se que deveriamos mencionar que as formuldgpae;A; sdo por vezes

chamadas de literais, estas férmulas do dﬁ&kak (ou seja, disjuncdes de literais)

sdo chamadas frequentemeal&usulase aquelas formas normais conjuntivas (CNF)

sdo chamaddsrmas clausuais
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1.3.3 Conjuntos completos de conectivos

Numa férmula que esta na forma normal disjuntivAlfFR} os Unicos simbolos
gue podem aparecer para conectivos saal e 0. Entdo podemos concluir, pelo que ja
foi dito atras, que toda a formula na forma nordigjuntiva € equivalente a pelo menos
uma formula contendo apenas estes conectivos.

Esta propriedade pode ser redeclarada em termosngetivos proposicionais,

ou seja, em termos de operacdes em {0,1}. Segeetée o seguinte lema:

Lema 1.27Para todo o inteiron > 1, toda a aplicacdo de {0,1}em {0,1} pode ser
obtida por composicao das aplicacéegle {0,1} em {0,1}), juntamente coml e [] (de
{0,1}? em {0,1}).
Demonstracdo:Para demonstrar o lema, consideremmasm numero natural ndo nulo
e ¢ uma aplicacdo de {0,T}em {0,1}. Escolhamos uma formula F que tegpheomo
tabela de verdade e que seja escrita apenas caimbselos para conectives, [, [
(por exemplo uma férmula em DNF). A decomposicaocademore da formula F da-nos
entdo uma composicdo de aplicacdes, tomando amenaplicacbess, [, O que
coincidem com a funga¢. Sem entrar em muitos detalhes consideremos apgnas
exemplo.

A aplicacaap de {0,1}° em {0,1} que assume o valor 0 para (1, 0, 1) & (1) e
o valor 1 para os restantes seis triplos é a talgeleerdade da formula

(~AOBO-C)O(-A O-BO-C).

(Escolhemos uma férmula na forma normal conjuntaadnica (CCNF) porque é mais
pequena e € também escrita usando apenas os s$mbald’).

A forma correcta de escrever esta formula é

(kA OB)O-C)O((-A O-B) O-C)).
Concluimos que para quaisquer elemertgs z de {0,1}, temos que
oy, 2 = (0(~x, y), 72), (=X, 1Y), 72)).
(Nesta expressao os simbotad], (I representam operacdes em {0,1}).

Vemos que as operacfesl], [1geram todas as possiveis operacdes em {0,1}.
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Traduzimos a propriedade exibida dizendo que {J, [} € um conjunto

completo de conectivos.

Definicdo 1.28Um conjunto de conectivos define-se cotompletose gera, atraves de
composicoes, o conjunto de todos 0s conectivosogiopnais. Um conjunto completo
de conectivos define-se conminimal quando nenhum subconjunto formal € um

conjunto completo de conectivos.

O conjunto &, [, [} ndo € um conjunto minimal completo. De facto,gtrda
a férmula F que ndo possui outros conectivos pléra de—, [0 e [0 podemos associar
uma férmula logicamente equivalente que envolvenap®s simbolos para conectivos
- e [I basta substituir, para cada subformula de F dado(H O K), a formula
logicamente equivalente (—-H [0 =K), repetindo a operacdo tantas vezes quantas as
necessarias para eliminar todod_b$sto mostra que~, [} € um conjunto completo de
conectivos que € um subconjunto formal ee {J, [}, logo o conjunto &, [, [} ndo €
um conjunto minimal completo, pela definicdo 1.28.

O conjunto §, [} é um conjunto minimal completo. Para ter a cextdrasta
mostrar que {} e {[]} ndo sao conjuntos completos.

Formulas nas quais ndo aparece outro simbolo pam@ouoectivo diferente de
sao formulas do tiper—...mA (ou seja, uma variavel proposicional precedida ypu
namero finito, também possivel zero, de ocorréndgtasimbolo-). Uma formula deste
tipo ou € logicamente equivalente a A odA, e é claro que héa férmulas, por exemplo
(A O B), que ndo séo logicamente equivalentes a qualgueula deste tipo. Entdo
{=} néo é completo. Quanto ao conjuntd{ note-se que uma férmula na qual o Unico
simbolo para um conectivo que aparede & satisfeita pela distribuicdo de valores de
verdaded, definida pord;(X) = 1 para toda a variavel proposicional X. Podem
concluir que a féormularA;, que toma o valor O pa& ndo pode ser logicamente
equivalente a qualquer formula que contenha apéhaomo simbolo para um
conectivo. Entdol{}} ndo é completo.

Suponhamos que queremos mostrar, por inducao, paecerta propriedade
X(F) é verdadeira para toda a formuladJH-, e suponhamos que esta propriedade é
compativel com a relacdo ~ (ou seja, que qualgagenuia que seja logicamente
equivalente a uma férmula com a propriedadambém tem essa propriedade).
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Podemos explorar o facto de que, {} € um conjunto completo. Assim, se provarmos
que X(F) é verdadeira quando F é um elemento de P, esgugpre queX(F) e X(G)
sejam verdadeiras, entd(-F) e X((F O G)) também sejam verdadeiras, estara
garantido que a propriedadeé verdadeira para todas as férmulas nas quaisaspen
aparecam os simbolos para conectivas[l. Seja H uma férmula arbitraria e Uma
vez que &, [} € completo, H € logicamente equivalente a pelmeseuma formula K
gue pode ser escrita usando apenas estes cone&litéeX(K) é verdadeira, e pois
seja compativel com X(H) é também verdadeira. Note-se que esta obsernsga

aplica da mesma maneira a qualquer outro conjuwrtpleto de conectivos.

1.4 Lema de Interpolacéo

1.4.1 Lema de interpolagao
Lema 1.29Sejam F e G duas férmulas que ndo tém nenhumavebpéposicional em
comum. Entéo as seguinte duas propriedades samtmies:

(1) a formula (= G) é uma tautologia;

(2) pelo menos uma das férmutag ou G € uma tautologia.

Demonstracdo:E claro que a segunda propriedade implica a prangara qualquer
distribuicdo de valores logicds temos quéd(G) = 1 se G € uma tautologiad@) = 0
se-F é uma tautologia. Em ambos os ca¥@s = G)) = 1.

Suponhamos agora que a propriedade (2) é falsao poidemos escolher uma
distribuicdo de valores logicos tal queA(=F) = 0, ou seja qua(F) = 1, e uma
distribuicdo de valores logicop tal que u(G) = 0. De seguida definamos uma
distribuicdo de valores logicdsfixando, para cada variavel proposicional X,

5(x) = AM(X) seX aparecg@elomenosumavezemF;
~ |u( X seXnaoaparecemF.

Pois, por hipétese, qualquer variavel que apanec® edo possa aparecer em F,
vemos qued coincide comA no conjunto de variaveis de F e cermo conjunto de
variaveis de G. Concluimos qu¥F) = A(F) = 1 e qued(G) = u(G) = 0, e,

consequentemente, qdgF = G)) = 0. Entdo a propriedade (1) falha.
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O resultado seguinte é conhecido como lema depwitegao:

Teorema 1.30Sejan um inteiro ndo nulo, A Ay, ..., A, variaveis proposicionais
distintas duas a duas, e F e G duas férmulas oquearte (no maximo) as variaveis

proposicionais A Az, ..., Ay em comum. Entdo as duas propriedades seguintes séo

equivalentes:
(1) a féormula (F= G) é uma tautologia;
(2) existe pelo menos uma férmula H, contendo apenasvagveis
proposicionais A A,, ..., A, tal que as férmulas
(F=>H) e (H=G)

séo tautologias.

Tal férmula H é chamada um interpolante entre F e G
Demonstracdo: Suponhamos qud;t (F=H)e que|= (H = G) e consideremos uma
distribuicdo arbitraria de valores logic@ Se d(H) = 0, entdod(F) = 0, porque
O((F = H)) = 1; sed(H) = 1, entdadd(G) = 1, porqued((H = G)) = 1. Em ambos os
casosd((F = G)) = 1, o que prova a propriedade (1).

Para mostrar a implicacdo contraria, suporemos ¢11e(F = G) e
argumentaremos por indu¢do sobre o numero de e@&igvoposicionais que aparegam
pelo menos uma vez em F mas que nédo aparegam em G.

» Se este numero for zero, entdo fixando H = F obsetteramente uma formula
gue nao contenha outras variaveis proposicionas giém de A Ay, ..., Ay e
talquef (F=>H) e f(H= G).

» Suponhamos, hip6tese de indugdo, que a proprie@de verdadeira para as
formulas F que contenham no maximovaridveis que ndo aparecam em G e
examinemos 0 caso em que &l variaveis. Sejam B By, ..., By, Bmi as
representantes das variaveis de F que ndo apasrnegdn Que preserva a hossa
convencao, temos entéo que F = F[Ay, ..., A, B1, By, ..., By, Bmia]. Sejam

Fi=F[A, A2, ..., Ay, By, By, ..., By, Al = F,

1 / Bm+1

FO = F[Al’ A2, reey A’l; Bl; BZ’ reey Bna _IAl] = F“Alleﬂ )

Repare-se que porB nao aparecer em G, o resultado da substituicdo da
variavel Bn., pela férmula A na férmula (= G) é a féormula (F= G), e o resultado

da substituicdo da variavel,B pela formula-A; na formula (F= G) é a formula
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(Fo = G). Por um corolario anterior (1.20) e por hipétesoncluimos que (= G) e
(Fo = G) sao tautologias, tal como o sao as férmulas

(Fi=G6)U(R=G)) e ((RUF)=G)
(ver na seccao 1.2.3 o numero (57) da lista).

As variaveis na férmula (F1Fy) estdo entre A A,, ..., Ay, By, By, ..., Bn. Entdo
podemos usar a nossa hipotese de inducdo e enconteaférmula H que seja um
interpolante entre (FO0 Fy) e G, ou seja que as suas variaveis estejam entre
Ai, Az ..., A e tais que

F(FROFR)=>H) ek H=G).

Mostraremos qud= (F = (F1 O Fo)). Conclui-se entdo a demonstracédo uma vez
que |= (F= H), o que faz com que H seja um interpolante dnieeG.

Seja entdad uma atribuicdo de valores logicos que satisfazeRos entdo que:

- 0Ud(Ai) =0(Bm+1), € neste casd(Fy) = 6(F) = 1,

- ou entad(A1) # 0(Bm+1), € entaad(Fo) = o(F) = 1.

Em qualquer cas@((F1 0 Fo)) = 1. E entédk (F= (F, O Fy)).

1.4.2 Teorema da definibilidade

Consideremos, agora, um corolario do lema de iolaggo, o chamado teorema
de definibilidade:

Teorema 1.31Sejam A, B, A, A,, ..., A variaveis proposicionais distintas duas a duas
e seja F = F[A, A A .., A] uma férmula (cujas varidveis estdo entre
A, Ay, Ay, ..., A). Assumimos que a férmula

((F[A, A1, Az, ..., A] OF[B, A1, Az, ..., A]) = (A = B))
€ uma tautologia. Entdo existe uma formula G = G[A,, ..., AJ, cujas Unicas
variaveis estao entre;AA, ..., A e tais que a férmula

(FIA, A1, Az, ... Ad = (A = G[AL, Az, ..., A])
€ uma tautologia.
Demonstracdo: Que preserva o que foi apresentado na seccdo A hfotese do

teorema conduz-nos as seguintes tautologias:
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E((FIA, Ay, Az, ..., A] OF[B, Ay, Az, ..., Ad) = (A= B)),
E((FIA, Ay, A, ..., A] OF[B, Ay, A, ..., A]) OA) = B),
E(((FIA, A, A, ..., A] OA) OF[B, Ay, Ay, ..., A]) = B),
E((FIA, Ay, Ay, ..., A] OA) = (F[B, Ay, A, ..., Al = B)).
O lema de interpolagcéo garante-nos a existéncisrdmterpolante
G[AL, Ay, ..., Al entre (FIA, A, A,, ..., A] OA) e (F[B, A, A, ..., Al) = B).
Entdo, em particular,
E((FIA, Ay, Az, ..., AJ OA) = G)
e também
E(FIA, AL As ... Al = (A= G)). *)
Por outro lado,
F(G= (FIB, Ay, Ay ..., Al = B)),
e também
E(GOF[B, Ay, A, ..., A]) = B)
E((FIB. Ay, A, ..., A]) G)= B),
E (F[B, Ay, A, ..., Al = (G= B)).
O resultado da substituicdo de B por A nesta altiGrmula € novamente uma
tautologia:
E(FIA, AL Ay ..., Al = (G= A)). (**)
As propriedades (*) e (**) juntamente com algumastdlogias da seccdo 1.2.3
dao-nos finalmente
E(FIA, Ay Ag ., Al = (A = G)).

Intuitivamente, a hipotese diz-nos que a formulks, B, Ao, ..., AJ determina o
valor de A como uma funcéo de valores dg Ay ..., A, no sentido de que
distribuicbes de valores de verdade que satisfa&zeanque assumam o0 mesmo valor
para A, Az, ..., A também tém de supor o mesmo valor para A; a ceéiclé que o
valor tomado por A é o valor tomado por uma cedtanfila G[A, Az, ..., A que nao
depende de A e que pode ser chamadaldfriicdo de A mddulo P.
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1.5 (Meta)Teorema da Compacidade

1.5.1 Satisfacdo de um conjunto de formulas

Definicdo 1.32SejamA e B dois conjuntos de férmulas do célculo proposidiora
conjunto de varidveis proposicionais P, seja G férmaula e sej@ uma distribuicdo de
valores logicos em P.

* A é satisfeito por & (ou o satisfazA) se e sO s@ satisfaz todas as formulas

pertencentes A.

» A ésatisfazivel(ou compativel) se e sO se existe pelo menos uma distribuicdo

de valores l6gicos que satistaz

* A é finitamente satisfazivel se e s6 se todo o subconjunto finito Aleé

satisfazivel.
* Aécontraditério ouincompativelse e sé se néo é satisfazivel.

* G é umaconsequénciade A (0 qual denotamos po& |= G) se e s6 se toda a
distribuicdo de valores de verdade que satisfaksatisfaz G.

(A notacdo para “@ao € uma consequéncideA” é: A+ G).

* A eB saoequivalentesse e so se toda a féormulaAlé& uma consequéncia Be
e toda a férmula dB é uma consequéncia ée

Por exemplo, consideremos as variaveis proposiconaB, A, Ay, ..., Ay ...
distintas duas a duas: o conjunto {A, BA([IB)} é satisfazivel; {A,-B, (A = B)} é
contraditorio; o conjunto vazio € satisfeito poalguer distribuicdo de valores l6gicos
(se nédo fosse verdade, poderiamos encontrar urtrdbbuiisio de valores l0gicod e
uma férmula FJ O tal qued(F) = 0; mas tal facto é claramente impossiveAskim,
temos que

{A,B} F(AOB) e {A, (A=B)} EB.
Os conjuntos {A, B} e {(AlB)} sé&o equivalentes, tal como sdo os conjuntos

Ay A ooy Ay Y e {AL ALOA,, ., ADA O..OAm ..}
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A partir destas definicbes podemos deduzir a séguista de propriedades.

Quase todas elas sdo consequéncias imediatas.

Lema 1.33Para todos os conjuntos de formubag B, inteirosmep = 1, e férmulas
G HFRPF,.. e G, G, .., G, verificam-se as seguintes propriedades:

« A |= G (G é uma consequénciaAlese e s6 sA [ {-~ G} é contraditério.
Demonstracéo:

Provemos a primeira implicacdo. Assim, suponhamos A O {-G} é
satisfazivel. Entdo, por definicdo, existe pelo aseruma distribuicdo de valores
l6gicos, §, que satisfaz;A 0 {-G}, ou seja,d satisfazA e o satisfaz- G, logo ndo
satisfaz G 0 que € impossivel uma vez que por égpoexiste uma distribuicdo de
valores logicos que satisfak e satisfaz G. Concluimos entdo queAsd= G entédo
A O {~ G} é contraditorio.

Para provarmos a implicacdo contraria tomemos étésp deA 0 {-G} ser
contraditorio, entdo, por definicdo, ndo existe wisribuicdo de valores logicos que
satisfacaA 0 {-~G}, ou seja, ndo existe uma distribuicdo de valddggcos que
satisfaca simultaneameree - G. Entéo existe uma distribuicdo de valores |6goqos

satisfazA e que satisfaz G, ou seja, G é uma consequén@iz{fdet: G).

SeA é satisfazivel e 80 A, entdoB é satisfazivel.

» SeA é satisfazivel, entdd é finitamente satisfazivel.
* SeA é contraditorio e sa [] B, entdoB é contraditorio.
+ SeA FGeseAB,entdoB fG.

« AD{G} FHseesOsA F(G= H).

« AF(GOH)sees6sA FGeA EH.

« {FLF ...k} FGseesosg(FiOFRO...0F,) = G).
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« G éuma tautologia|=( G) se e sO se G é uma consequéncia do conjunio vaz
O EG).
Demonstracao: |= G se e s6 sE |= G: porque o conjunto vazio é satisfeito por toda a
distribuicdo de valores légicos, G € uma consega& conjunto vazio se e s6 se toda
a distribuicdo de valores logicos satisfaz G, patras palavras: se e s6 se G é uma
tautologia. Como resultado, observe-se que, a Snotth para “G é uma tautologia”

aparece natu ralmente.

G é uma tautologia se e s6 se G € uma consequidm@aalquer conjunto de

férmulas.
A é contraditorio se e s6 sef (GO-G).
» A é contraditorio se e s6 se toda a férmula € umaseguéncia daA.
* A é contraditorio se e s6 se toda a antilogia € econaequéncia dé.

« A é contraditério se e sO se existe pelo menos umitogia que € uma

consequéncia de.

e {F1, R, ..., R} € contraditorio se e sO seff; O -F, O ... 0-F,) € uma

tautologia.

* A eB séo equivalente?\(~ B) se e sO se sao satisfeitos pelas mesmas taleelas d

valores logicos.

* Quando substituimos cada formula d@e por uma férmula logicamente

equivalente, obtemos um conjunto que € equivakeAte
* SeA é contraditorio, entaB € equivalente A se e s6 sB é contraditorio.

* A é equivalente ao conjunto vazio se e s6 se tddarala pertencente A for

uma tautologia.
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Demonstracdo: A é equivalente ad! se e sO se todo o elemento Aefor uma
tautologia: € claro, em primeiro lugar, que todBrnula que pertence d0 é uma
consequéncia da, e isto verifica-se para qualquer conjuAt¢caso contrario, existiria
uma formula pertence d0 que nao seria uma consequénciadAde que € claramente
impossivel); assim o que temos de provar € que ®d@&rmula deA é uma
consequéncia dal se e sO se toda a formula defor uma tautologia; mas esta €

justamente a propriedade anterior.
* O conjunto vazio é satisfazivel.
* O conjuntoF de todas as formulas é contraditorio.

* Os conjuntos {G} e {H} sdo equivalentes se e sGaseformulas G e H sdo

logicamente equivalentes.

* Os conjuntos {k, F, ..., F} e {G1, G, ..., G} s@o equivalentes se e s6 se a

formula (ROFR0...0Fy) = (G 0G; 0...0G)) € uma tautologia.

e Todo o conjunto finito de formulas é equivalentaura conjunto contendo

apenas uma unica formula.

* Quando o conjunto P é infinito, e apenas neste, c@€stem conjuntos de
férmulas que néo sdo equivalentes a nenhum conimitto de formulas.

Demonstracdo: P € infinito se e s6 se existe um conjunto de féamgue ndo séo

equivalentes a nenhum conjunto finito: se P édimittemn elementos, exister@?®
classes de férmulas logicamente equivalentes; lemomls um representante de cada
classe. Podemos entdo, dado um conjunto arbitd&idormulasX, substituir cada
férmula deX pelo representante escolhido da sua classe dea#ipgia; o conjunto

resultante é equivalente X4 e é finito uma vez que pode conter no mMaxigf
elementos. Se P é infinito, consideremos o conjuniiimto de formulasy = {A1, Ao, ...,
Am, ...} (onde os A sdo variaveis proposicionais distintas duas a)dussY for
equivalente a um conjunto finito de férmulBsentdoZ seré satisfeito, tal comq pela

distribuicdo constant®, = 1, e podemos escolher pelo menos um inteital que a

60



variavel A ndo ocorra em nenhuma das formulaZ dgue é finito em nimero); entdo a
distribuicdoA que toma sempre o valor 1 excepto egnokde o seu valor é 0, continua
a satisfazeZ (pelo lema 1.17) mas que obviamente ndo satiéfgerando entdo uma
contradicdo: temos entdo um conjuia@ue ndo é equivalente a nenhum conjunto de

formulas.

* A relacéo binaria “é equivalente a” é uma relac@aduivaléncia no conjunto

dos subconjuntos de

1.5.2 O (meta)teorema da compacidade para o calcybooposicional

Consideremos, de seguida, algumas versfes equesldo chamado Teorema
da Compacidade. Assim, temos:

O (meta)Teorema da Compacidade, versao 1:
Teorema 1.34Para qualquer conjuntd de formulas do célculo proposiciond, é
satisfazivel se e s6 gee finitamente satisfazivel.

O (meta)Teorema da Compacidade, versao 2:
Teorema 1.35Para qualquer conjuntd de formulas do célculo proposiciond, é
contraditério se e sO se pelo menos um subconfinito de A é contraditério.

Demonstracdo:A demonstracdo deste teorema encontra-se maidadiampagina 83.

O (meta)Teorema da Compacidade, verséo 3:
Teorema 1.36Para qualquer conjunta de férmulas do célculo proposicional e para
qualquer férmula F, F € uma consequéncid de e soO se F € uma consequéncia de pelo

menos um subconjunto finito de

Demonstracdo: A demonstracdo da equivaléncia destas trés vexk@dsorema da
Compacidade faz-se usando as propriedades elee®rdarlema 1.33. Observamos
também que a implicacddl” da verséo 1 e as implicacdes™ das versdes 2 e 3 sédo

facilmente justificaveis.
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Comecaremos por provar a implicacée™ da versao 1.

Comecemos por ver uma primeira prova que € valata p caso em que o
conjunto de variaveis proposicionais, P, é infimtoneravel:

P={Ao A1, Az ..., An, ..}

(Para o caso de P ser finito, o teorema é maiodexiste apenas um numero
finito de classes de equivaléncia de férmulas)enanto podemos sempre invocar a
situacao da presente demonstragcdo estendendo R@njunto numeravel.)

Assim consideremos um conjuntd de formulas que séo finitamente
compativeis. Temos de provar a existéncia de ustaldiicdo de valores logicos que
satisfaz todas as formulas de Para isto, definiremos, por inducdo, uma sucessao
(€n)noy de elementos de {0,1} tais que a distribuicao alenes l16gico®y definida por:

para todan O N ,00(An) = €n,

satisfazA.

Para definitreg, consideramos dois casos:

e Caso @ para todo o subconjunto finit8 [0 A, existe pelo menos uma
distribuicdo de valores l6gicds {0,1}" que satisfaB e é tal que(Ao) = 0.
Neste caso, fixamos qeg= 0.

» Caso }: este € 0 caso contrario: podemos escolher unosjubtto finitoBy [0 A
tal que, para toda a distribuicdo de valores I&g&al {0,1}" que satisfaB,,
temos queéd(Ao) = 1.

Neste caso, fixamos qag= 1.

No caso ded podemos afirmar que:

Para todo o subconjunto finit® [J A, existe pelo menos uma distribuicdo de
valores l6gico® 0 {0,1} que satisfaB e é tal que(Ag) = 1.

Para ver isto, dado um subconjunto finBo[l A, note-se quéd U By é um
subconjunto finito deA que é compativel que preserva a hipétese iniEgtolhamos
uma distribuicdo de valores logicdsque o satisfaca. Ent&dsatisfazB, (que € um
subconjunto dd&8 U By!), e, pela forma como foi escolhidgy, temos qued(Ap) = 1.

Mas uma vez quétambém satisfaB, verifica-se a afirmacéo.

Assim, da nossa definicao gg podemos concluir a seguinte propriedadg: (R
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Para todo o subconjunto finib[ A,
(Ro) existe pelo menos uma atribuicdo de valores 16@d050,1}”

gue satisfaB e é tal quéd(Ao) = €o.

Suponhamos (por hipétese de inducdo) ge, ..., €, (elementos de {0,1})

foram definido de tal modo que a seguinte propded®,) fosse satisfeita:

Para todo o subconjunto finitB [ A, existe pelo menos uma
(Rn) atribuicdo de valores l6gicas O {0,1}" que satisfaB e é tal que
O(Ao) = €0, (A1) = €1, ...,0(An1) = En-1, €0(An) = En.

Definimos entéde,.; considerando dois casos:

 Caso @:1: Para todo o subconjunto finitB 0 A, existe pelo menos uma
distribuicdo de valores l6gicas 0 {0,1}" que satisfaB e tal qued(Ag) = &,
O(Ay) =€y, ...,0(An) = €n, €0(An+) = 0.

Neste caso fixamos qug. = 0.

» Caso }.1: este € o0 caso contrario: podemos escolher umosjurdo finito
Bn1 O A tal que, para toda a distribuicdo de valores EmicO {0,1}" satisfaz
Bn+1 € que é tal qud(Ao) = €o, (A1) = €1, ..., 0(An) = €n, temos qUS(Ans1) = 1.

Neste caso, fixamas.1 = 1.

Mostremos agora que a propriedade.{Ré entdo satisfeita. Isto equivale a
provar, para o casa.}, que para todo o subconjunto finBolJ A, existe pelo menos
uma distribuicdo de valores 16gicdsd {0,1}" que satisfaB e tal qued(Aq) = €o,
O(A1) = €1, ...,0(An) = €n, €0(Ans1) = 1.

Assim consideremos um subconjunto finBoO A. EntdoB U Bn.; € um
subconjunto finito deA; e, que preserva a propriedade)(Rodemos escolher uma
distribuicdo de valores l6gicas que o satisfaca e tal q@€Ao) = €, &A1) = €1, ...,

O(An) = €, Assim d satisfazBn.1 e, pelo modo como este conjunto foi escolhido,
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podemos concluir qué(An+1) = 1. Uma vez que satisfazB, concluimos a nossa

demonstragao.

A sucessaoef),o, foi assim definida; e, para todo o inteirca propriedade (R
é satisfeita.

Como ja fizemos, fixemo&(An) = €, para todo an.

Seja F uma férmula d&, e sejak um numero natural tal que todas as variaveis
proposicionais que ocorrem em F entdo entrg P8, ..., A} (sendo F um “cordel”
finito de simbolos, de tal forma que exista neaémsente um inteiro). A propriedade
(Ry) e o facto de que {F} € um subconjunto finito Aemostra-nos que podemos
encontrar uma distribuicdo de valores 16gid§ {0,1}" que satisfaca F e tal que
O(Ap) = €9, 0(A1) = &1, ..., 0(Ax) = &. Vemos qued e & satisfazem os elementos do
conjunto {A, A, ..., A} 0 que nos permite concluir (pelo lema 1.17) (&) =6(F) =
=1.

Concluimos quéy satisfaz todas as formulas Ale

Provemos o teorema no caso geral: ndo faremosnealsuma suposi¢cao sobre
0 conjunto P.

Temos no entanto que invocar o lema de Zorn: Todmrgunto ndo vazio,
parcialmente ordenado e indutivo, tem elementosnes.
Demonstracdo:Consideremos um conjunto de férmulas finitameotagativel A.

Tomemosé para representar o conjunto de aplicacbes cujoirdon® um
subconjunto de P, que toma valores em {0,1} e @aea todo o subconjunto finito
B O A, tenha uma extensado de todo o P, que é uma dis&dde valores l6gicos que
satisfazB.

Formalmente:
£= {¢ 0 Ufod* (B0 (M) 0{0d" 5| X = ¢ e(OF O B)(5(F) =1))}

Note-se que este conjunto € ndo vazio, porque moraéaplicacdo vazia.
Podemos ver isto, uma vez que, por hipétese, existedistribuicdo de valores logicos
0 em P que satisfaB. Comod é obviamente uma extensdo da aplicacao vaziagsegu

que satisfaz a condicdo para os elementd@s de
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Observa-se que este € o0 Unico ponto na demonstoaci&ose usa a hipdtese de
queA é finitamente compativel.
Definamos a relacao binagaem¢g por
¢ <y se e sO sg € uma extensao ae
(por outras palavragom(o) [ dom(y) e para todo o Al dom(o), ¢(A) = y(A)).
Facilmente se prova queé uma relacédo de ordem ém
Provaremos que o conjunto ordenadp &) € indutivo, ou seja que todo o
subconjunto dé que é totalmente ordenado potrem um infimo eng. Isto € o mesmo
gue mostrar qué é ndo vazio e que todo o subconjunto ndo vazipgles é totalmente
ordenado pok tem um infimo en€. Isto permite-nos (pelo lema de Zorn) afirmar a
existéncia de um elemento maximal &para a orders.
Ja observamos qué é nao vazio. Consideremos um subconjunto nao vazio
¢ O & que é totalmente ordenado goDefinimos uma aplicag@ como se segue:
e O dominio de\ € a unido dos dominios dos elementos.de
 Para todo o A0 dom(A) e para todo op O ¢, se A dom(p), entdo
AA) = o(A).

Esta definicdo faz sentido porque, gee y sdo elementos dé tais que
A O dom(p) e A 0 dom(y), entdo ou temos < vy ou y < ¢, € em ambos 0S casos
¢o(A) = y(A); assim o valor da aplicacaono ponto A pode ser legitimamente definido
como o valor em A tomado por uma aplicacdo arlérgue pertence ao subconjumto
e é definido em A; assik € a extensdo comum natural de todos os elemeatos d

Vamos mostrar quk € um elemento dé& Para isto, dado um subconjunto finito
B O A, temos de encontrar uma distribuicdo de valorggdsp O {0,1}" que é uma
extensdo da e a qual satisfaB. Uma vez qué é finito, existe no maximo um ndmero
finito de variaveis proposicionais que aparecemfdasulas deB.

Sejam A, Ay, ..., A, as variaveis proposicionais que ocorrem em peloosie
uma foérmula dd8 e que pertencem ao dominioXleou seja, a unido dos dominios dos
elementos de&. Entdo existem eng elementospi, ¢z, ..., ¢n tais que A O dom(e,),

A, O dom(gy), ..., Ay O dom(en). Porquec é totalmente ordenado psy um dosg; é

uma extensdo de todos o0s outros: chamepse Assim temoso, [0 C e
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{A1, Az ..., A} OO dom(go). Sendo um elemento de ¢o tem uma extenséo dg a P
que satisfaB. Definamos a aplicacgode P em {0,1} da seguinte forma:

MA)  seAOdom()r);
v, (A) seAldom(}r).

wA) = {
* MW éuma extensdo de o que é que preserkanodom(A).
* U satisfazB: para isto, temos por um lado que para toda awelriA [1 dom(¢o),
H(A) = A(A) = 9o(A) = wo(A);
concluimos disto qug concorda conyp em {As, Az, ..., A}; por outro lado, se
A é uma variavel que ocorre em algumas féormulasBdeem pertencer ao
conjunto {Aq, Az, ..., A}, temos que ALl dom(A), entdop(A) = yo(A); assim
vemos quegl toma o mesmo valor qug para todas as variaveis proposicionais
do conjuntoB; e uma vez que, satisfazB, entdo também satisfaz(pelo lema
1.17).

Assim encontramos uma distribuicdo de valores t&gue € uma extensaoxle
e que satisfaB, assimA [1 & e & é visto como um conjunto ordenado indutivo. O lema
de Zorn permite-nos entdo escolher um elemegdt que € maximal para a ordem
Suponhamos que o dominio de ndo sao todos os elementos de P e
consideremos uma variavel proposicional A que nadepca ao dominio dg.
Definiremos uma extensgbdey para o conjuntdom(y) U {A} do seguinte modo:
* Yldomey) =V:
* V(A) = 0 se para todo o subconjunto finBode A existe uma distribuicdo de
valores l6gicosd em P que satisfaB, que € uma extensdo gee tal que
o(A) = 0;

* V(A) = 1 caso contrario.

Podemos entdo fazer a seguinte observacag(Ae= 1, entdo para todo o
subconjunto finitdB O A, existe uma distribuicdo de valores 16giéomm P que satisfaz
B, que é uma extensao gee tal qued(A) = 1.

Para vermos isto, note-se quey§8) # 0, podemos encontrar um subconjunto

finito By O A tal que para toda a distribuicdo de valores I&dogue satisfaB e que é
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uma extensédo de temos qué(A) = 1. SejaB um subconjunto finito arbitrario d& O
conjuntoB U By € um subconjunto finito d& entéo existe (por definicdo do conjuito
ao qualy pertence) uma distribuicdo de valores logidagie € uma extensao ge que
satisfazB U By; & satisfazBy e € uma extensao geassimd(A) = 1. Encontramos entéo
na realidade uma extensaoydpara P que satisfd& (uma vez queB [0 B U By) e que
toma o valor 1 no ponto A.

Vimos que qualquer que seja o valory@), existe, para todo o subconjunto
finito B de A, uma extensad dey para P que satisf& e tal qued(A) = y(A). Isto
simplesmente serve para dizer qué de facto uma extensado @ePor conseguinte,
para todo o subconjunto fini® [J A, y pode ser uma extensdo de uma distribuicdo de
valores logicos que satisfazédnlisto significa qug’ pertence &; assimy esta eng e é
estritamente maior quepara a orderg (dom(y) & dom(y)), o que contradiz o facto
de quey é um elemento maximal de

Assim a suposicao que fizemos sobre o dominipeta absurda.

Segue-se qudom(y) = P. Assim vemos que € uma distribuicdo de valores
l6gicos em P e que qualquer extensag dara P é igual & Assim por definicdo dé,
todo o subconjunto finit® de A é satisfeito poy. Em particular, isto € verdade para
todo o subconjunto com apenas um unico elemergogcsignifica que toda a férmula

F O A é satisfeita poy. AssimA é satisfazivel.

1.5.3 Algumas aplicacdes do (meta)teorema da Compadade

Comecemos por analisar uma primeira aplicagéo.

Seja dado um conjunt¥ de rapazes e um conjuntd de raparigas suas
namoradas. @roblema do Casamentdo problema de casar cada rapaz com uma das
suas namoradas, sem bigamia. Sob certas condizpeshlema é solavel. O caso finito

€ contemplado no seguinte resultado.
“Lema do casamento”: Se M é um conjunto finito den > 1 rapazes tal que, para
cadak < m, quaisquek rapazes dispdem de, pelo menlospamoradas, entdo o

problema do casamento tem solucéo.
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Trataremos agora do caso infinito, isto €, do casoque o conjunto dos

rapazes e o0 conjunto das raparigas sao infinitos.

“Teorema do casamento”:Se M é um conjunto infinito (humeravel) de rapazasia
rapaz tem um namero finito de namoradas e, para ica€iro positivok, quaisquek
rapazes dispbem de, pelo menkgjamoradas, entdo o problema do casamento tem
solucéo.
Demonstracdo:Seja M = {p, r1, ...} 0 conjunto dos rapazes, N 5{si, ...} 0 conjunto
das raparigas, e consideremos

P=MxN={(r;,s):i20,j=0}
Para tornar mais facil a notacéo consideremes(p, ) parai = 0,j =2 0. Consideremos
0S [3 como variaveis proposicionais da linguagem praposal sobre P e, nesta
linguagem, os conjuntos das formulas

Mri={p, U...0p; :i20e,paracadas,..S saoasnamoradas dg r

F2={=(pj U-pw) :1,j,k=0,j # Kk}
Ma={-(pix Opx) :1,j,k=20,j 2k}

O significado intuitivo das formulas que compd&erntessonjuntos € claro, se
encararmos jpcomo verdadeira se e s6 se 0 rapagasa com a raparigg $or

exemplo, a férmula
pzz1 0.0 pzzn

exprime que o rapaz casa com uma das suas namoragas.,s, . As formulas dé-

el 3 exprimem que nao ha bigamia.

Para que o problema do casamento tenha solucéa, Ipass, que o conjunto
=, UT,UTl3seja compativel e, para isto acontecer, basta, (p&tta)teorema da
compacidade, que toda a parte finita [seja compativel. E o que mostramos de
seguida.

Sejal’p uma parte finita qualquer de Em ', h4 apenas um numero finito de
férmulas dd™, nas quais ocorrem ao todo, pois, também um nifimeto de variaveis,

as quais dizem respeito a um numero finito de egpaigamos
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Pelo “lema do casamento” (cujas hipoteses sdo amawedo “teorema do casamento”,
excepto no numero de rapazes), o problema do casanem solucdo para estes
rapazes. Feito o casamento destegapazes corm raparigas, sem bigamia, definimos a
valoracédau, pondo:
Uo(pjj) = 1 se e SO se 0 rapaxasou com a raparigg parai =i, ...,im, | =Jj1, - jm €
Vo(p;j) = O (este valor &éporem, irrelevante) para os; gue ndo ocorrem em
féormulas dd (. Assim dito e feito, facilmente verificamos quelas as férmulas de
o sdo satisfeitas par, isto é, quayy € modelo dé€ o. Portanto] o € compativel.

Como se disse acimb,é compativel, por compacidade. Falta agora o. &k
L um modelo dé€. Definimos o casamento da totalidade dos rapazegguinte modo:

Casamos;icom $se e so se(p;) = 1.
Poru ser modelo dé&, e atendendo ao que as formulad dexprimem, vé-se

que o problema do casamento tem solugéo e o te@stdaemonstrado.

Vejamos de seguida uma outra aplicacdo do (metajteoda compacidade.

Chamemos mapa a um conjunto M de regifes fechamas {nterior néao
vazio) do plano euclidiano, duas a duas disjuntagdjacentes mas, neste ultimo
caso, a parte comum das fronteiras ndo se reduzandwontos isolados. O
Problema das quatro coreg um problema classico de coloracdo de mapas:
colorir as regidbes do mapa utilizando somente £s,0mas de tal modo que duas
regides adjacentes recebam cores diferentes. Digajne uma tal coloracdo é
prépria. A Conjectura de Guthrie ou conjectura das quatro coresé a
conjectura de quebdo o mapa finito admite uma coloracao propria. Fenfolada
por um jovem licenciado da Universidade de Lond¥es 1852, Francis Guthrie,
gue a passou a seu irméao Frederick, estudantesiafFque por sua vez a passou
ao seu mestre A. De Morgan. De Morgan mostrou faeite que 3 cores nao sédo
suficientes, e também mostrou que nao € possivepgdes de um mapa estarem
numa posicao tal que cada uma delas seja adjaasrdatras quatro, mas quanto a
conjectura ... passou-a aos seus discipulos e amnlégthur Cayley fez publicar a
conjectura nosProceedingsda Sociedade Matemética de Londres em 1878 e,
desde entdo, muitos matematicos investiram natiteatde resolver a conjectura.

Finalmente, em 1976, ap0s quatro anos de labonsote mais de 1200 horas de
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calculo num super-computador, dois jovens maternatida Universidade de

llinnois, nos E.U.A., anunciaram ter demonstrado o

“Teorema das quatro cores (caso finito)”: Todo o mapa finito admite uma
coloracao propria.

Pela primeira vez na historia da matematica, pastdsstanciais e cruciais
de uma demonstracao (?) foram realizadas por unpuatador, utilizando ideias
formuladas durante e como consequéncia do propourdo da computacdo. A
validade e legitimidade da demonstracdo foram domeatlas por alguns criticos,
jd que repousava ou parecia repousacreacade que o programa utilizado fazia
exactamente o que 0s seus autores haviam projecfedim, um novo tipo de
argumentacdo matemética parece ter nascido: asandlx correccdo de um
programa computacional. Em todo o caso, e dandeoceima das quatro cores

como provado, no caso finito, provaremos a versfioita do mesmo:

“Teorema das quatro cores (caso infinito)”:Todo o mapa infinito (numeréavel)
M = {Ro, Ry, ...} admite uma coloracao propria.
Demonstracdo: Designemos as quatro cores por |, 2, 3 e 4 e densmos a
linguagem proposicional cujas variaveis proposiaisrsao
pij, para todd >0, 1<j < 4.
Pensemos nos conjuntos de férmulas
M={p, Up, 0 p; 0P, :120}
Mo={pj - "px:120,1<j<4,1<k<4,j#k,

M3={pik - ~Pw:i,] 20, 1< k<4, as regidesrR R séo adjacentes}.

Se interpretarmos intuitivamentg pomo verdadeira se e s0 se a regido R
recebe a cof, as formulas do conjuntio =T; U ', U '3 exprimem que o mapa M
admite uma coloracao propria. Para demonstrar i@ basta mostrar, pois, que o
conjuntol” é compativel aefinir a coloracdoa partir de um modelo del do
seguinte modo:

Ri recebe a cgrse e so se(p;) = 1.
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Para mostrar quE € compativel basta mostrar que toda a parte faetd €
compativel e aplicar o (meta)teorema da compacidadeque fazemos de seguida.

Sejal o uma parte finita qualquer de Nas formulas d€, ha ndo mais do que
um namero finito de variaveisjpas quais dizem respeito a um numéroto de

regides e formam, portanto, um mapa finito, digamos
Mo={R ,...R }.
Pelo teorema das quatro cores no caso finito,reafg| admite uma coloracéo
propria.Definimos a valoracdw, pondo
Vo(pij) = 1 se e sO se;jlRecebeu a cgg parai =iy, ...,im, 1<j < 4,
e Uo(pj) = O nos outros casos (na realidade, estes ouwtatsres devy Séo
irrelevantes). Facilmente se pode concluir gqgg€ou melhor, a valoragdo booleana

correspondent®, ) satisfaz todas as formulas dg logo este conjunto é compativel.

Por exemplo, se a formulg p- —pi esta enT o, entdo a regido;Rsta em I se esta
regido recebeu a cgr entdo ndo recebeu nenhuma outra cor, logp;) = 1 e

Lo(pik) = O para todg # k, donded, (pj — —pi) = 1.
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Capitulo Il. Algebras booleanas

Sumario

Neste capitulo vamos abordar na perspectiva dabralg) booleanas uma parte
da algebra, uma parte da topologia, algumas déésigle algebras booleanas, atomos
nas algebras booleanas, homomorfismos, isomorfissutslgebras, ideais, filtros e o
teorema de Stone.

Quando identificamos férmulas logicamente equivialen do célculo
proposicional, obtemos um conjunto no qual, de wdamatural, podemos definir uma
operacdo unaria e duas operacdes binarias quesponagem respectivamente a
negacao, a conjuncdo e a disjuncdo. A estrutuideobeste modo é um exemplo de
uma algebra booleana. Outro exemplo de uma aldetmiaana é dado pelo conjunto de
subconjuntos de um determinado conjunto com asagpes de complementacéo,
interseccédo e unido (que sao chamadas, frequertmerracdes booleanas).

Existem varias maneiras de abordar algebras badearnicialmente,
comecaremos com duas apresentacdes puramentecdgébrhegaremos a conclusao,
no fim deste capitulo, de que podemos da mesmairaaadoptar um ponto de vista
topologico: toda a algebra booleana pode ser fittada com o conjunto destes
subconjuntos compactos, o espaco zero dimensi@m@ultaneamente, aberto e
fechado. A seccdo 2.1 conterd as revisfes necesséanto de algebra como de

topologia.
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A seccdo 2.2 conterd as definicbes algébricas msmondentes propriedades
basicas. Considerou-se uma algebra booleana conuo sen anel no qual todo o
elemento é igual ao seu quadrado; mas esse aamlb&mn distributivo, um reticulado
complementado, ou seja, um conjunto ordenado nb @uaxiste um minimo e um
méaximo, (ii) todo o par de elementos tem um mint&ra um majorante, cada uma
destas operacdes € distributiva relativamentera,oeit finalmente, (iii) todo o elemento
tem um complementar.

A seccao 2.3 sera dedicada a atomos: elementosuld@® que sdo minimais
relativamente a ordem da algebra booleana.

Na seccao 2.4 estudaremos homomorfismos de algeboésanas. Em algebra,
0s nucleos destes homomorfismos (que neste conséxtadeais) desempenham um
papel essencial. Quando consideramos uma algelbtaapaA como um reticulado,
preferimos ndo estudar os ideais mas antes assfilfue sdo canonicamente associados
a eles (obtemos um filtro tomando os complementiweslementos de um ideal).

O objectivo da seccédo 2.5 € o estudo destes idddtsos. Particular atencéo é
prestada a filtros maximais ou ultrafiltros, pasagoiais correspondem ideais maximais,
mas também correspondem a homomorfismosAdea algebra booleana {0,1}. O
conjunto destes homomorfismos é determinado pelaidgia: isto é entdo o chamado
espaco de Stone de que vai ser tratado na ultima seccéo, 2.6, degitulo. Também
sera analisado no ambito do estudo deste espagorenta de compactacao para o
calculo proposicional que esta relacionado de wrmad natural com a compactagéo do
espaco de Stone da algebra de classes de equigatrae formulas logicamente

equivalentes.

2.1 Algebra e Topologia

2.1.1 Algebra

Consideremos um anel comutativo com identidad€A, +, x, 0, D.
Suporemos sempre em tal anel que D. Como é habitual, qualguer uma das
notacbesaxb ou abdenotardo o produto de dois elemertiesb deA.

Temos entdo a seguinte defini¢ao:
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Definicdo 2.1Um ideal deA é um subconjuntbde A tal que
e (I, +, 0 é um subgrupo d@\, +, 0);

» paratodo o elementodel e para todo o elemenyale A, xxy[ll .

O conjunto A satisfaz obviamente estas condi¢coes.idéal deA distinto de A
define-se como um ideal formal. Um idéale A é um ideal formal se e sé séll. (Se
| = A, entdo 1 |; se 1[0 1, entdo para todo o elementae A,1xy =yl , pois A =
).

Aqui apenas consideraremos ideais formais. Assim,ideal deA serd um
subconjuntd de A, o qual, para além de satisfazer as duasg@xlanteriores, satisfaz
a seguinte propriedade:

e 1001,

No entanto, adoptar este ponto de vista pode, Zssyéer inconvenientes: por

exemplo, dados dois idedig J de A, pode nao existir um ideal menor contendo ambos

| eJ por causa da soma de dois ideéas), ou seja, 0 conjunto
I +J={x OA: (Ek/DI )(Dzm )(X: y+z)}
gue normalmente goza desta propriedade, pode maorsaeal formal. Por exemplo,

no anel dos inteirog , a soma dos ideaisZ2 (0 conjunto dos multiplos de 2) & 3(o

conjunto dos multiplos de 3) sdo o anel int&iro

De seguida, enunciaremos o chamado teorema de Krull

Teorema 2.2Todo o ideal num anel comutativo com identidadé estluido em pelo
menos um ideal maximal.

(Umideal é maximalse néo esta estritamente incluido em qualqueo algal.)
Demonstracdo: Para provarmos este teorema vamos usar o lemarde Sejal um
ideal no anehA. Seja representante do conjunto de ideaisfeque inclueni;

¢ ={J00 (A): Jéum ideal ¢ (0 J}.
O teorema ficara provado se conseguirmos estalbedeeristéncia de pelo menos um
elemento maximal no conjunto ordend@pll). Para tal é suficiente, pelo lema de Zorn,
mostrar que este conjunto parcialmente ordenad&oévazio, o que é claro uma vez

quel é um elemento d& e que todo o subconjunto ndo vazio totalmenter@do de
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tem um majorante ef Entdo consideremos um subconjunto X, dpue é totalmente
ordenado com a relacdo de inclusdo; assumimos que&b vazio. Seji a unido dos

elementos de Xy = U 5, J. Como X é ndo vazio e como cada elemento de Xiihcl

| esta incluido enh, entdo 0 lo. Sex ey sédo elementos dg existem dois ideaise K

em X tais quex 0 J ey [0 K. Como X é totalmente ordenado, temos qud 6uK ou

K [0 J. Se estivermos perante a primeira situacéo, enfd ey [ K, logox-y[OK e

X -y [Olo. Segue-se quiy, +, O é um subgrupo d@\, +, 0). De igual forma, s& [ Iy e

y O A, entdo pelo menos para um idédll X, temos quex [0 J, e tambénxy 0 J e

xy O lo. Finalmente, temos quellly, no caso oposto, 1 pertenceria a um dos elementos
de X, o que é absurdo. Estabelecemoslgéaum ideal dé que incluil, ou seja, € um
elemento d€. Para cadd em X,J O lo: segue-se quk é, em¢, um majorante do

conjunto X.

Sejal um ideal no anelA. Definimos uma relagdo de equivaléncia em A
chamadaongruéncia modulol e representada psr :

para todos os elementase yde A, x = yseeso s« - y[IlI.

7

O facto de que a relacd®y é uma relagdo de equivaléncia é facilmente
demonstrado. Sejil 0 representante da classe de equivaléncia do elerad] A.
TemosO=1. A relacdo de congruéncia modullé compativel com as operacdes * e
do anel: isto significa que s b, c ed sdo elementos de A, ses, ceb s d, entdo
at+tbs c+deaxbs cxd. Isto permite-nos definir duas operagcbes no caojAvE,

de classes de equivaléncia, as quais continuaramepresentar por + definidas

por: para todos os elementase y de A, ;<+§/: X+y e ;<><§/: xxy . Estas duas
operacdes no conjun's, dao-lhe a estrutura de um anel comutativo cordads (o

elemento zero E o elemento unidade® chamado o anel quociente Agelo ideal e

representado pa¥I em lugar ded/=, . O exemplo mais famoso do que descrevemos é

dado pelos anéig /nZ (onden é um numero natural maior ou igual que 2).

Teorema 2.30 anel quocient@&/l € um corpo se e s6 se o idealmaximal.

Demonstracdo:Se suposermos quieao € maximal, podemos escolher um idedg A

tal quel & J (inclusdo estrita). Seja um elemento dd que néo pertencelaTemos
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que a # |, consequentementa € um elemento ndo nulo do anel quociente. Se este

elemento fosse invertivel, haveria um eleménfd A tal quea x b = 1, ou seja que
ab = 1 ou equivalentementb - 1 0 I, e tambémab -1 [0 J. Porquea 0 J eJ é um
ideal,ab [0 J. Assim a diferencab - (ab - 1) = 1 pertenceria & 0 que € impossivel.
Segue-se que existe pelo menos um elemento napndaanvertivel no anéV/l: ndo é
entdo um corpo.

Agora suponhamos queé maximal. Seja um elemento de A tal qu& #0

(ou equivalentementeg [1 1). O nosso objectivo € mostrar nte € um elemento
invertivel do anel quocien®#/|. Consideremos o0 seguinte conjunto:
K={xOA: (Os) (0,)(x=ay+2)}.
E facil verificar queK, +, 0y é um subgrupo d@\, +, 0): em primeiro lugar, @ K pois
0 =(@x0)+0; também, sg 0K ex, 0K, entdo podemos encontrar elementosy.
em A, ez; ez, eml, tais quex; =ay; +z; X = ay, + 2; concluimos que
Xi-Xe=aly1-Y2) +z - 2,
queyi-Y> O A, e quez - z [ 1, assimx; - xo O K. Por outro lado, se [0 K et 0 A,
entdoxt O K: de facto, existem elementgsl] A ez [0 | tais quex = ay + z e
xt = a(ty) + tz, masty 0 A etz 0 I, entdoxt [J K. Isto mostra que as duas primeiras
condicOes na definicdo de um ideal sao satisfpa&. Se a terceira destas condi¢cdes
também for satisfeita (assim séllK), K sera um ideal erA. Mas o conjuntd inclui
estritamente o conjuntt de facto, todo o elemento de | pode ser escrito como
X = (@ x 0) +x, e assim também pertenc&ae o elementa que pode ser escrito como
(ax 1) + 0, pertence & mas ndo & Comol é um ideal maximaK pode entdo nao ser
um ideal emA. Concluimos que I K. Assim podemos entdo encontrar dois elementos
yOAezO]l tais que
ay+z=1.
Entdo temos que 1 ay = z O |, ou equivalentemente, passando as classes de

equivaléncia para a relacd, 1-ay=0 que se traduz comaxy=1. Entdo o

elementoa tem um inverso no anel quocierté.
Mostramos assim que todo o elemento ndo nulo destké invertivelA/l

entdo um corpo.
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2.1.2 Topologia
Comecemos por dar algumas defini¢gbes.

Umatopologia num conjunto X € uma colec¢&o de subconjuntos de X com

as seguintes propriedades:

(1) O e X pertencem & .
(2) A unido dos elementos de qualquer subcolece&o dsta en® .

(3) A interseccao dos elementos de qualquer sutg@definita de3 esta em

Um conjunto X para o qual foi especificada uma togi@a 3 define-se como um
espaco topologico

Falando correctamente, um espago topoldgico € unond@nado (X3 ) que
consiste num conjunto X e numa topologia em X, no entanto omitiremos

frequentemente a mengéo especificd dee ndo houver confuséo.

Seja X um espaco topoldgico e Y um subconjunto d€ohsideramos Y uma
topologia, chamad#pologia induzidaem Y por X, tomando como conjuntos abertos
desta topologia as intersec¢cdes com Y de subcaguabertos de X. Por outras
palavras, para o subconjun@ [0 Y ser aberto na topologia induzida, é necessario e
suficiente que exista um conjunto aberto O na tupalde X tal queQ = O N Y.
Vemos imediatamente que os conjuntos fechadosapaaologia induzida em Y séo as
interseccdes com Y dos subconjuntos fechados @ando falamos de usubespaco
de um espaco topoldgico X, referimo-nos a um subotm com a topologia induzida.

Umabasepara os conjuntos abertos de um espaco topolégeauma familia
(O)i o1 de conjuntos abertos na topologia tal que todonjunto aberto € uma unido de
conjuntos abertos desta familia; por outras patayara todo o conjunto aberto G,

existe pelo menos um subconjudtdl | tal que G =0 ;; O, . Quando uma base para os

conjuntos abertos de um espaco topoldgico é esiepliois elementos desta base séo

chamadogonjuntos abertos basicosOs complementares em X dos conjuntos abertos
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bésicos sdo chamada®njuntos fechados bésicog € claro que todo o conjunto

fechado € uma interseccéo de conjuntos fechadasoba®ara a topologia habitual no

conjuntoR de numeros reais, 0s intervalos abertos limitadasséja, os conjuntos da

forma Ja, b[ondea OR, bOR e a < b) constituem uma base para os conjuntos

abertos. Além disso, é 6bvio que em qualquer esfmpmiogico, a familia de todos os
conjuntos abertos € uma base dos conjuntos ab8egae-se a propriedade:

Lema 2.4Se (Q)in1 € uma base para os conjuntos abertos do esgaglodio X e se
Y é um subconjunto de X, entdo a familia (OY); 5, é uma base para a topologia em

Y induzida por X.

Isto significa que as intersec¢cbes com Y dos sybotrs abertos basicos de X
sao subconjuntos abertos basicos de Y.

Sejam X e Y dois espacos topologicos. Uapéicacaof de X em Y é chamada
continua se e s6 se a imagem inversa pde todo o subconjunto aberto de Y é um
subconjunto aberto de X. Por outras palavfas, continua se e sO se, para todo o

subconjunto abert® de Y, o conjuntof ‘1[Q]={xDX: f(x)0Q} € um subconjunto

aberto de X.

Lema 2.5Seja ;)i o1 uma base para os subconjuntos abertos de unoespaogico

Y e sejaf uma aplicacdo de X em Y. Pdraer continua, € necessario e suficiente que
para todo o indicel I, f [Qi] seja um subconjunto aberto de X.

Demonstracdo: Este lema é necesséario devido a definicdo de aodéde (algo que
serve para todos os subconjuntos abertos de Y terservir em particular para os

subconjuntos abertos basicos). O lema é suficiemia vez que, s € um qualquer

subconjunto aberto de Y, entdo existe um subcomjdinii | tal queQ = Uy O;, €

7

consequentemente™[Q] = U f 'l[O,-] (este ultimo facto € uma propriedade bem

conhecida de imagens inversas); se todo$ Y©i] sdo subconjuntos abertos de X,

f Q] ser4 uma unido de subconjuntos abertos, e coaestguente um subconjunto

aberto de X.
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Definicdo 2.6Um homeomorfismode um espaco topoldgico X num espago topologico
Y é uma aplicacéo bijectiva, continua de X em Yadnyersa é uma aplicacdo continua

de Y em X. (Neste contexto falamos de uma aplicagaotiva bicontinua).

Definicdo 2.7Um espaco topoldgicoX define-se comddausdorff (ou separadg se e
s6 se para todo o par de elementos distintesy de X existem conjuntos abertos
disjuntos G e H tais qued G ey 0 H. E imediato que todo o subespaco de um espaco

de Hausdorff é de Hausdorff.

Lema 2.8 Seja X um espaco topologico de Hausdorff e sejanysubconjunto de X.
Entdo a topologia induzida em Y por X faz de Y spago de Hausdorff.
Demonstracdo: Se x e y forem pontos distintos de Y, a intersec¢cdo comeYddis
subconjuntos abertos disjuntos de X que contmy respectivamente serdo dois

subconjuntos abertos disjuntos de Y que cont@&m respectivamente.

Definicdo 2.9 Uma cobertura de um espaco topolégico X € uma familig)i(E de

subconjuntos de X tais que X H,;, E;. Se todos os iHorem conjuntos abertos,

falamos de uma cobertura aberta. Usndcobertura de uma cobertura (o € uma
subfamilia (h;n; (JC'1) que € uma cobertura de X. Falaremos de cobartura finita

(ousubcobertura) quando o conjunto correspondente de indicesrfio f

Definicdo 2.10Um espaco topoldgicalefine-se comoompactose e so6 se
1. for de Hausdorff
2. de toda a cobertura aberta de X podermos extraa smibcobertura

finita.

Lema 2.11 Seja X um espaco de Hausdorff. Para X ser comp&ctogcessario e
suficiente que toda a familia de subconjuntos féchale X e cuja interseccéo € vazia
tenha uma subfamilia finita cuja interseccdo éaazi

Demonstracdo: E suficiente observar que se) é uma familia de subconjuntos

fechados de X e se, para cadal, representarmos o complementar gderi X por @

(que é um conjunto aberto), entdg, F =0 se e s6 s¥ig O = X. Assim, para cada
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familia de subconjuntos fechados de X cuja inte@ecé vazia, corresponde, por

complementacdo, uma coberta aberta de X, e viGaver

Lema 2.12Seja Q))ioi uma base para os conjuntos abertos do espacaudzlbtff X.
Para X ser compacto, é necessario e suficientelgueda a cobertura X de conjuntos
abertos basicos possamos extrair uma subcobeirtitea f

Demonstragdo:A condi¢do é obviamente necessaria. Assumindo cpagisfeita e que

(Gkok € uma cobertura de X de conjuntos abertos ariogdemos que X ok G

Mas uma vez que cadax@® uma unido de conjuntos abertos basicos, tema@s um
cobertura de X de uma familia de conjuntos abédrésgcos Q)in; (J O 1), com cadd;
incluido em pelo menos um dos conjuntos abertpsA&sim, com a nossa suposicao,
podemos extrair desta cobertura uma subcobertorta fe teremos, por exemplo,

X = Q UQ_ U.UQ,. Agora € suficiente escolher conjuntos abertos

G, .Gy, -G, da familia (@wx que incluemQ,,Q, ,...Q, respectivamente;

jn
teremos entdo uma subcobertura finita d@fte donde X =G, UG, U..UG, .

Isto prova que X € compacto.

Naturalmente, a propriedade anterior pode ser meftada em termos de

conjuntos fechados:

Lema 2.13 Seja X um espaco de Hausdorff com uma determinad® Ipara os
conjuntos abertos. Para X ser compacto, é necessaificiente que de toda a familia
de conjuntos fechados basicos cuja interseccaaia, y@ssamos extrair um subfamilia

finita cuja interseccao € ainda vazia.

Definicdo 2.14Um subconjunto de um espaco topoldgico X que é Isimeamente
aberto e fechado (ou seja, um subconjunto abertX @mo complementar € também

aberto) sera chamadberto e fechado

Definicdo 2.15Um espacgo topoldgico que tem uma base consistirdocodjuntos

abertos e fechados define-se comewo-dimensional Por exemplo, no espa¢d de

nameros racionais, os intervalos limitados abertgss pontos externos sao irracionais
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constituem uma base de conjuntos abertos e fechptasa topologia habitual: assim

Q € um espaco topoldgico zero-dimensional.

Lema 2.16Para um espaco topoldgico ser zero-dimensionagcéssario e suficiente
que a familia de subconjuntos abertos e fechagasise base dos conjuntos abertos.
Demonstracdo:E 6bvio que qualquer familia de conjuntos abertasigclua uma base
para os subconjuntos abertos de X é ela propriahasa para os subconjuntos abertos
de X. Assim, se X é zero-dimensional, entdo a fandié todos os seus subconjuntos,
simultaneamente, abertos e fechados € uma baseodpmtos abertos. A implicacdo

contraria é imediata.

Lema 2.17Todo o subespaco Y de um espaco topoldgico zerefdiional X é zero-
-dimensional.

Demonstracdo:Seja (Q)i;y uma base para os subconjuntos abertos de X mqsisto
em conjuntos simultaneamente abertos e fechaddam#flia (Q N Y)i; € uma base
para os subconjuntos abertos de Y (lema 2.4) nias esnjuntos abertos sdo também
subconjuntos fechados de Y uma vez que eles saotaseccdes com Y de

subconjuntos fechados de X.

Definicdo 2.18Um espaco topoldgico zero-dimensional compactandese como um

espaco booleano

Defini¢cdo 2.19Seja (X)ior uma familia de espagos topoldgicos. No prodytg X,
desta familia, podemos definir urttgologia tomando como conjuntos abertos basicos

todos os subconjuntos da fornfgd,;, O, onde, para cada indidged I, G é um

subconjunto aberto de e onde para todos excepto um namero finito dieésdtemos
O; = X;. E facil verificar que a colecc¢éo consistindo d&as de conjuntos deste tipo é
fechada para as interseccdes e as unides artstr&riasta colecgdo de conjuntos que

tomamos como a familia de conjuntos abertos ptspaogia em[],;, X, . A topologia

definida desta forma é chamadaologia produto.

O teorema de Tychonoff afirma que:
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Teorema 2.200 produto de qualquer familia de espacos topol§giconpactos é um
espaco topoldgico compacto.

A demonstracédo deste teorema faz uso do lema dee&Zpode ser encontrada,
por exemplo, no livro de J.L. KelleyGéneral Topology Van Nostrand, 1955,
reproduzido por Springer-Verlag, Graduate TextMmthematics, 1991) (no entanto,
tem a desvantagem de usar a nocéo de filtro qeersdestudada mais a frente, neste

capitulo).

Consideremos agora o caso especial que nos irdeneste capitulo (Seccgéo
2.6): 0 caso em que cada da familia de espacos j¥, € o conjunto {0,1} com a
topologia discreta (na qual todos os subconjurdosabertos).

Neste caso, o produfd,, X; € o conjunto {0,1}de aplicacbes deem {0,1}.

Para construir um conjunto aberto basizama topologia de produto, devemos
tomar um numero finito de indices, iz, ...,ik em| e conjuntos aberto®, ,0, ,...,O;
de {0,1}, os quais, neste caso, sdo subconjuntigamos de {0,1}. Fixamos entéo

Q=0, xO_ x..x0, x{og} =i,
ou alternativamente
Q={f0{0,1} :f(i) O O,ef(ix) 0O, e...ef (i) OO, }

E natural pensar que s estamos realmente intdossaasses indicgspara os
quais o correspondente conjunto aberto é algoatiferdo conjunto {0,1}. Também é
insensato considerar casos nos quais cada urﬁ)igcéso conjunto vazio, para 0s guais
teriamo2 = [0. Temos entdo apenas duas possiveis escolhass@rja @ij ={0} ou
O, ={1}.

Assim vemos que para construirmos um conjunto bésertoQ na topologia
de produto em {0,1}, devemos tomar um numero finiéoindicesiy, iz, ...,ikeml e 0
mesmo numero de elementasey,, ...,& em {0,1} e entéo fixar

Q={f0{0,1} : f(i.) =1 ef(io) =2 € ... €f(i) = €.

Um conjunto aberto basico €, entdo, o conjuntoodad as aplicacdes tleem

{0,1} que assumem determinados valores de um nufireto de determinados pontos.

Observe-se que o complementar em {0,dp conjuntoQ que ha pouco

consideramos é o seguinte conjunto:
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Ul ofod' - £(i,)=1-¢,}.

1< j<k
Assim € a unido dk conjuntos abertos basicos que é obviamente unurmion]
aberto. Concluimos que € um conjunto fechado.
Os conjuntos abertos béasicos na topologia em {OsEp entdo conjuntos
simultaneamente abertos e fechados. Por consegdémenstramos que:

Lema 2.210 espaco topolégico {0,1f zero-dimensional.

Pois 0 espacgo discreto {0,1} seja claramente cotpgmodemos concluir,

usando o teorema de Tychonoff, que:

Lema 2.220 espaco {0,1}é um espaco topoldgico booleano.
Demonstracao:

Dizer que {0,1} é um espaco topolégico booleano é 0o mesmo que gire
{0,1}' é um espaco topoldgico zero-dimensional compéa#iwa vez que ja foi provado
que {0,1} é um espaco topoldgico zero-dimensional (lema)2.Bdta ver que é
compacto. Pelo teorema de Tychonoff basta aperma&mmnos que o espaco {0,1} é
compacto, mais concretamente, que o espaco {OsEparado. Assim, para todo o par
de elementos distintosey de {0,1} existem conjuntos abertos disjuntos G &id que
x 0 G ey O H, por exemplo: G =[F:0,1[ e H =]0,1;#[. Conclui-se ent&o que {0,1}

€ um espaco topologico booleano.

2.1.3 Uma aplicacéo ao calculo proposicional

O teorema de Tychonoff permite-nos fazer uma detrag@& rapida do

(meta)teorema da compacidade, versao 2, paraaa@@ioposicional. Assim,

Teorema 1.35Para qualquer conjuntd de formulas do célculo proposicion&,é

contraditorio se e sO se pelo menos um subconjfinito de A € contraditorio.

Demonstracao:
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Seja P um conjunto de variaveis proposicionaigaFse conjunto associado de
formulas. Para cadaFF, sejaA(F) o conjunto de atribuicbes de valores l6gicos qu
satisfazem:

AF) ={30{0,1}" 5(F) = 1}.

Se A, A, ..., A sé@o as variaveis que aparecem na formula F, vemeso

conjuntoA(F) é a unido de conjuntos da forma
{80{0,1}: 5(A1) =g1ed(Ar) =g e ... ed(A)) = &4,
onde og; sdo elementos de {0,1}.

De facto, a satisfacdo da férmula F por uma agdmd ndo depende dos
valores queéd assume fora do conjunto {AA,, ..., A}

Assim, o conjuntoA(F) € a unido de conjuntos abertos basicos no espag
topolégico {0,1F. Esta é uma unido finita: envolve no méaximbc@njuntos. Entéo
concluimos qué(F) € um conjunto simultaneamente aberto e fechado.

Agora consideremos um conjunto de formulas F que nao é satisfazivel. Isto

significa, justamente, que a intersecg@mTA(F), € 0 conjunto vazio. Assim, a

familia (A(F))ror €, no espago compacto {0F1uma familia de conjuntos fechados cuja
interseccdo é vazia. Assim € possivel extrair uadasnilia finita cuja interseccdo é

vazia; assim existe um subconjunto finit[T T tal queﬂ A(F) = @. Isto significa

FOT,

que existe algum subconjunto finito de T que nasaéisfazivel. Isto prova o

(meta)teorema da compacidade (verséo 2) para olefposicional.

2.2 Algumas definicdes de Algebras booleanas

Definicdo 2.23Segundo Yaglom (1983), umagebra booleanacoincide com um
reticulado (distributivo) complementado, tambémnsado de reticulado booleano.

Definicdo 2.24 Segundo Cori & Lascar (2000), un@édgebra booleana(as vezes

chamadaanel booleany é um anel(A, +, x, 0, ) em que cada elemento € um

idempotente para a multiplicacédo (ou seja, é igoaeu quadrado).
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Vejamos agora alguns exemplos de anéis booleanos:

e Oanekz 127 , +,x,0, D.

* A algebra de Booléld (E), A, N, O, E), onde E é um conjunto arbitrario néo
vazio, A e N sao respectivamente as operacdoes de diferencarisané
intersecc¢éo no conjuntd (E) de todos os subconjuntos de E.

» Outro exemplo interessante é fornecido atravésabimlo proposicional.

Considere-se um conjunto de variaveis proposicior&io correspondente
conjuntoF de formulas. Como ja vimos, o conjuriid ~ de classes de equivaléncia de
férmulas logicamente equivalentes com as operadgéesdo equivalente [J tem a
estrutura de uma éalgebra booleana (estas operpgdem ser definidas neste conjunto
porque a relacdo ~ € compativel com 0s conectivopopicionais - ou seja, que
qualquer férmula que seja logicamente equivalentena formula com os conectivos
proposicionais também tem esses conectivos). A&l@sde antilogias e a classe 1 de
tautologias s&o, respectivamente, os elementostiddele para as operagbes nao

equivalentee [

2.2.1 Propriedades das algebras booleanas, relac@iesordem

Vejamos, agora o seguinte lema:

Lema 2.25

* em qualquer algebra booleana, todo o elementaeé@ proprio inverso aditivo;

» toda a algebra booleana € comutativa.
Demonstracdo:Seja(A, +, X, 0, ) uma algebra booleana e sejamy elementos de A.
Da definicdo, temos qué = x, Y’ =, e Kk +y)? = x +y, além disso, como em qualquer
anel, temos que

(X +y)? =X+ Xy +yx+y
Assim podemos concluir, pela idempoténcia, que
X+y=X+Xy+yx+y,

ou depois da simplificacaay + yx = 0. Tomandoy = 1, obtemos em particular que

X + X =0 oux = -X, 0 que prova o0 primeiro ponto. Entédo, pamy arbitrariosxy € o
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inverso dexy, mas uma vez quey + yx = 0, tambénxy é o inverso dgx. Concluimos

entdo quey = yx e que a algebra é comutativa.

O anel booleand” /27 , +, %, 0, 1) € o Unico anel booleano que é um corpo, e

até mesmo o unico anel booleano que € um dominioteigridade: de facto, a relacdo

2

X® =X, que € equivalente a(x—-1) =0, requer, num dominio de integridade, que

é
Xx =0oux =1.

SejalA, +, x, 0, ) uma &lgebra booleana. Definimos urakacao binaria< em

A da seguinte forma: para todos os elemeri®g de A, X<y se e SO Sry = X.

Verificaremos de seguida que esta € realmenteralagdo de ordem parcial
Para todos os elementasy ez de A, temos que:
s X< X poisx® = x por definicdo;
e sex<yey<z entdoxy=xeyz=y; e tambémxz= (xy)z = x(y2 = xy =X, entdo
X<z
e sexs<yey<x entdoxy =xeyx=Y, assimx =y por comutatividade.

Assim a relaca« é reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Teorema 2.26Principais propriedades da relacéo de ordem,
(1) 0 é 0o menor elemento e 1 € o maior elemento deaata
Demonstracdo:De facto, para todox 0x x = 0 e 1x x = X, consequentementeX e

x< 1.

(2) Quaisquer dois elementasy de A tém um infimo (ou seja, um minorante
comum que € maior do que qualquer outro minoramteum), representado
porx n y: ou seja, 0 seu produxy.

Demonstracédo:Temos que

(xy)x =Xy =Xy e (Ky)y =Xy’ =Xy,
assimxy é um minorante tanto paxacomo paray. Além disso, s& € um minorante
comum parx ey, temos quax =z e zy =z, e consequentemerg&y) = (zYy =zy=z,

0 que significa que < xy; assimxy é o infimo comum a ey.
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(3) Quaisquer dois elementa®y de A tém um supremo (ou seja, um majorante
comum que é menor do que qualquer outro majorameim), representado
porx Ll y: ou seja, o elemento+y + xy.

Demonstracdo:De facto,
X(X +Y +Xy) =3¢ + Xy + XY =X+ Xy + Xy =X + 0 =X,
e de forma analogg(x +y + xy) =y. Assim temos qUB< X +y + Xyey < X +Yy + Xy.
Por outro lado, se€ um elemento de A tal que< zey <z ou seja quez=Xxeyz=Yy,
entao,
(X+y+Xy)z=Xz+yz+Xyz=X+Yy +XYy,

assimx +y + xy< z, assimx +y + Xy € 0 supremo comumxeey.

(4) As operacbes e LI assim definidas em A s&o associativas e comugativa
Demonstracado: Isto € verdade em qualquer conjunto parcialmentier@do que

satisfaz as propriedades (2) e (3).

(5) 0 € um elemento identidade para a operagde um elemento absorvente
para a operacao ; enquanto 1 € um elemento identidade para a cperac
e um elemento absorvente para a opera¢éo
Demonstracdo: Traduzindo por outras palavras, para todo o elemvemte A, temos
quexd 0=x,xn0=0,xn 1=xexO1=1.Isto & verdade em qualquer conjunto

ordenado que satisfaz as propriedades (1), (3), & (rivial verificar isto.

(6) Todo o subconjunto n&o vazio fini{(xl, xz,...,xk} de A KON *) tem um

infimo igual ax, n x, n...n x, € um supremo igual & O x, O...00x,.
Demonstracdo: Com excepg¢do do caso Obvio no qiak 1, esta é uma simples
generalizacdo das propriedades (2) e (3), as cqumemos naturalmente através da
inducéo sobré.

Desejamos chamar a atencdo para o0 seguinte factoex@essao
X, NX,N...n X, N80 € uma notacdo nova que pretende represegtarsabbjectos
recentemente introduzidos. Representa um elementoglie € legitimamente definido
(através de inducédo) tal como a operacaoi definida (¢ o elemento que devemos

representar por
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((... (k2N X2) N X3) N e N K1) N Xy
uma expressao que contdm 1 pares de parénteses, 0s quais suprimimos alévid

associatividade. Relativamente a operacgoa propriedade (6) afirma dois factos

distintos: primeiro, que os elementas, X,,...,X, tém um infimo comum; e segundo

gue este infimo comum é

X N Xy NN Xy

(7) Cada uma das operacte< [] é distributiva relativamente a outra.

Demonstragdo:Por um lado,
xn (Y2 =x(y+z+y2 =xy+Xz+Xxyz
=Xy +XZ+Xy.xz=Xny) O (Xn 2

para quaisquer elementos y, e z de A 0s quais garantem que € distributiva
relativamente al.

Por outro lado, com, y, ez ainda elementos arbitrarios de A,

xOyYynxO2=X+y+xy)(x+z+x2

3 +XZ+ Xz + YX + Yz + yxz+ XY + Xyz+ X°yz
=X +yz+Xyz

depois de vérias simplificacdes.

Masx +yz+ xyz=x0 (y2 =x 0O (y n 2, consequentemente da outra

propriedade distributiva.

(8) Para todo o elementa de A, existe um elementa’ de A chamado o
complementar de, tal quex [ x'=1,ex n x'=0.
Demonstracdo: Se existe um elementd, que satisfaxx = 0 ex + X +xX =1, e
também consequentemente X' = 1, ou novamente = 1 +x, é facil de verificar por
outro lado quexd (1 +x) =1 exn (1 +x) =0.
Estabelecemos assim ndo s6 a existéncia mas tarabémgularidade do

complementar dg: que € 1 #x.

(9) A aplicacdox +— 1+ x de A em A é uma bijeccao que inverte a ordem.
Demonstracdo:Esta aplicacdo é até mesmo uma involucao (umacBipeque é a sua
propria inversa) pois, para todoxpl + (1 +x) = x. Por outro lado, para quaisquer

elementox ey, temos que
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(I+x)(+y)=1+x+y+xy.
Este elemento é igual a 1xise e s6 sg + xy = 0, ou hovamentry =y. Vemos desta

forma quel <1 +yse e s sg<X.

A relacdo de ordem numa algebra booleana é compatimn a multiplicacao:
isto significa que se os elementwd, ¢ ed satisfazena<bec<d, entdoaxc<bxd
(se axb=a e cxd =c, entdoaxcxbxd =axc). O facto importante que interessa
reter € que esta ordem nao é compativel com acagod exemplo, temos$ 1, mas

naotemosO0+ %1+ 1.

Segue-se uma propriedade que usaremos frequengement

Lema 2.27Para quaisquer elementosy de A, temos que< 1 +y se e s6 sgy = 0.
Demonstracdo: De facto,x < 1 +y quer dizer por definicdo qug€l +y) = X, ou

novamente + xy = X, que € certamente equivalenteya 0.

2.2.2 Algebras booleanas como conjuntos parcialmenbrdenados

De facto, as propriedades (1), (2), (3), (7), ed@)reorema 2.26 caracterizam as
algebras booleanas, como mostra o seguinte teoresta;também nos fornece um

segundo método para definir algebras booleanas.

Teorema 2.28 Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado com as seguintes
propriedades:
(a) existe um elemento menor (representado por 0) e el@mento maior
(representado por 1);
(b) quaisquer dois elementasey tém um supremo (representado pdrl y) e um
infimo (representado potr n y);
(c) cada uma das operacoese [ é distributiva relativamente a outra;
(d) para todo o elementoem A, existe pelo menos um elementoem A tal que

xOx'=lexn x'=0.
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Entdo A pode ter a estrutura de uma algebra bamlggnt, x, 0, 1) de tal modo que a
ordem dada& em A coincida com a ordem que é associada a $uduea de algebra
booleana (ou seja, teremos y se e sO SRy = X).

Vejamos algumas observacdes preliminares:

4 Um conjunto ordenado que tem as propriedades (@) do teorema define-se
como reticulado. Se também tiver a propriedade (c), define-se camaeticulado
distributivo . Se as propriedades (a), (b), e (d) sdo satisfédaamos de umreticulado
complementadoonde o complementar de um elemento Unico elementa’ para o
qualx O xX =lex n x =0. A unicidade é facil de provar:

Demonstracdo: Suponhamos queX’ e X' sdo ambos complementares dee
consideremos o elemenyo= (X n X') O X'. Por um ladoy é igual a 01 X', ou seja a
X". Por outro lado, a distributividade leva-nos a

y=XOX)n X OX)=1n X OX")=x OX".
Entdo temos que’' =x [0 X', o que significa qu& < X'. Trocando os papéis deex"’

neste argumento, obtemos naturalmefite X', e, no fimx =x".

4 O complementardo elementx seré representado pdt. Temos obviamente
que £ = 0 e & = 1. Observe-se que como consequéncia da sindmdiri do
complementar a aplicac&s— x© de A para A é uma bijeccdo que é igual & sua $aver
(para todax, (x°)© = x).

Note-se que, na adicdo como ja observamos, quantipéteses (a), (b), (c), e
(d) séo satisfeitas, também sdo as propriedadeg5¢)e (6) do Teorema 2.26 que
refere as propriedades da relacdo de ordem.

De seguida estabeleceremos o0 que é geralmentecodbmio®mo as leis de De

Morgan:

Lema 2.29Para quaisquer elementosy de A,
xny°=x"Uye )
xOy°=x"ny"

Demonstracdo:A segunda lei segue-se da primeira substituingor x© ey pory° e

depois usar as propriedades de complementacgéao.
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Para provar a primeira lei, mostramos gue @ y) O (x n y) = 1 e que
(€ O0Y% n (x ny) = 0: para isto, usamos a distributividade dagagges] e n bem
como a associatividade e a comutatividade:
CCOY)OXny) =0y Ox)n Oy Oy)
=(A0y)n 01 =1n1=1;
CCOY)nxny)=6Cnxny) O nxny)
=Ony)O0Onx=000=0.

Através de indugéo, as leis de De Morgan generalim@ediatamente, como se

segue, que:

Lema 2.30Para qualquer inteirfo> 1 e elementos;, X,,...,X, de A,
(% N X n..nx)=x50x;0..0x° e

(¢ 0% 0..0x%)°=xC n X n..nx.

Definiremos agora uma adicdo + e uma multiplicag&oo conjunto A: para

todo x e y, fixamos que
XXy=Xnye
x+y=xny)Uu Eny)

Podemos obter outra expressdo para y, usando o facto de quél é

distributiva sobren :
x+y=x0X)n xOyn ¢EOx)n 0y
=1n (x O y) n (X 0 Y% n 1, consequentemente,
x+y=xUy) n (€0 yo.

Provaremos de seguida guée +, x, 0, 1) € um anel booleano.
Demonstracéo:
« A propriedade “para todoxq x* = X" é imediataX n X = X);
e (A, +, 0 é um grupo comutativo:
* a comutatividade segue-se imediatamente aedel].
* 0 € um elemento identidade para a adicao: pa@aox em A,
X+0=§kn0)On0)=kn1)00=x00=x
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* todo 0 elementa de A tem um inverso: nomeadamente, ele proprio:
X+x=Xxnx)OEnx)=000=0.
* A adicdo € associativa: sey, ez sdo elementos de A, temos que
x+y)+z=(x+y] n )0 (x+y] “n 2)
(usando a definicdo de +)
=([&ny) DXyl n D)0 (x+y]°n 2
(usando a definicdo de +)
=([&«ny) DI n D)0 ([((xOy)n XOy)]°n2
(usando (*))
=(xny) 00N n D)0 ([((xOY 0 EED0Y)] n 2
(através das leis de De Morgan)
=(xny) 00N n D)0 ny) O (xny)ln2
(através das leis de De Morgan)
=&knyY n DO nynD)NO[Enyn20
OXnyn 2)]
(distributividade den sobrel]).
Finalmente, e usando a associatividadéldebtemos que

X+Y)+z=Xny¥nD)O0nyn)OEnyn2)OXnyn 2).

A comutatividade dé] e n implica que todas as permutacdes xny, e z
produzam o mesmo resultado. Em particubar; §) + z = (y + 2 + X, mas uma vez que
a operacao adicdo é comutativa, temos também

(x+y)+z=x+(y+2).
* A multiplicacdox € associativa e tem 1 como um elemento identidegtas séo
obviamente propriedades da operagéo
* A multiplicacdo € distributiva relativamente a &dic para provarmos isto,

invocamos novamente a associatividade e a comidide del] e n, a

distributividade dan relativamente &1, juntamente com as leis de De Morgan.

Omitiremos as justificacdes de cada passo no calcul

Sejamx, y, ez elementos de A. Temos que

Xy+xz=Xny)+(Xn 2

=[xny)n xn2T0[xny)°n xn 2
=[xny)n O O[OY)n (xn 2
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= [XnynxXO)OXnynZO)NO[OEnxn2)O K nxn 2]
=xnynZ)OKxnYy n 2
=xn [(ynZ)0¢°n 2]
=xn[y+7
=X (y + 2).
Isto completa a demonstracéo de ghet, x, 0, ) € uma algebra booleana.

Seja << a ordem associada a esta estrutura. Paisgjger elementosey de A,

X <<y se e sO SRy = X, OuU novamentex n y = x, mas esta Ultima igualdade significa
precisamente queé menor ou igual ypara a orderg dada inicialmente em A. Segue-
-se gue estas duas ordens coincidem.

Entdo, uma algebra booleana €, opcionalmente, etmamual todo o elemento
€ igual ao seu quadrado, ou um conjunto ordenaddegu a estrutura de um reticulado
complementar distributivo.

Sem fazer disto uma regra rigida, tenderemos aadogegundo ponto de vista
no resto do capitulo.

No que se segue, apesar do ponto de vista adoptadms permitir-nos usar,

simultaneamente, a relacao de ordemultiplicacdo e adicdo, e as operacdesn.

2.3 Atomos nas algebras booleanas

Definicdo 2.31Um elemento A numa algebra booleana <, [0, n, 0, 1) define-se
como umatomo se e sé se é nao nulo e ndo tem nenhum minoraoteuo.
Por outras palavrag,é um atomo se e so a& 0 e, para todo elemenoem A,

seb<a, entdo olb=aoub=0.
Vejamos, agora, alguns exemplos de 4tomos.

% Na algebra booleara (E) de subconjuntos do conjunto E, os &tomos sao os

conjuntos singulares (ou seja, subconjuntos contanusé elemento).
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L Existem algebras booleanas sem atomos: é o cagatara booleani/~ de
classes de equivaléncia de férmulas do calculogsional quando o conjunto P de
variaveis proposicionais € infinito.

Demonstracao:A relacdo de ordem nesta algebra booleana é agegu

se F e G séo formulas,

entdo cl(Fk cl(G) se e s se a formula{F G) é uma tautologia.

Para provarmos que ndo existem atomos$-emmostraremos que todo o elemento ndo
nulo tem um minorante estrito para além de 0. Assinsideremos a férmula F tal que
cl(F) # 0, ou seja tal queF ndo seja uma tautologia, ou equivalentementeegiste
pelo menos uma distribuicdo de valores logicos deid’satisfazem F. Escolhamos tal
distribuicdo e representemo-la @rEscolhamos também uma variavel proposicional X
gue ndo apareca na formula F. Isto € possivel pdPgé infinito. Representemos por G
a formula (FO X). Temos obviamente quc{;r ((F O X) = F), consequentemente
cl(G) < cl(F). A distribuicdo de valores l6gicasdefinida por,

5(Y) seY zX

paratodo o YOP, A(Y)=
1 seY =X

satisfaz F (pois X ndo apareca em F) e satisfazsXim satisfaz G. Segue-se que cl(G)
# 0. Por outro lado, a distribuicdo de valores logjc definida por

o(Y) seY#X

ara todo o YO P, Y) =
g H(Y) {O seY =X

satisfaz F (pela mesma razdo Qusatisfaz) mas nao satisfaz G, e também nao satisfa
a formula (F= G). Assim ndo temos que cl(E)cl(G), o que nos mostra que cl(G) &

um minorante estrito para cl(F); assim é um minrastrito nao nulo.
Segue-se a seguinte definigéo:

Definicdo 2.32Uma algebra booleanaagdmica se e sO se todo o elemento ndo nulo &
maior ou igual a pelo menos um atomo.

Esta € a situagéo, por exemplo, da élgebra booat@dos os subconjuntos de
um dado conjunto (todo o conjunto ndo vazio confg®lo menos um conjunto
singular).

Seguem-se 0s seguintes teoremas:
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Teorema 2.33Toda a algebra booleana finita é atomica.

Demonstracdo: Seja (A, <, [0, n, 0, ) uma é&lgebra booleana finita e sejaum
elemento ndo nulo de A. Representemosnii@j o conjunto de minorantes estritos ndo
nulos dex em A. Sem(x) for vazio, entdx € um atomo. Sexx) for ndo vazio, entéo
porque é finito, pelo menos um dos seus elementménénal na ordenx, ou seja,
nenhum elemento den(x) esta estritamente abaixo dele. Facilmente se uét tal

elemento minimal € um atomo de A abaixaxde

Teorema 2.34Seja(A, +, %, 0, 1) uma algebra booleana (finita ou ndo). Entdo pata t
o elementca ndo nulo de A e para todo o intek@ 2, as seguintes propriedades séao
equivalentes:

(1) a € um atomo;

(2) para todo o elementode A, temosi<s xouas< 1 +x;

(3) para todos os elementos, X,,...,X, de A, sea< x, Ox, 0...0x,, entdo

asx, ouas<x,ou..asx,.
Demonstracdo:Observemos primeiro que em virtude de um lema ianté2.27) e da
definicdo da orders, (2) € equivalente a
(2') para todo o elemenkeem A, temos quax=aouax=0.

Provemos agora o teorema.

Sejaa um elemento ndo nulo de Ak<@eim namero natural maior ou igual que 2.

* (1) = (2'): para todo o elementoem A temos queax < a, consequentemente,
poisa seja um atom@x=aouax=0.

* (2) = (3): assumamos (2) e escolhamos elemextos, ..., Xk em A tais que
as<x Ox O ..0X%. Se nenhum doa < X3, a < Xy, ..., & < X for verdadeiro,
entdo concluimos, de (2), gae< 1 +x3, ea< 1l +Xxp, € ... ea< 1 +X; assima
seria um minorante comum para X1 +Xp, ..., 1 +X,, € consequentemente
seria menor ou igual ao seu maior minorante X+ x; 0 ... 0 x) (De
Morgan). O elementa seria entdo simultaneamente menor ou igual a ambos
x1 O % O ... 0 X e ao seu complementar, o que € impossivel umagwea é
nao nulo. Assim (3) esta demonstrado.

« (3 = (1): assumamos (3) e sefa um minorante dea. E Obvio que

as<b0O(@+b)=1 Tomandaxy =bex =x3=..=x%=1+b em (3),
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deduzimos que& < b oua < 1 +b. No primeiro caso, obtemds=a e no

segundo casdy = ab = 0 (lema 2.27). Demonstramos assim g@eum atomo.

2.4 Homomorfismos, isomorfismos, subalgebras

2.4.1 Homomorfismos e isomorfismos

Geralmente referimo-nos a um homomorfismo de ac@nis unidade (ou seja,
uma aplicacdo que preserva a adicdo e a multipickgm como os seus elementos
identidade) como um homomorfismo de algebras boakaDaremos defini¢des,

exemplos, contra-exemplos e caracterizacdes enoselimrconjuntos ordenados.

Definicdo 2.35SejamA = (A, +, %, 0, I e A' =(A', +, %, 0, 1) &lgebras booleanashe
uma aplicacdo de A em A'. Dizemos gbeé um homomorfismo de &lgebras

booleanasde A emA' se e sO se para todos os elemextgde A, tivermos que
h(x +y) =h(x) + h(y);
h(x xy) =h(x) x h(y);
h(1) = 1.

A condi¢doh(0) = 0 néo é parte da definicdo, uma vez que pedeleduzida

imediatamente a partir da primeira condicao (biséax =y = 0).

A situacao é diferente para o elemento identidadendltiplicacdo: a terceira

relacdo ndo € uma consequéncia da segunda, comwanwsseguinte exemplo:

tomemos A =1 (N ) e A' =0 (Z ) com a sua estrutura natural de algebra booleana e

tomemosh para ser a aplicacdo identidade de A em A (app@¢mos considerar como
uma aplicacdo de A em A' pois[A A'); € muito facil verificar que as primeiras duas

relagfes acima sdo satisfeitas, mas a terceir@ n#oa vez que o elemento identidade

da multiplicacdo em A& enquantoem A'E .
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A nocdo de homomorfismo aqui definida € nada maigjwke a nocdo geral de
homomorfismo para anéis com unidade, especialmentaso de anéis booleanos.
(Deveriamos notar que podem existir homomorfismesadéis com unidade numa
algebra booleana e um anel com unidade que ndo & algebra booleana.)
Propriedades que estdo de acordo para homomorfiribsirios de anéis com unidade
continuam de acordo, obviamente, para algebrasaoas: por exemplo, a composicao
de dois homomorfismos de algebras booleanas € umorhorfismo de algebras

booleanas.

Lema 2.36SejamA = (A, +, %, 0, D eA' =(A', +, x, 0, J) duas algebras booleanahk e
um homomorfismo de algebras booleanas de A emm&ddemos:
Para todos os elementogy de A,
h(x n'y) =h(x) n h(y);
h(<®) = (h(x))";
h(x O'y) =h(x) O h(y);
sex <y, entaoh(x) < h(y).

Demonstracdo:Porque as operacdese n sdo idénticas, a primeira relacdo € ja uma
consequéncia da definicAo de homomorfismo. A segymate ser reescrita como
h(1 +x) = 1 +h(x), que é uma consequéncia imediatdn@d9 = 1 e da aditividade de
A terceira relacdo segue-se das duas primeiravéatrdas leis de De Morgan.
Finalmente, a ultima relacdo pode ser reescritaoceexy = X, entdoh(x)h(y) = h(x); e
0 posterior é verdadeiro pdiéxy) = h(x)h(y).

Teorema 2.37SejamA =(A, +, %, 0, D e A'=(A', +, X, 0, I duas algebras booleanas e
h uma aplicacdo de A em A'. Pdnaser um homomorfismo de algebras booleanas, é
necessario e suficiente que para todos os elemeptpde A tenhamos que
h(x n'y) =h(x) n h(y),
h(x%) = (h(X)“.
Demonstracdo: Que preserva 0 lema anterior 2.36, a condicdo ésseada.
Suponhamos que é satisfeita e sejamy elementos de A. Temos entédo que:
h(xy) =h(x n'y) =h(x) n h(y) =h(x)h(y),
h(x+y) =h((x n y°) O (X° n y)) =h(((x 0 Y)° n (X° 0 y))°)
=0((x n Y n (X° 0 y)9)) ©= (h((x n Y))° n h((E 0 y)))©
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= (60 n Y n (W 0 y))©=hxn y°) Oh(E n'y)
=H(9) n h(y“)) O (hGE) n h(y))
=6 () n (1)) O (G n h (¥)
=h(x) +h(y)
Segue-se quie(0) = 0 e consequentemente que
h(1) =h(0%) = (h(0) )*=CF=1

O que mostra quie € um homomorfismo.

E claro que, no teorema anterior, podemos subistitaperacédo pela operagéo

[0 em todos os lugares.

Definicdo 2.38Um isomorfismo de é&lgebras booleanag um homomorfismo de
algebras booleanas que é bijectivo.

Teorema 2.39SejamA =(A, +, %, 0, D e A'=(A', +, x, 0, I duas algebras booleanas e
h uma aplicacdo sobrejectiva de A sobre A'. Raser um isomorfismo de algebras
booleanas, € necessario e suficiente que
(*) para todos os elementa®y de A, X<y se e sO sh(X) < h(y).

Demonstracao:Primeiro suponhamos qieé um isomorfismo e sejarey elementos
de A. Sex <y, entdo por um lema anterior 2.36x) < h(y). Seh(x) < h(y), entdo por
definicdo de< e porqueh € um homomorfismdy(x) = h(x)h(y) = h(xy). Mas uma vez
queh é injectiva, leva-nos a que= Xy ou seja qu& < y. Assim (*) é satisfeito.

Para provar o inverso, suponhamos (*J e v dois elementos de A tais que
h(u) = h(v). Temos quén(u) < h(v) e h(v) < h(u), assim, por (*)u<v, ev < u, logo
u = v. Assim, h é injectiva. De seguida, sejaxre y elementos arbitrarios de A. Seja
t =h(xX) n h(y). Uma vez qué € uma bijeccéo, existe um unico elementon A tal que
t =h(z). Temos(z) < h(x) e h(z) < h(y), consequentemente, usando ¢ X, ez<y, e
assimzsxny Masumavez quen y<xexn y<y, temos, e sempre usando (*),
queh(x n y) < h(x) eh(x n y) < h(y), o que implica que

h(x n y) < h(X) n h(y) =h(2).
Usando (*) uma vez mais, obtemos y < z, e reunindo tud@ =x n y, 0 que prova
h(x n'y) =h(X) n h(y).

Quando substituimos por[J e< por= no argumento anterior, obtemos
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h(x Oy) =h(x) O h(y).
Sejau um elemento arbitrario de A' e séja sua Unica pré-imagem em A sobre
h. Em A, temos que & t et < 1. Segue-se, e usando (*), que, emhf0) < u, e
u < h(1). Isto mostra-nos quie(0) e h(1) séo, respectivamente, 0 menor e 0 maior
elementos de A', ou por outras palavras,if0g= 0 eh(1) = 1.
Assim para todo o elemerteem A, temos que
h(xX%) n h(x) =h(x* n x) =h(0) =0 e
h(X) D h(x) =h(x*0x) =h (1) = 1.
Além dissoh(x®) é o complementar d€Xx), ou por outras palavras,
(h(9)® = h(x).
Concluimos, usando um teorema anterior 2.37,lggeum homomorfismo de

algebras booleanas.

Corolario 2.40 A composicdo de dois isomorfismos de algebras boalg tal como o
inverso de um isomorfismo de algebras booleanas, is@morfismos de algebras
booleanas.

Demonstracdo: SejamA = (A, +, %, 0, ), B=(B, +,%x,0, D eC=(C, +,%, 0, D
algebras booleanas, sgaim isomorfismo de algebras booleana\dmbreB e {y um
isomorfismo de algebras booleanas Blesobre C. As aplicacdesp’ e Y o @ sdo
obviamente sobrejectivas. Para todos os elemenmtesv de B, ¢(u) < ¢*(v) é
equivalente ap(@*(u)) < @¢*(v)), ou seja parai < v. Por outro lado, para todos os
elementox ey de A, temos qua <y se e sb sg(X) < @y), e X) < @(y) se e so se
(X)) < Y(@y)). Com o teorema anterior 2.39, concluimos gifee Y o ¢ sédo

isomorfismos de &algebras booleanasBd®breA e deA sobreC respectivamente.

Teorema 2.41Toda a éalgebra booleana finita € isomorfica a a@wdinoleana de
subconjuntos de algum conjunto.
Demonstracdo:SejaA = (A, +, X, 0, ) uma algebra booleana finita e seja E o conjunto
dos seus atomos. Note-se que E € ndo vazio umagueeexiste pelo menos um atomo
que € menor ou igual ao elemento ndo nulol (teor2i33). Mostraremos qua é
isomorfo a algebra de subconjuntos de E.

Para isto, consideremos a aplicabade A em (E), a qual, a cada elemento

de A, associa o conjunto de atomos que estéo allaxo
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para cadx 0 A, h(x) ={a] E:a€é um atomo a < x}.

* h é sobrejectiva: realmente, em primeiro lugar tein@® = 00 (ndo existe
nenhum atomo abaixo de 0); como tal, seja Xas &, ..., a} um subconjunto
nao vazio de E e sejayM= a; [0 a, O ... 0 a; assumimos qua(Mx) = X: a
inclusdo X h(Mx) segue-se imediatamente conforme a definicélo dedo o
elemento de X é um atomo que esta abaixo ge Minclusado inversa é provada
usando um teorema anterior 2.34:asé um elemento de(Myx), ou seja, um
atomo que esta abaixo decM a; 00 a, O ... 0 a , entdo temos quee< g; para
pelo menos um indide(isto € claro s& = 1 e esta € a clausula (3) do teorema se
k> 2), mas uma vez quee g Sdo atomos, requer gaes a;, e assima [ X.

» Paratodos os elementwgy de A, sex<y, entaoh(x) < h(y): de facto, s& <y,
todo o &tomo que esta abaixoxd&® um atomo que esta abaixoyde

e Paratodos os elementwey de A, seh(x) [ h(y), entdox < y: de facto, s& nédo
€ menor ou igual qug entaox(1 +y) # 0 (pelo lema 2.27). ComA é finito, é
atomico (teorema 2.33), assim podemos encontraatomoa [ E tal quea <
X(1 +y). O &tomoa esta assim abaixo dee 1 +y; ndo pode estar abaixo ye
uma vez que € nao nulo. Entdo temosaueh(x) e a O h(y), o que nos mostra
queh(x) ndo esta incluido ey).

Podemos concluir agora, pelo teorema 2.39, jué um isomorfismo de

Algebras booleanas desobre (E).

Corolario 2.42 A cardinalidade de qualquer algebra booleana finitana poténcia de
2.
Demonstracdo: Se o conjunto finito E tem cardinalidadeentdo o conjunto dos seus

subconjuntos] (E), tem cardinalidade"2

2.4.2 Subalgebras booleanas

Definicdo 2.43SejaA = (A, +, x, 0, 1) uma algebra booleana. Um subconjunto B de A

constitui umasubalgebra booleanade A se e s6 se B contém os elementos 0O e 1 e é
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fechado para as operacgdes »* (@or outras palavras,[0B, 1[0 B, e sex[1 B ey [1 B,

entdox +y [0 B exy [1 B).

Uma subdlgebra booleana & assim um subanel deque contém o elemento
1. Esta distingéo € essencial: num anel com unjdadesubanel pode ser um anel com
unidade sem conter o elemento unidade de todoloraste caso, o papel do elemento

identidade para a multiplicacdo é representadooptins elementos. Reexaminemos o

anel (0 (Z ), A, n, 0,7 ): 0(N) € um subconjunto que é fechado para as oper&cdes
e n e contém dl; € entdo um subanel de(Z ). ObviamenteZ 0O O (N ). Todavia,
N € o elemento identidade para o di€N ). Assim o anel boolearia (N ) € um anel
com unidade e é um subanelld€Z ), mas ndo € uma subestrutura ¢’ ) um anel

com unidade: ndo é entdo uma subalgebra booledndle.

Teorema 2.44SejaA = (A, +, x, 0, 1) uma algebra booleana e seja B um subconjunto
de A. Para B ser uma subalgebraAde& necessario e suficiente que exista uma algebra
boolean@d' = (A', +', x', 0', 1) e um homomorfismo de algebras booleahadeA' em

A tal que a imagem da aplicad&é o subconjunto B.

Demonstracéo:

« E necessario: tomemos A' = B, + =4 =x, 0'=0, 1' = 1, én = a aplicacéo
identidade de B em A. E imediato verificar goeé um homomorfismo de
algebras booleanas cuja imagem é B.

« E suficiente: escolhamo#' e h como indicado. Temos quB(0) = O,
consequentemente 0 B, eh(1") = 1, assim 11 B. Além disso, s& ey sao
elementos de B, entdo podemos escolher elemehtesy em A' tais que
x =h(x") ey =h(y"). Temos entdo que

x+y=h(x) +h(y) =h(x +y'), consequentemenxety [1Im(h) = B; e
xy=h(x)h(y") =h(xy'), consequentemenxg [] Im(h) = B.

Assim B é uma subalgebra booleanade
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Teorema 2.45Numa algebra boolearfa= (A, +, x, 0, 1), para um subconjunto B ser
uma subalgebra booleana, é necessario e sufiageteB contenha 0 e seja fechado
para as operacoes— xX° e (K, y) > X N V.

Demonstracao:

« E necessario: uma vez gqxfe= 1 +x ex n y =xy, e pois B contenha O e 1 e seja
fechado para + &, o resultado é imediato.

+ E suficiente: para todoey em A temos que 0y = (X° n y°)©. Assim, o facto
de B ser fechado para a complementacéogarante o seu fecho pdra Além
disso, £ = 0 deve pertencer a B. Uma vez que as operac@es podem ser
definidas exclusivamente em termos mgl], e complementacdo, concluimos
que B é fechado para as operacdesxteeque(B, +, x, 0, 1) € uma subélgebra

booleana dé.

Vejamos, agora, dois exemplos.

1) Seja E um conjunto infinito, seja A Z(E) o conjunto de todos os seus
subconjuntos, e seja B o0 subconjunto de A condistoiesses subconjuntos de E que
sao finitos ou cujos complementares sdo finitos.stkéese, usando o0 teorema
precedente, que B é uma subalgebra booleana daralgeoleana de subconjuntos de
E.

Demonstracdo: Um subconjunto de E cujo complementar seja fisiod chamado
cofinito. O conjunto vazio que é um subconjuntdtdime E pertence a B. E claro que B
é fechado para a complementacéo: o complementandribconjunto finito de E é um
subconjunto cofinito e o complementar de um cojwdfinito € finito. Também, B é
fechado paran: de facto, a interseccdo de um subconjunto fiddoE com qualquer
subconjunto de E € um subconjunto finito de E; cqmaca a interseccdo de dois
subconjuntos cofinitos de E, este também é um sijilncto cofinito de E: para ver isto,
suponhamos que U E e V[ E sao cofinitos; isto significa que E — U e E -s&b
finitos e consequentemente, assim € a sua unidodBJ (E — V) que é simplesmente

E — (UN V); segue-se que UN V é cofinito.
2) Seja X um espaco topoldgico e $B{X) o subconjunto dél (X) consistindo
de subconjuntos de X que sdo ambos abertos e fexch@d topologia em X. Este

conjuntoB(X) é uma subalgebra booleana da algebra boolearaltonjuntos de X.
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Demonstracdo:Em primeiro lugar, o conjunto vazio (0) e todospa&;o X (1) sao eles
proprios abertos e fechados. Logo, o complemermtama conjunto aberto e fechado é
aberto e fechado e a interseccao de dois conjab&rsos e fechados é aberta e fechada.

Por um teorema anterior, 2.45, chegamos a conclusfendida.

Pode acontecer que a algebra booleB(d aqui considerada seja reduzida a

{0,1} (é o caso, por exemplo, quando X é o0 esgacoom a sua topologia habitual: e

R s@o os unicos subconjuntos que sdo simultaneanadettos e fechadosB(X)

também pode coincidir com (X) (quando a topologia em X é a topologia discreta

topologia na qual todos os subconjuntos séo abegogbviamente, s6 neste caso).

Consideremos agora dois exemplos de homomorfismasgeébras booleanas.
1) Consideremos a algebra booledfla de classes de equivaléncia de formulas
logicamente equivalentes do calculo proposicionalstruidas a partir de um conjunto

de variaveis P. Escolhamos uma atribuidade valores I6gicos em P e como sempre

sejag representando a extensao &eo conjuntoF de todas as formulas. Podemos

entdo definir uma aplicacdy deF/~ em {0,1} fixando, para todas as formulas F,

hs(cl(F)) = & (F).

Esta definicdo € legitima visto qLEe(F) assume o mesmo valor em todas as
férmulas numa dada classe de equivaléncia.
Esta aplicacadys, € um homomorfismo de &lgebras booleanaB/deem {0,1}.
Em virtude de um Teorema anterior, 2.37, e das@déis das operacdes para a algebra
booleand/~, é suficiente que para todas as féormulas F mmG,éemos que
hs(cl(F 0 G)) =hs(cl(F) ) hs(cl(G)) e
hs(cl(=F)) = 1 -hs(cl(F)).
Agora estas relacdes sdo equivalentes a
5(FOG)=4(F) 5(G) e
3(=F)=1-3(F),

gue séo verdadeiras por definigéoéde
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2) SejaA = (A, +, %, 0, 1) uma algebra booleana e sggaum atomo nesta algebra
(estamos a supor que existe). Definamos uma agbdagde A em {0,1} por

1sexJA ea< X
OsexOA ea<l+Xx

h, (x) ={

(estes dois casos sdo mutuamente exclusivosged), e ndo existem outros casos

pois a seja um atomo).

Teorema 2.46h, € um homomorfismo de algebras booleanas e {0,1}.
Demonstracdo: Para provar isto, usaremos um Teorema anterior i2sgjamx ey
dois elementos de A. Temos ghgx n y) = 1 se e sO sa < X n Yy, mas isto é
equivalente, pela definicdo de infimoaa x ea <y, e consequentementéngx) =1 e
ha(y) = 1, 0 que é necessario e suficiente papg n hy(y) = 1. Segue-se que
ha(x n'y) =ha(X) N ha(y).

Tambémh,(x°) = 1 se e s6 se< x°, ou seja qua< 1 +x, 0 que é equivalente a

ha(X) = 0. Uma vez qub, apenas assume os valores 0 ou 1, isto signifiea qu

ha(X%) = (ha(x))°".

2.5 Ideais e filtros

2.5.1 Propriedades dos ideais

Teorema 2.47SejaA = (A, <, 0, ) uma algebra booleanal eim subconjunto de A.
Paral ser um ideal, é necessario e suficiente que asirdeg trés condi¢cdes sejam
satisfeitas:

() O0OlelOdl;

(i) para todos os elementweydel, x Oy Ol;

(i) paratodo x| e paratodo g A, sey<x, entdoy (1.
Demonstracdo:Suponhamos quieé um ideal. Entdo, em particular, € um subgrupo do
grupo(A, +, 0), entdo 01 I. Se 1 estivesse ementdol seria todo o anel e excluimos
este caso; assim (i) € verificado.)XSey estdo en, entdo também esta o seu produto

e, por conseguinte, a soma+ y + xy = x [J y, o que prova (ii). Finalmente,
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verifiquemos (iii): sex O | ey O A, entdoxy O | e sey < X, entdoxy = y e,
consequentementg[] 1.

Reciprocamente, suponhamos que (i), (ii), e (i#ip satisfeitos. Temos que
mostrar qud € um ideal dé\. Sex 1 ey O I, entdox O y O | por (ii), mas uma vez
quex +y < x[Oyeumavez qua +y = X - y (estamos numa algebra booleana),
concluimos usando (iii) que-y 0 1. Como 00 I, temos tudo o0 que precisamos para
(I, +, O ser um subgrupo dé\, +, 0. Além disso, se | ey A, entdo uma vez que
Xy < X, podemos concluir de (iii) quey O I. O conjuntd é entdo um ideal e (I # A
pois 1011).

Corolario 2.48 Sel é um ideal numa algebra boolegha +, x, 0, 1), entdo nao existe
nenhum elementowem A que possa satisfazer simultaneamenié e 1 +x [ 1.

Demonstracdo: Se o ideall contémx e 1 + x também contém o elemento
x O (1 +x) = 1 (invocando a propriedade (ii) do teorema R.M&s isto ndo é possivel

uma vez que 11| (propriedade (i)).

Corolario 2.49 SejaA = (A, +, x, 0, ) um anel booleano e sdjaim ideal emA. Para

qualquer inteirok = 1 e quaisquer elementos,,X,....X, em |, 0 supremo
x, Ox, U...00x, pertence &

Demonstracdo: Esta € uma generalizacdo da propriedade (i) deerte® 2.47; a
demonstracao € imediata através de inducao sdhteim k (0 casdk = 1 ndo necessita

nenhum argumento).

Vejamos mais alguns exemplos:

(1) Se E é um conjunto infinito, o conjunid«(E) de subconjuntos finitos de E é um
do teoremat] é um subconjunto finito de E enquanto o prépritéh €, a uniao de
dois subconjuntos finitos de E € um subconjuntdtdirde E, e qualquer
subconjunto de um subconjunto finito de E é um saojumto finito de E.

(2) SejaA = (A, +, x, 0, 1) uma algebra booleana e sajam elemento de A diferente

de 1. O conjuntd ,= {x O A: x< a} € um ideal emA. Também a verificagdo das

propriedades (i), (ii), e (iii) € imediata: temos @ e poisa seja diferente de 1, nao
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temos que k a; sex<aey<a entdox [ y < ag; finalmente, sx<aey < x,
entdoy < a. |, define-se como o ideal primo gerado polsto esta que preserva a

definicdo habitual de um ideal primo num anel catiwb arbitrdrio pois, num
anel booleano, o conjunto de elementos de um detadm elemento seja também
0 conjunto dos seus multiplos.

(3) Em qualquer algebra booleana, {0} é obviamente deali

Lema 2.50Para qualquer anel booleaAa (A, +, %, 0, 1) e para qualquer ideeemA,

o anel quocient&/l é um anel booleano.

Demonstracdo: Para cada elemento em A, seja;< 0 representante da classe de
equivaléncia dex modulo|. Ja sabemos qu&/l € um anel com unidade. Assim é
suficiente mostrar que todo o elemento é um ideemetpara a multiplicacdo. Mas esta
€ uma consequéncia imediata da definicdo de mokgdo emA/l e do facto de\ ser

7 —2 2 -
uma algebra booleana: s&1 A, X =Xx° =X.

Recorde-se que num anel comutativo arbitrario condade, os ideais sao
justamente os nucleos de homomorfismos de anéisuwrodade definida no anel. O
teorema que se segue traduz este resultado pasmabammdéeanos, com mais precisao:
mostra-nos que os ideais num anel booleano s&osameente o0s nucleos de

homomorfismos de algebras booleanas definidas @lo an

Teorema 2.51SejaA = (A, +, X, 0, I um anel booleano e sdjaam subconjunto de A.
As seguintes propriedades sao equivalentes:
() I é um ideal en;
(2) existe um homomorfismo de algebras booleahagjefinido em A cujo
nacleo @ (por outras palavras),
| =h{0}] = { x O A: h(x) = 0};
(3) existe um homomorfismo de anéis comutativos cordade definidos em A
cujo nucleo 4.
Demonstracdo:A equivaléncia de (1) e (3) é um resultado da ofaggio precedente;
(2) = (3) verifica-se uma vez que, por hipétese, h'[{0}] = { x O A: h(X) = 0}, e
como j4 foi dito acima, num anel comutativo arbitr&om unidade os ideais sdo os

nacleos de homomorfismos de anéis com unidade, daggte um homomorfismo de
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anéis comutativos com unidade definidos em A. Rewas todavia que (3» (1) e
que (1) (2) que &, como observado acima, mais precisangertél)= (3) (resulta
da transitividade da implicacdo, uma vez que tepooshipotese (1 (2) e (2)= (3)
logo (1)= (3)).

* (3) = (1): suponhamos que existe um homomorfigmde A num anel com
unidadeB = (B, +, x, 0, 1 tal quel = h*[{0}] = { x O A: h(x) = 0}. Verifiquemos
que as propriedades (i), (ii), e (iii) do Teoremdi72sdo satisfeitas.

Temos quér(0) = 0 eh(1) = 1, consequentementeld e 1[01. Sex Ol ey [,
entaoh(x) = 0 eh(y) = 0, assim
h(xOy) =h (x+y+xy) =h(x) +h(y) +h(x)h(y) = 0
e assimx [0 y O I. Finalmente, sx< 0 I, y 0 A, ey £ X, entaoh(x) = 0 exy =,
consequentementgy) = h(x)h(y) = 0, ou seja qug [ I.
Assim,| € um ideal de A.

* (1) = (2): suponhamos queé um ideal enA e consideremos a aplicacAale
A em Al a qual, a cada elementp associa a sua classe de equivalén_xcla,
modulo I. h é um homomorfismo de algebras booleanas: paraogeiisio,

invocamos um Teorema anterior, 2.37x$&A ey [ A, entdo
h(x ny) =h(xy) = xy = x x y =h(x) x h(y) =h(x) n h(y) e
h() =h(l +X) =1+x =1+ x =1 + h(x) = ((x))".

Também, é claro que= 0 = {x 0 A: h(x) = 0}: | é o ntcleo dé.

2.5.2 ldeais maximais

De seguida apresentamos uma coleccdo de formas cpaaaterizar ideais

maximais numa algebra booleana:

Teorema 2.52Para todo o anel booleaAo= (A, +, X, 0, 1), para todo o idedlemA, e
para todo o inteird = 2, as seguintes propriedades sao equivalentes:
(1) | € um ideal maximal;

(2) AVl é isomorfo a algebra booleana {0,1};
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(3) | € o nucleo de um homomorfismoAem {0,1};

(4) para todo o elementoem A,x 01 ou 1 +x I I;

(5) para todos os elementwgy de A, sexy I, entdox (I | ouy I [;

(6) para todos os elementos, X,...,X, em A, sexX,..x, U I, entdox, O ou

X, Ol ou...oux, UlI.

Demonstracéo:

(1) = (2): Na Seccéao 1, recordamos que se o idéamaximal, entdo o
anel quocienté&V/l é um corpo. Mas observamos também que o Unico anel
booleano que é um corpo é {0,1}. Assim, o resultaglgue-se usando um
Lema anterior, 2.50.
(2) = (3): Basta notar qué € sempre o nucleo de um homomorfismo
canonicoh de A emA/l. Se existir um isomorfism@ de A/l sobre {0,1},
entdol obviamente seréd o nucleo do homomorfispwh deA em {0,1}.
(3) = (4): Consideremos um homomorfistnale A em {0,1} cujo nucleo é
| e sejax um elemento arbitrario de A. Temos dyg) = 0 ouh(x) = 1. No
primeiro casox O I; no segundo caso, temos que h(x¥) = 0, assim
h(1+x)=0e 1+ 0l.
(4) = (5): Sejamx ey elementos de A tais quell | ey O I. Se (4) se
verificar, entdo 1 & O 1 e 1 +y O 1, assim (1 +x) O (1 +vy) O I,
propriedade (ii) do teorema 2.47. Mas

A+ 00+y)=1+&ny)=1+xy,
assim, pelo coroléario 2.48;1 1, e assim (5) esta provado.
(5) = (1): Suponhamos quiendo ¢ maximal. Sejd um ideal deA que
inclui estritamentel e sejaa um elemento del que nao pertence ka
Usando um Corolario anterior, 2.48, Iat] J, e assim 1 &a J | uma vez
quel O J. O ideall nem conténma nem 1 +a, mas contém obviamente o
produto a(1l +a) = 0. Concluimos que (5) nao é satisfeito.
(5) = (6): Assumimos que (5) € satisfeito e discutimiaveés de inducao
sobre o inteirk. Parak = 2, (6) coincide com (5). Assumindo que (6) se
verifica parak, provaremos que € satisfeito para 1. Sejanxy, X, ..., Xq,
X+1 €lementos de A tais quex, ... XX+ L 1. Por (5) temos que ter qualquer

umxpXe ... X 0 I oux O I. Em primeiro lugar, pela hipétese de inducéo,

108



temosx; (11 oux, 01 ou ... ouxc O I. Concluimos entdo que temos que ter
X [I'1 para pelo menos um indicéal que 1<i <k + 1, isto prova (6) para
k+1.

* (6) = (5): Sejanx ey dois elementos de A tais guel] I. Fixemosx; = X
€Xp = X3 = ... =X =Y. Assim temos qugx; ... X =Xy [ 1. Assim se (6) €
verdadeiro, temos que tgr[1 | para pelo menos um indiceentre | ek;

entdo o O 1 ouy 1 e (5) é verificado.

Num anel comutativo arbitrario, um ideal com a piegade (5) do teorema
anterior define-se como uideal primo. Prova-se que os ideais principais sao iguais
aos ideais maximais. Mas ha anéis para os quais&i € verdade. O que é sempre
verdade € que um ideal € principal se e s0 selaganeiente associado € um dominio
de integridade; daqui concluimos que um ideal makinecessariamente tem de ser

principal (basta considerar o anel quociente cpordente). No entanto, também pode

falhar (por exemplo, no anek [X, Y] de polinbmios de duas variaveis com

coeficientes reais: o ideal gerado pelo polinbmiq #u seja, o conjunto

{XP: P O R [X, Y]} é principal mas ndo é maximal uma vez gustéeestritamente

incluido no ideal gerado pelos polnibs X e Y, ou seja, 0 conjunto

{(XP+YQ:POR[X, Y], QOR [X, Y]}).

Em particular, deveriamos tomar nota da equivaééantre as propriedades (1)
e (3). Observe-se que se dois homomorfishoe g de uma éalgebra booleana
A={(A + %, 0, D em {0,1} ttm o mesmo nucled, entdo sdo iguais: porque para
qualquer elementa em A, oux [ 1 eg(x) =h(xX) = 0 ou entax [ | eg(x) = h(x) = 1.
Daqui podemos concluir que existe uma bijeccéoceemtconjunto de ideais maximais
numa algebra booleana e o conjunto de homomorfisieolgebras booleanas desta

algebra para {0,1}.
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2.5.3 Filtros

Introduziremos agora a no¢do de dual de um idealanélgebra booleana:

definiremos entao filtros.

Definicdo 2.53Um filtro numa algebra booleanaA = (A, +, x, 0, 1) € um subconjunto
F de A tal que o conjunto
{(xOA:x*OF}

€ um ideal em\.

Seja F um filtro numa algebra booleafa= (A, +, %, 0, D). Sejal o ideal
{x OA: x°*0OF} | é tomado como a imagem inversa de F para a oped&a
complementacdo — x°. Mas, como esta operacdo é uma involucéo, veereoR.26

(9), | € também a imagem directa de F desta operagafx J A: [ (yUO F ex= vl

Por outras palavras,é o conjunto dos complementares dos elementos @d-F o
conjunto dos complementares dos elementds Qeideall define-se como o ideal dual
do filtro F. E féacil ver que, dado um ideal arhitbpaJ em A, o conjunto
G = {x O A: x° O J} é um filtro cujo ideal dual é precisameriteChamaremos & o
filtro dual do ideald. Existe assim uma bijec¢ao entre o conjunto daisde o conjunto

de filtros numa algebra booleana.

Teorema 2.54SejaA = (A, <, 0, ) uma algebra booleana e F um subconjunto de A.
Para F ser um filtro, € necessario e suficiente agi¢rés condi¢cdes seguintes sejam
satisfeitas:

fHOOFellF;

(ff) para todos os elementg®yde Fxny [ F;

(fff) para todo ax [ F e para todo ¢ [ A, sey = x, entdoy [ F.
Demonstracdo:Sejal = {x O A: x° O F}. Se F é um filtro, entdbé o seu ideal dual e
as condicdes (i), (ii), e (iii) de um Teorema aiater2.47, estdo satisfeitas. Assim,
temos que O I, consequentementé@E 10F, e lll, consequentement@ ¥F00F,
o que prova (f). Se D F ey O F, entdoC O | ey® O 1, entdox® O y° O | (por (i), e,

comox® O y° = (x n y)%, concluimos qu& n y O F e que (ff) é satisfeito. Finalmente,
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sex OF,y OA, ey=x entdox® 01 ey® < x% assim, (por (i))y* 01 ey OF,
consequentemente (fff).
Reciprocamente, de uma forma estritamente anafjgsegue-se de (f), (i) de

(ff) e (iii) de (fff).

Corolario 2.55 SejaA = (A, <, 0, 1) uma algebra booleana e F um subconjunto de A.

Para qualquer inteirkk > 1 e quaisquer elementos,X,...,X, em F, o infimo

X, N X, Nn...n X, pertence a F.

2.5.4 Ultrafiltros

Definicdo 2.56Numa &lgebra booleana, umttrafiltro € um filtro maximal, ou seja, um

filtro que ndo esta estritamente incluido em quadqutro filtro.

E claro que, devido a dualidade explicada anteeotsy os ultrafiltros
correspondem a ideais maximais. Por outras palawrfiigro dual de um ideal maximal

€ um ultrafiltro e o ideal dual de um ultrafiltraign ideal maximal.

Teorema 2.57Para todo o anel booleaAo= (A, +, x, 0, 1), para todo o ideal F ey e
para todo o inteirkc> 2, as seguintes propriedades séao equivalentes:
(1) F é um ultrafiltro;
(3") existe um homomorfismodeA em {0,1} tal que
F={xOA:h(x) =1}
(4" para todo o elemenioem A,x O Fou 1 + O F;
(5') para todos os elementosy de A, sex Dy O F, entdox [ F ouy O F;

(6") para todos os elementos, X,...,x, em A, sex Ux,0..0x, O F, entdo

X OFoux, F ou ... o U F.
Demonstracdo:Dada a algebra, o filtro F e o inteirdk, sejal o representante do ideal
dual de F. E elementar verificar que as propriesl&d®, (3", (4, (5 e (6") para o filtro
F séo respectivamente equivalentes as propriedajie®), (4), (5), e (6) do Teorema
de ideais maximais para o idéal
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O “ou” da propriedade (4) do Teorema de ideais maig, 2.52, bem como a
alinea (4') das propriedades anteriores, € de faottou exclusivo”, corolario 2.48. Isto
significa que, se F é um ultrafiltro numa algeboalbanaA, +, x, 0, 1) e sel € o ideal
maximal dual para F, entdoe F constituem uma particdo de A. Assim cada um do
conjuntos e F é simultaneamente:

e 0 complementar do outro (vistos como subconjunéo8)l
e 0 conjunto de complementares dos elementos do oftoo sentido de

complementacgdo na algebra booleana considerada).

A segunda destas propriedades aparece sempremag ten ideal e um filtro
que sao dual um do outro, mas a primeira s6 apapeasdo o ideal e o filtro em

guestdo sdo maximais.

Podemos agora insistir no facto de que para unmebiEgbooleanad, existem
correspondéncias de um para um canonicas sobrei@i@al maximal emA, (i) os

ultrafiltros emA e (iii) os homomorfismos de algebras booleanas para {0,1}.

Para ter exemplos de filtros, basta obviamenteringfe-nos aos exemplos
previamente descritos de ideais e transforma-losipalidade. Assim,
(1) Se E é um conjunto infinito, o conjunto de todosalsconjuntos cofinitos de E
€ um filtro na algebra booleara (E), (I, [, E). Este filtro define-se como o
filtro de Fréchet em E. Nao é um ultrafiltro, umez\que existem subconjuntos
de E que sao infinitos e cujos complementares a@bém infinitos, assim a
condicéo (4') do Teorema dos ultrafiltros, 2.5% é&atisfeita.
(2) Sea € um elemento ndo nulo duma algebra booléana, 0, 1), o conjunto

F, ={x0A:x=>a} é um filtro chamado o filtro principal gerado prE o

filtro dual do ideal gerado por lat
(3) O conjunto {1} € o filtro dual do ideal {0}.

Teorema 2.58Seja(A, <, 0, ) uma algebra booleana e sajam elemento ndo nulo de

A. Para o filtro principal gerado parser um ultrafiltro, € necessario e suficiente gue

seja um atomo.
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Demonstracdo:Em virtude de um Teorema anterior, 2.34, e da oéndo filtro K, a
€ um atomo se e sé se para todo o elemed&A,x [0 F, ou 1 +x [0 F,; mas para isto

acontecer, é necessario e suficiente gueefa um ultrafiltro, teorema 2.57.

Quando o filtro principalF, gerado por um elemento n&o nalale A € um

7

ultrafiltro (ou seja, quanda € um atomo), dizemos que € um ultrafiltro triviél.

homomorfismoh, com valores em {0,1} que é associado também daneomo um
homomorfismo trivial. E definido poh,(x)= %ex O F, eh,(x)=0sex O F,, e

como isto é obviamente equivalenteng(x) = sela < x eh,(X)=0sea <1 + X,

vemos que o que € envolvido é precisamente o homfismo ja estudado num

Exemplo anterior.

Lema 2.59SejaA uma algebra booleana e sejam ultrafiltro emA. ParaU ser trivial,

€ necessario e suficiente que contenha pelo men@amo.

Demonstracdo:SeU é trivial, é gerado por um atorreg,e uma vez qua< a, a ] U.
Reciprocamente, 9 contém um atomdj, também contém todos os elementos

maiores ou iguais quie teorema 2.54 (fff). Segue-se que o filtro priatip, gerado

por b esta incluido enJ. Mas uma vez qub é um atomo, f~é maximal e ndo pode

estar estritamente incluido no filtkh Consequentementé = R, e U é um ultrafiltro

trivial.

Lema 2.60Seja E um conjunto infinito e sejd um ultrafiltro na algebra booleana
O (E). ParalJ ser nao trivial, € necessario e suficiente qukiano filtro de Fréchet em
E.
Demonstracdo: Os atomos dél (E) sdo 0s conjuntos singulares (subconjuntos que
consistem apenas de um unico elemento): assim@§ontos finitos. S&J inclui o
filtro de Fréchet, todo subconjunto cofinito de &tpnce adJ, uma vez que nenhum
subconjunto finito de E pode pertencetgU néo pode conter simultaneamente um
subconjunto de E e o0 seu complementar). Em paaticaenhum atomo pode pertencer
aU. Segue-se, pelo lema precedente, 2.59\hé@aao trivial.

SeU néo inclui o filtro de Fréchet, podemos escollmaraubconjunto cofinito X
de E que nédo pertencdJae consequentemente cujo complementanEpertence &J.

Como E é o elemento identidade da algebra boolégiig, E [0 U; consequentemente
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X # E. O complementar de X em E € assim um subconjumito ndo vazio de E: por
exemplo, E= X ={ay, ay, ...,an} (n= 1). Assim temos que(, ay, ...,a,) O U, que é
também dizer:

{a} U{az} U..U{an}={a} O{az} O...0{an} OU.
Sen =1, {ai} OU. Sen = 2, entdo por uma propriedade anterior, teorema &%
temos que ¢} [0 U para pelo menos um indicentre 1 en. Vemos que em qualquer
caso,U contém um conjunto singular, ou seja, um atomder@®a precedente, 2.59,

mostra-nos entao qué trivial.

2.5.5 Bases de filtros

Definicdo 2.61Numa algebra booleara, <, 0, 1), umabase para um filtro (base de
filtro) € um subconjunto de A que tem a seguinteppedade, conhecida como a
propriedade da interseccao finita: todo o subcdajmdo vazio finito de B tem infimo

nao nulo.

Por outras palavras, B A € uma base de filtro se e s se: para qualgbero

k=1 e quaisquer elementos, X,...,x, de B, X, n X, n...n X, #0.

Lema 2.62Seja(A, <, 0, ) uma algebra booleana e seja X um subconjunto dara a
existéncia de um filtro erA que inclua X, € necessario e suficiente que Xs®ja base
de filtro.

Demonstracdo:Se X esta incluido num filtro F, e se, x,...,X, sao elementos de X,
entédo o infimox, n X, n...n X, pertence a F, pelo corolario 2.55, e comd B, este

infimo é ndo nulo; assim X € uma base de filtro.
Agora suponha-se que X é uma base de filtro.
* Se X =, {1} € um filtro emA que inclui X.

+ Se X ndo é vazio, consideremos

Fx ={x0OA: (KON *) (x O X)( X O X) ... %O X) (X2 % nX,N.on X )}
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Assim Fy consiste dos elementos de A que sdo maiores aisigue os infimos de
subconjuntos finitos ndo vazios de X assim comaeaesnfimos. Em particular, cada
elemento de X pertence &,Feonsequentemente finclui X. E facil mostrar que yFé
um filtro, no entanto vamos apenas restringir-naigamas observacoes:
() 0 O Fx (caso contrario a propriedade de interseccacafmito seria verdadeira
para X) e 10 Fx (porque X é ndo vazio: pelo menos um elemento éeménor
ou igual a 1).

(ff) Sex= x, nx, n..n X, ey=2y, ny,n..nYy,, entdo temos que
XNYZ X NXNenNX N Y, NY,N...0Y,.
(fff) Se x =2 x,NnxX,Nn..nXx, ey = X entdoy =2 X NX,N...n X, AsSim

encontramos um filtro que inclui X.

No caso particular de algebras Booleanas, podemox&r o teorema de Krull

em termos de filtros. E entdo conhecido como ceteardos ultrafiltros:

Teorema 2.63Numa algebra booleana, todo o filtro esta incluédo pelo menos um
ultrafiltro.
Demonstracdo:Dado um filtro F, o ideal dual de F est& incluico pelo menos um
ideal maximal; o seu filtro dual é entdo um ulttedique inclui F.

Claro que, para algebras booleanas, a formulacddeemos de filtros e a
formulagédo em termos de ideais sdo equivalentes.

O teorema do ultrafiltro permite-nos dar uma forigairamente diferente ao
lema 2.62:

Lema 2.64Seja(A, <, 0, ) uma algebra booleana e seja X um subconjunto &ara a
existéncia de um ultrafiltro el que inclua X, é necessario e suficiente que X s®a
base de filtro.

Demonstracdo:As propriedades de: existe um ultrafiltro Angue inclui X e existe um
filtro em A que inclui X sdo equivalentes: a primeira implt@aramente a segunda; a
implicacdo inversa segue-se do teorema do ult@fit63. A conclusao segue-se entao

de um Lema anterior, 2.62.
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2.6 Teorema de Stone

O primeiro exemplo de uma algebra booleana é, sendal o da algebra de
subconjuntos de um determinado conjunto. Sera w@dalgebra booleana igual
(queremos realmente dizer “isomoérfica a”) a umalddg booleana de subconjuntos de
algum conjunto?

A resposta € ndo, uma vez que ja encontramos agélooleanas sem atomos,
num exemplo anterior, e sabemos que a algebra beorguntos de um conjunto
contém sempre atomos: 0s conjuntos singulares;alugr isomorfismo transforma
atomos em atomos; uma algebra booleana que naént@Gibomos ndo pode entdo ser
isomorfica a uma algebra que os contenha.

O teorema de Stone mostra que existe sempre uaigitigentre uma algebra
booleana e uma algebra de subconjuntos de um donjMiais precisamente, toda a
algebra booleana é isomoérfica a uma subalgebra mda élgebra booleana de

subconjuntos de um conjunto.

2.6.1 O espaco de Stone numa algebra booleana

Consideremos a algebra boole@&wa (A, +, x, 0, 1.
Definicdo 2.650 conjunto de homomorfismos de uma &lgebra booléasga {0,1} é

representado por &) e define-se como @spaco de StondeA.

Poderiamos ter escolhido o conjunto de ideais megimou 0 conjunto de
ultrafiltros emA.

O conjunto SA) é um subconjunto de {0,4} o conjunto de aplicacées de A em
{0,1}, o qual consideramos anteriormente como urpaes topoldgico tomando a
topologia discreta em {0,1} e dando a este espa¢opalogia do produto. Assim
podemos dar a 8] a topologia induzida por {0,£} Os subconjuntos abertos deABS(

sd0 entdo as interseccdes com) Bps subconjuntos abertos de {3:1}

Lema 2.660 espaco topologico 8) € zero dimensional.
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Demonstrac&do:Vimos que {0,1} é zero dimensional, lema 2.21. Assim, basta aplica

um lema anterior, 2.17.

Ja exibimos uma bas@in para o espaco {0,1}consistindo de conjuntos
simultaneamente abertos e fechados. Cada umQoé o conjunto de todas as
aplicacdes de A em {0,1} que assumem valores epexide um nuamero finito de
pontos. Se para cadafixarmosl’; = Q; N S(A), como no lema 2.17, entdo a familia (
)im € uma base para 0s conjuntos abertos eA) $énsistindo de conjuntos
simultaneamente abertos e fechados. dad@& um conjunto de homomorfismos de
algebras booleanas deem {0,1} que assumem valores dados de um numeito file
determinados pontos.

De agora em diante, apenas usaremos esta basespeoajuntos abertos que
consideraremos para o espac8)SQuando falamos de um conjunto aberto basico para
0 espaco de Stone de queremos dizer um dos conjuntos simultaneamdrgdcs e

fechados na familid( )ig.

Lema 2.67Para um subconjunty de SA) ser um conjunto aberto basico, é necessario
e suficiente que exista um elemeatem A tal que
A={hTSA): h(a) = 1}.
Além disso, quando esta condicéo é verificadal&hento € unico.
Demonstracao:

« E suficiente: Suponhamos qe= {h O S(A): h(a) = 1}; A é o conjunto de
homomorfismos de A em {0,1} que assumem o valoo bontoa: assim é um
dos conjuntos abertos basicos erA)S(

» E necessaria: Suponhamos @ué um subconjunto aberto basico da)S(
*SeA =1, entddA = {h 0 SA): h(0) = 1}.

* Se A # [, entdo existe um inteira = 1, elementosy, ay, ..., a, em A e
elementog,, &, ...,&n em {0,1} tais que
A={hOSA): h(a1) =¢1 eh(ay) =&, e ...h(an) = &n}.
Para todo & 0 {1, 2, ...,n}, consideremos

_{ak seg, =1

k — —
1+a, seg, =0.

Para todo o homomorfismoll S(A) e para todo & [I {1, 2, ...,n}, temos que
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0= ey sens o
Segue-se que para 00 SA), h O A se e sO sé(b) = 1 para todo o
k{1, 2, ...,n}. Mas esta ultima condi¢céo é equivalente a
h(b)) n h(bz) n ... n h(by) = 1,
ou novamente, pois um homomorfismo esteja envol\gdoa
h(bn b, n ...n by =1.
Assim, vemos que, fixando=by n by n ... n by, temos que
A={h0OSA): h(a) = 1}.
Agora provemos a unicidade: a& b sdo elementos distintos de A, entaa +
b # 0; assim podemos considerar o filtro principalagerpora + b e, pelo teorema do
ultrafiltro, um ultrafiltro que inclui este filtro.Para tal ultrafiltro, existe um
homomorfismo associadp de A em {0,1} que satisfazpa + b) = 1, ou novamente,
@a) +@(b) = 1, o que significa que um e s6 um dos dois efgas@(a) e @(b) € igual a
1. Isto prova que
{hO SA): h(a) = 1} Zh O S(A): h(b) = 1}

uma vez quep pertence a um destes dois conjuntos e ndo aa outro

Coroléario 2.68 O conjunto de subconjuntos fechados basicos A &(ncide com o
conjunto dos seus subconjuntos abertos basicos.
Demonstracdo:Sejal” um subconjunto fechado basico d&)SEntaoA = SQ) - T é
um subconjunto aberto basico; consequentemente [pela precedente, 2.67) existe
um element@ [ A tal que
A={hOSA): h(a) = 1}.
Consequentemente,
r={h0S@A): h(a) # 1}
={h O SA): h(a) = 0}
=t OSA): h(1 +a) = 1}.
Assim, vemos, gracas novamente ao lema anteri@7, 2que ’ é um
subconjunto aberto basico. Da mesma forma, podenusirar que todo o conjunto

aberto basico é um conjunto fechado basico.

Lema 2.690 espaco topoldgico &) € compacto.
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Demonstracdo: Em primeiro lugar, e uma vez que a topologia eml}{d,é de
Hausdorff, também é a topologia d&\B(
Entdo, temos de mostrar que, de qualquer familisutbeonjuntos fechados de
S(A) cuja interseccédo é vazia, podemos extrair uméamilia finita cuja interseccao é
também vazia. Mas ja vimos que basta fazer ista fanilias de conjuntos fechados
basicos, lema 2.13. Agora, como h& pouco vimoscayuntos fechados basicos
coincidem com os conjuntos abertos basicos. Assimsideremos uma familia infinita
(£)jns de subconjuntos abertos bésicos de) S&is quen j5; Z; = 0. Pelo lema
precedente2.67, existe, para cpfal, um elemento Uniog em A tal que
% ={h 0 S@): h(x) = 1}.
Seja X = ¥ j O J}. Dizer que a intersecgdo da familig)(;; é vazia é dizer que
nao existe nenhum homomorfismo de algebras boded@A em {0,1} que toma o
valor 1 para todos os elementos de X, ou novamguotenao existe nenhum ultrafiltro
em A que contém X. Isto significa que X ndo é uma lmesdiltro, lema 2.64. Assim,
existe um subconjunto finitoxg, X, ..., Xk} O X cujo infimo é zero. Assim, nenhum
ultrafiltro em A pode conter simultaneamentg, X, € ... €Xx. Por outras palavras,
nenhum homomorfismo dA& em {0,1} pode simultaneamente supor o valor 1 nos
pontosx, X2, € ... &. ISto quer dizer que
SaNZpN..NZ=0.

Temos entdo uma subfamilia finita da familig;; cuja interseccéo é vazia.

Podemos dar uma demonstracao diferente de qd)eeéSfompacto invocando o
facto de que {0,13 é ele préprio compacto, teorema 2.20. Bastaridoemtostrar para
isso que §) é fechado em {0,1} (uma vez que todo o subconjunto fechado de um
espaco compacto é compacto):

Paraa [l A eb A, fixemos
Q(a, b) = {f0{0,1}"*: f (ab) =f (a) f (b) ef (1 +a) = 1 +f (a)}.

Temos ainda que, 8= () . Q(a, b), teorema 2.37. Mas para todos os elementois
bOJA

de A, podemos escrever:

Q(a,b) = {f0{0,1}"*: f (@) =0 ef () =0 ef (ab) = 0 ef (1 +a) =1} O
O{f0{0,1}":f(@=0ef(b)=1ef(ab)=0ef (1 +a)=1}0
O{fO0{0,1}f(@)=1ef(b)=0ef(ab)=0ef(1+a)=0}0
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0{f0{0,1}* f (a) = 1 ef (b) = 1 ef (ab) = 1 ef (1 +a) = O}.

Todos os quatro conjuntos do lado direito destaldade sdo subconjuntos abertos
basicos de {0,13, bem como conjuntos simultaneamente abertos eadesh Em
particular, a sua unido € fechada. Assim a inte&sede todos os conjuntos da forma
Q(a, b), coma e b a variar em A, é um subconjunto fechado de {8, B como ja

vimos, esta interseccdo éAR(

Corolario 2.700 espago de Stone #e2 um espaco topoldgico booleano.
Demonstracdo:De facto, o espaco & é compacto (lema 2.69) e é zero dimensional
(lema 2.66).

Lema 2.710 conjunto de subconjuntos simultaneamente aberteshados de 8)
coincide com o conjunto dos seus conjuntos abbASKEOS.
Demonstracdo: Ja sabemos que todos os conjuntos abertos basidos s
simultaneamente abertos e fechados (lema 2.66).

Reciprocamente, sejg um subconjunto arbitrario simultaneamente aberto e

fechado de ). Comol €& aberto, € uma unido de conjuntos abertos bagwoos
exemplo,I’ = Ujg; I para algum subconjunto 1 |I. Mas uma vez qué€ é um

subconjunto fechado do espaco compactd),S¢ ele proprio compacto. Assim da
cobertura abertd ()in; del’, podemos extrair uma subcobertura finita, por gtem
=T UTljU ... UTj, Ja sabemos, lema 2.67, que podemos encontragrélesry,
X2, ..., Xm €M A tais que

para todo & 0 {1, 2, ....m}, [ ={h O SA): h(x) = 1}.
Sejamx =x; O x 0 ... 0 x e sejaA = {h O SA): h(x) = 1}; mostraremos quE = A.
Todo o elemento dE é um homomorfismo que assume o valor 1 em pelmsam
dos pontos«, Xg, ..., Xm; assim também assume o valor 1 emue é o seu supremo.
Assim,[" 0 A. Por outro lado, qualquer homomorfismo que nda estl’, e assim néo
assume o valor 1 em qualquer dos pom{psy, ..., Xy, deve supor o valor O para cada
um destes pontos, e entdo também para o poqie € 0 seu supremo; assim néo pode
pertencer &. Isto prova qué (I I'. Finalmente]” = A, e comaA é um conjunto aberto

basico, lema 2.6T, deve ser um também.
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2.6.2 Teorema de Stone

De seguida, apresentaremos o chamado Teoremarte Sto
Teorema 2.72 Toda a algebra booleana é isomoérfica a éalgebraehoal de
subconjuntos simultaneamente abertos e fechadsswespaco de Stone.
Demonstracdo: A algebra booleana de subconjuntos simultaneameh&rtos e
fechados de 3\) € representada pB(S(A)).

Seja H representante da aplicacado de Ale(B8(A)), a qual, a cada elemerdo
em A, associa

H(@) = {h O SA): h(a) = 1}.

Vamos mostrar que H € um isomorfismo de algebradebnas deA sobre
B(S®A)).

Que preserva alguns resultados anteriores, lentés €.2.71, a aplicagao H
assume o0s seus valores &{5(A)) e a sua imagem é B(S(A)). Assim, H € uma
aplicacao sobrejectiva de A solBES(A)).

Por um resultado anterior, teorema 2.39, para awogtre H é um isomorfismo
de algebras booleanas, basta garantir que para tadelementosey em A, X<y se e
s6 se HX) O H(y).

Assim sejamx e y dois elementos de A. Se < y, entdo para qualquer
homomorfismoh que satisfah(x) = 1, também temos que tefy) = 1 o que significa
que H&) é um subconjunto de #)( Sex ndo é menor ou igual gyeentaox(1 +y) # 0,
lema 2.27. Assim podemos considerar o filtro ppatigerado porx(1 + y), um
ultrafiltro que o inclui (pelo teorema do ultrafd) e o homomorfismd [0 SA)
associado ao ultrafiltro. Temos qiéx(1 + y)) = 1, consequentementgx) = 1 e
h(1 +y) =1 +h(y) = 1, ou seja qui(y) = 0. Concluimos qub O H(X) eh O H(y), e

assim Hg) ndo esté incluido em #)(

Corolario 2.73 Toda a algebra booleana finita é isomoérfica a ulgebéa booleana de
subconjuntos de algum conjunto.
Demonstracdo:Se o conjunto A é finito, entdo a topologia em }8,& uma topologia

discreta. Assim, este também € o caso para a gpdliduzida no subconjunto A(
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Todos os subconjuntos deA$(sao entdo simultaneamente abertos e fechadd@o Bnt
algebra booleanB(S(A)) coincide conil (S(A)) e A é isomorfo &1 (S(A)).

No caso de uma algebra booleana arbitraria, o ggerema de Stone mostra é
que ela é isomorfica a uma subalgebra booleandgdhara de subconjuntos de algum

conjunto.

2.6.3 Espacos booleanos como espacos de Stone

A cada é&lgebra booleana associamos um espaco gamwlbooleano: o seu
espaco de Stone 8( e vimos queéA é isomorfo a algebra booleana de subconjuntos
simultaneamente abertos e fechados deste espatgabooE entdo natural estudar o
caso no quah € dada como uma algebra booleana de subconjuntos#taieamente
abertos e fechados de algum espaco topoldgico dumlX. O problema que entdo
surge é comparar 0 espaco X com este outro espaeano que é o espago de Stone
deA, por outras palavras, comparar X 8). O resultado desta comparacao revelara

que estes dois objectos se assemelham muito unn@o o

Teorema 2.74Todo o espaco topoldgico booleano X é homeomorfespaco de Stone
S(B(X)) da algebra booleana de subconjuntos simultarate abertos e fechados de X.
Demonstracdo: Seja X um espaco booleano. Que preserva 0 estutzda, 2.16,
podemos tomar a algebra booled(X) de subconjuntos simultaneamente abertos e
fechados de X como uma base para os conjuntoabettopologia em X.

Para cada O X, sejafx 0 representante da aplicacdoB{¥) em {0,1} definida
por

1 sexdQ;

f,(Q) =
() {0 sexOQ.

Mostraremos que a aplicacdo que, a cadax [ X, associaf,, € um

homeomorfismo do espaco topoldgico X sobre o esfugumidgico SB(X)).

Comof é, & priori, uma aplicacdo de X em {F4}, temos de mostrar, primeiro,

que realmente toma valores enB&)):

122



» Para cada [0 X, fy € um homomorfismo de algebras booleanas;
Demonstracdo:Para quaisquer subconjuntos simultaneamente aleeftahiados) e A
de X, temos qug(Q NA)=1seesdsell1QNA, ousejaque1QexA, oqueé
equivalente d,(Q) = 1 efy(A) = 1, e consequentementd,@)f(A) = 1. Concluimos
que

i(Q N A) =f(Q)f(A).
Por outro ladofy(X — Q) =1 se e s6 sel] X — Q, ou seja qu& [J Q, ou novamente,

fx(Q) = 0. Assimf(X — Q) =1 +f(Q). Assim, f, é realmente um homomorfismo, pelo

teorema 2.37.

* A aplicacad é injectiva;
Demonstracdo: Sejam x e y elementos distintos de X. Como X & de Hausdorff,
podemos encontrar um conjunto aberto O, tal gue O ey O O (por exemplo,
poderiamos considerar O =-X{y}). Mas O é a unido de conjuntos abertos basicos da
baseB(X); entdo existe algum conjunto simultaneamentgtalbe fechad® [1 B(X) tal

quexJQ ey 0 Q. Temos qué(Q) =1 ef,(Q) = 0, o que prova qug € diferente dé,.

* A aplicacad e sobrejectiva sobre E));
Demonstracdo:Sejah um elemento de B(X)), ou seja, um homomorfismo d&X)
em {0,1}. O ultrafiltro emB(X) associado & é
U={QOB(X) : h(Q) = 1} = h™[{1}].

Uma vez queU goza da propriedade de interseccao finita, lenéd,2e como os
elementos ddJ sdo fechados, e como 0 espaco topolégico X é ottmppodemos
afirmar que a interseccao de todos os elementds$ @@do vazia. Sepaum elemento
desta intersecgao.

Para todo o conjunto simultaneamente aberto e decfial] B(X), temos que:
ouQ O U, e neste casi(Q) = 1 eh(Q) = 1, ou entdad [J U, e neste caso X Q [ U,
assimfy(Q) = 0 eh(Q) = 0. Assim, para todo Q [0 B(X), fx(Q) = h(Q). Segue-se que
h =f, = ().

Podemos observar que o elemerté uma pré-imagem de pela aplicacad

(como acabamos de mostrar), € o Unico elementateeséccéo de todos 0s conjuntos
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simultaneamente abertos e fechados pertencentds Rara ver isto, note-se que
qualquer elementp nesta interseccao iria satisfaher f(y), e poisf fosse injectiva, isto
implicariax = y. Esta observagdo permitir-nos-a4 descrever a Bigeawversaf ™: € a
aplicacao de (X)) em X que, para cada homomorfisimale B(X) em {0,1}, associa
0 Unico elemento na interseccdo de todos os cagusimultaneamente abertos e

fechados pertencentes ao ultrafiltig{1}].

* A aplicacad é continua.
Demonstracdo: Seja G um conjunto aberto que pertence a base gorguntos
simultaneamente abertos e fechados d&(g). Que preserva 0 estudado
anteriormente, lema 2.67, existe um elemeéntem B(X) tal que G = fi O SB(X)):
h(Q) = 1}. A imagem inversa de G sobre a aplicazéo
{xOX:KOG={xOX:f(Q) =1} ={xOX: xOQ} = Q.

Assim € um subconjunto aberto de X.

« A aplicagéo inversd ™ é continua.

Demonstracdo:SejaQ um conjunto aberto basico no espaco X (ou sej&lemento
de B(X)). Uma vez qud é uma bijeccdo, a imagem inversa®@esobre f ™ é a sua
imagem directa sobrfe Assim é o conjuntf{ Q] = {f: x 0 Q). Temos que mostrar que
este é um conjunto aberto no espads(’s)).

Consideremos V =H [0 SB(X)): h(Q) = 1).

O conjunto V é aberto (é até mesmo um conjuntotalEsico) em (X)),
lema 2.67. Se mostramos @] =V, isto completara a demonstracao.

Para todo o 0 Q, temos qué,(Q) = 1 por definicao d&, assimfy 0 V. Logo,
flQ] O V.

Todo oh O V tem uma pré-imagem [ X sobre a bijec¢ad ou sejah = f,.
Como h O V, temos queh(Q) = f(Q) = 1, assimy O Q e fy = h O f[Q].

Consequentemente, V estd incluidofg®].
Existe um famoso teorema de topologia que afirma qualquer bijeccéo

continua de um espaco topolégico compacto num esmgc Hausdorff € um
homeomorfismo (a continuidade da bijeccdo invergarantida).

124



Definitivamente estabelecemos uma correspondéneiaurd para um entre
algebras Booleanas e espacos topolégicos Booléamosomorfismo por um lado, um
homeomorfismo por outro lado):

» toda a algebra booleana é (isomorfica a) uma &getoleana de subconjuntos
simultaneamente abertos e fechados de algum e&gaajogico booleano;
* todo o espaco topologico booleano é (homeomorfiaamaespaco de Stone de

alguma algebra booleana.

Observemos que temos muito boas razdes para chamespagos zero
dimensional compactos “espacos booleanos”.
De um modo natural, temos as seguintes duas pdapies:
e para quaisquer duas algebras booleanas serem fgm@BOré necessario e
suficiente que o0s seus espacos de Stone sejam maries;
e para quaisquer dois espacos topoldgicos booleam@snshomomorficos, €
necessario e suficiente que as algebras booleamascansistem nos seus

respectivos subconjuntos simultaneamente abefexhados sejam isomorfos.
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Capitulo Ill. Conclusdes e consideracgdes finais

Apoés a investigacao realizada poderemos entra®gunsideracdes apresentar
as seguintes:

% no primeiro capitulo revestiu-se de maior impori@nc estudo da Ldgica
proposicional. Assim, neste ambito foram abordamseguintes conteudos: a
sintaxe, a semantica, as formas normais, os camgwumpletos de conectivos,
o lema de interpolacédo e o teorema da compacidade.

% no segundo capitulo deu-se mais énfase ao estsdalgkbras booleanas. Nesta
perspectiva, abordaram-se 0s seguintes conteudgemas definicdes e
propriedades das algebras booleanas, atomos, hafiemas e isomorfismos
de algebras booleanas, subalgebras, ideais, filirtsorema de Stone e ainda o

espaco de Stone.

Como implicacfes futuras destaca-se a necessidacigat condicdes a nivel do
Ensino Superior e ndo Superior para o estudo dealdmais concretamente da légica
proposicional, das algebras booleanas e tambéraldal@ de predicados. A razédo de se
defender a perspectiva de um maior destaque dal@égsuas aplicacdes prende-se com
0s seguintes aspectos:

- no Ensino Bésico, que se divide em trés grandesoJonomeadamente,

nameros e operacdes, problemas e suportes de magem, as grandes

finalidades do ensino da Matematica consistem emsemlolver a
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capacidade de raciocinio, desenvolver a capaciddeomunicacdo e

desenvolver a capacidade de resolver problemaseNssntido deve-se dar

importancia relevada aos seguintes itens, entreout

* guestdes de linguagem;

e raciocinio e seus processos;

* relagbes de ordem;

» operacgdes no conjunto das condi¢des e das propssigdmeadamente,
disjuncao, conjuncdo, negacgéo, explorando taisagpes de forma intuitiva e

informal.

- no Ensino Superior com o aprofundamento da légiaado mais sentido as
operacOes referidas, podera assim existir umaddastfica mais solida nos
diversos ramos do saber, nomeadamente, na EngenharEngenharia de
Sistemas com os operadores logicos, na Economigestdio e em todos os
cursos cujo eixo regulador seja a Matematica, es na@iualmente na
pesquisa de informacgdo na Internet através dossdisenotores de pesquisa.

- no geral, a logica é importante pois € utilizadadi@m@a-dia, uma vez que 0s
termos &', “ou’, “existé, “qualquer, “se ... entdh “é equivalenteentre
outros, sao muitas vezes utilizados na linguagemewt. Tal utilizacdo da
I6gica evita equivocos e pode clarificar muitasagibes, que sem 0 seu uso
sdo extremamente ambiguas tais como:

O Joado comeu chocolatedolachas ao lanche;

A Paula combinou ir ao cinenaa ao teatro;

Na turma 6° Aexisteum aluno que teve nivel 5 a todas as disciplinas;

o O O O

Na equipa de futebol masculinqualquer que seja o jogador

escolhido é do sexo masculino;

(@)

Sefor ao circoentdovou ver os palhacos;

o O preco de uma camisadeequivalenteo preco de umas calgas.

Podemos dizer que a l6gica matematica actua sshkadpectos:
I. aspecto explicativo, segundo o qual a logica € afisteado instrumento
de analise que permite a formalizacdo de fragmet¢odiscursos, em particular, na

matematica, competindo deste modo, parcialmenie,acbnguistica geral;
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il. aspecto calculativo ou operativo, segundo o québiza é considerada
um instrumento de calculo formal destinado a stibsta argumentacéo intuitiva e
informal dos cientistas e matematicos profissignaia responder a algumas questodes,
como por exemplo:
= Em que consiste a demonstracdo de um teorema & partuma

determinada hipotese?

“Os ramos da logica matematica organizam-se, gamadizer, nas tentativas de
responder a estas questdes anteriores. Em sidies@os que a l6gica matematica
comporta quatro ou cinco grandes ramos, cada um espacificidade propria, mas
todos eles interligados e interactuantes entrecgine outras disciplinas matematicas.
Assim, temos:

(a) Teoria da demonstracéo;

(b) Teoria dos modelos;

(c) Teoria da computabilidade;

(d) Teoria dos conjuntos;

(e) Logica e matematica intuicionista/construtivisi@liveira (1996: 229)

ApoOs a realizacdo do trabalho, podemos ainda dansg@e € com base no

calculo proposicional e quantificacional que sestam a lingua de um povo.
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