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Introducao

O objectivo deste texto é o de completar, em detalhe, o lado direito da
tabela que se anexa, que compara o papel de duas curvas — a circunferéncia
unitdria e a lemniscata de Bernoulli — na construcao das inversas das funcoes
comprimento de arco e na divisao em partes iguais.

As lemniscatas caracterizam-se por serem conjuntos de pontos do plano
cujo produto das distancias a dois pontos fixos é constante. O cédlculo do
comprimento total da lemniscata que aqui consideramos conduz a um in-
tegral eliptico (Bernoulli, 1694), de fun¢do que néo tem primitiva imediata
mas cujo valor se obtém por procedimento elementar através do algoritmo,
delineado por Lagrange (1785) e Gauss (1790), que constréi a média arit-
mética e geométrica de dois nimeros positivos. A funcao comprimento de
arco da lemniscata tem propriedades semelhantes as conhecidas para a arco
seno trigonométrico e a sua inversao conduz a um caso particular, de espe-
cial interesse, na familia das funcgoes elipticas: o seno da lemniscata, senlem.
Esta é uma funcao periédica de periodo 2w cuja extensao meromorfa aos
complexos é duplamente periédica (de perfodo 2w e 2wi) e portanto elip-
tica, onde 2w designa o comprimento total da lemniscata que substitui neste
contexto 27, o comprimento da circunferéncia unitdria e periodo da funcao
seno trigonométrico, sen. Verifica férmulas de adigao andlogas as da fungao
seno, obtidas por Euler em 1751 depois de receber cépia da obra de Fag-
nano (1718) onde se deduz uma férmula para o comprimento do dobro de
um arco de lemniscata e, consequentemente, que é possivel duplicar arcos de
lemniscata, com régua nao graduada e compasso.

A possibilidade de construir, com régua nao graduada e compasso, um
poligono regular de n lados é equivalente & divisao, com estes instrumentos,
da circunferéncia unitdria em n arcos de igual comprimento; e este procedi-
mento corresponde & construgao dos reais sen (2’”), onde 0 < k < n—1, uma

n

1X



- INTRODUCAO

vez que os valores dos cossenos destes dngulos tém uma relagao quadréatica
com os senos. Gauss e Wantzel provaram que esta construgao é possivel se
esésen=2nps...p, onde k € Ny e p1, po, ..., ps sdo primos de Fermat
distintos. Por falta de simetria, estas interligagoes geométricas nao se trans-
ferem integralmente para o contexto da lemniscata e por isso nao falaremos
aqui da inscri¢ao de poligonos regulares na lemniscata. O que Abel (1827)
generalizou para a lemniscata foi a equivaléncia entre a possibilidade de
construir, com régua nao graduada e compasso, os reais senlem (%Tw), onde
0 <k <n-—1,eos valores de n como descritos acima. Ou seja, é possivel
dividir em n arcos de igual comprimento um quadrante da lemniscata se e
s6 se n tem a factorizacao indicada.

Na apresentacao que aqui fazemos deste assunto seguiremos de perto os
textos de [Hadlock] e [Rosen]; a bibliografia contém outras referéncias que
complementam o texto. Como apoio, incluiram-se alguns capitulos de abor-
dagem geral, mas resumida, sobre funcoes elipticas, niimeros construiveis,
poligonos regulares construiveis — seguindo as demonstragoes originais de
Gauss e Wantzel — e a Teoria de Galois.
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Capitulo 1

Seno trigonométrico

O contetido deste capitulo é elementar e usual numa primeira abordagem
da andlise. E aqui incluido como material preliminar para o capitulo 3. H4,
na literatura, varios procedimentos, mais ou menos elaborados, para construir
a func@o seno; escolhemos o que é apresentado na referéncia [Spivak], que
utiliza a nocao de comprimento de arco de uma circunferéncia por ser mais
facil de adaptar a lemniscata. Relativamente a nogao de comprimento de arco
apresentamos o essencial para relaciona-la com o célculo de certos integrais.

1.1 Comprimento do grafico de uma funcao

Para encontrar o comprimento do grafico de uma funcao f entre os pontos
(a, f(a)) e (b, f (b)), podemos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos e
considerar o comprimento da curva poligonal inscrita no grafico de f como
uma aproximacao do seu comprimento.




2 CAPITULO 1. SENO TRIGONOMETRICO

E de esperar que, se a funcao for bastante regular, a curva poligonal esteja
tanto mais préxima do gréfico de f quanto maior for o nimero de subinter-
valos de [a, b]. Esta ideia motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.1.1 Seja f: [a,b] — R wma fungao continua. Dada uma
particao finita P = {a =1ty <t; <ty <...<t, =0} do intervalo [a,b], o
comprimento da curva poligonal inscrita no grifico de f determinado
pela particao P é dado por

L P) = Yo\t — tia) 4 () = f (i)

O comprimento do grifico de f no intervalo [a,b] é o supremo (que pode
ser infinito) dos comprimentos das curvas poligonais sobre todas as partigoes

de |a, b].

Desta definicao resultam algumas consequéncias imediatas:

e Se f é uma fungao afim definida em [a,b], entdo o comprimento do
grafico de f é a distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)).

Por f ser uma funcdo afim, existem r,s € R tais que f(z) = rx + s
para todo z de [a,b]. A distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)) é

Vl—a?+(f ) - F(@) = 1/(b—a)P+ (rb—ra)?
= VitrZ(b—a).

Por outro lado, dada uma partigdo P = {a =ty < t; <ty < ... < t, = b}
do intervalo [a, b], o comprimento da curva poligonal inscrita no grafico

de f é

I(f,P) = Z\/(ti_ti1>2+(rti_7"til)2

= V 1 + 7"22 (tz — tifl)
=1

= \/1—1—7“2(7;1—150)
= m(b—a).
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Isto é, para qualquer particao P,
L(f,P)=V1+4+7r2(b—a).

E portanto o supremo dos comprimentos das curvas poligonais sobre
todas as partigoes de [a,b] € v/1+ 72 (b — a), sendo que este é também
o valor da distancia de (a, f (a)) a (b, f (b)).

Se f nao é afim, existe uma particao P = {a,t,b} do intervalo [a, b] tal
que [ (f, P) é maior que a distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)).
Nao sendo f afim, existe um ponto t em ]a, b cuja imagem nao pertence

a recta que une o ponto (a, f (a)) ao ponto (b, f (b)). Se considerarmos
a particao P = {a,t,b}, a desigualdade triangular assegura que

L(F.P) >\ (b= a) + (£ () — £ (a))*

Logo o comprimento do gréfico de f, que nao é um segmento de recta,
¢ maior que a distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)).

De entre todas as fungbes continuas definidas no intervalo [a,b] que
unem os pontos (a, f (a)) a (b, f (b)), a fungao afim é a que tem grafico
com menor comprimento.

Se f é fun¢ao afim entao, como vimos anteriormente, o comprimento do
seu gréfico é igual a distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)). Caso contrério,
existe uma partigao P tal que a distancia entre (a, f (a)) e (b, f (b)) €
menor que [ (f, P), que por sua vez ¢ menor ou igual ao comprimento
do gréfico de f.

No caso em que a fungdo f: [a,b] — R é diferencidvel em |a,b| e
possui derivada continua,

Afirmacao 1 Para qualquer particao P de [a, b], verificam-se as sequintes

desigualdades

L(Virwrp) sipp o (Visgre)

onde L ( 1+ (f’)Q,P) eU ( 1+ (f’)2,P> sao, respectivamente, a

soma inferior e superior da func¢do \/1 + (f’)2 associada & particao P.
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Seja P ={a=1ty <t <ty<...<t,=>b} uma particio do intervalo
[a,b]. Para cada i = 1,2,...,n, a fungdo f é continua em [t; 1,1;]
e diferencidvel em |t;_1,%;][, logo pelo Teorema do Valor Médio, existe
t;k € ]ti—la tz[ tal que

f(t:) — f(tifl)‘

(#5) —
f () P

Assim, o comprimento da curva poligonal inscrita no gréfico de f de-
terminada pela particao P, pode ser reescrito da seguinte forma:

Z \/(t,- —ti 1)+ (f (t:) = f(ti0))?
Z \/(t,- —ti1)’ () () (6 — tin)’
2NV () (i —tia

Por outro lado, para cadai =1,2,...,n,

m; <AL+ (f)7 (t) < M,

onde
; = inf 1+ (1)
m meﬁ?l,ti]{ +(f) (:v)}
v = s {iegr@)
$€[ti_1,ti]
Logo

Zmzi_zl<lfp ZM - )

o que prova as desigualdades de (1.1).

Afirmagao 2 Para qualquer particao P de [a, ],

sup{L( 1+(f’)2,P)} SSllle{l (f,P)}. (1.2)

P
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Seja s = sup {l (f, P)}. Por definigao de supremo, [ (f, P) < s qualquer
P

que seja a particao P de [a,b]. A desigualdade (1.1) garante que s é

um majorante do conjunto {L ( 1+ (f’)z, P) - P partigéo}. Dado

que o supremo de um conjunto ¢ o menor dos majorantes, temos a
desigualdade (1.2).

Afirmagao 3 Para qualquer particao P de [a, ],
<i "?
sup (1.7} < it {0 (V14 (1P ) }. (13)

Seja m = i%f {U ( 1+ (f’)2, P) } Entao, por definicao de infimo,

m é um minorante do conjunto {U (\/ 1+ (f’)2, P) : P partigéo}. Se

P’ e P" forem duas particoes de [a, b] temos

) < (Viear )
pois se considerarmos a particao @) = P’ U P", obtemos por (1.1)

I(f,P) < I(f,Q)
< U( 1+(f’)2,Q>

v (Vi)
Logo o conjunto {U <\/ 1+ (f’)2,P> : P parti(;éo} ¢ minorado por

[ (f, P), qualquer que seja a partigao P. Por outro lado,

A\

IN

para todas as particoes, pois o fnfimo de um conjunto é o maior dos
seus minorantes. Logo o conjunto {/(f, P): P parti¢do} é majorado
por m e portanto o seu supremo nao excede m.
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Afirmagao 4 Se a fungio /1 + (f')* for integravel no intervalo [a, b],

sgp{L( 1+(f’)2,P>} = ir}gf{U( 1+(f/)2,p)}

= St;p{l(f,P)}

E portanto, acabamos de provar a proposicao que se segue que permite
calcular o comprimento do gréfico da fun¢do f no intervalo [a, b] recorrendo
a nocao de integral.

Proposigao 1.1.2 Seja f: [a,b] — R wuma fungao diferencidvel tal que

14 (f")? € integravel no intervalo [a,b]. O comprimento do grifico de f

b
em [a,b] é igual/\/l + (1.

1.2 Construcao da funcao seno em [O, %]

Consideremos a funcao

f: 0,1 — R
A VA e
A funcao f associa a cada x a ordenada de um ponto da circunferéncia
unitaria centrada na origem do plano. Usando a proposigao (1.1.2), vamos

construir uma nova funcao no intervalo [0, g], a qual daremos o nome de
seno.

Proposigao 1.2.1 O comprimento do grifico da fungao f no intervalo [0, x]

é / \/%, para qualquer x € [0, 1].
0

Prova. Pela proposicao (1.1.2), para cada 0 < 2 < 1, o comprimento do
gréafico de f no intervalo [0, z] é dado por

/\/1+(f’)2(t)dt:/\/%dt. (1.4)
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Quando z = 1, estamos perante um integral impréprio, sendo necessério

averiguar se ainda é possivel calcular o comprimento do grifico de f usando
a igualdade (1.4). Ora, para qualquer 0 < e < 1,

comprimento de f em [0,

1—e
1
0

Para estender esta igualdade ao intervalo [0, 1], bastara provar que

lim comprimento de \  comprimento de
e—ot+ \ fem [0,1—¢] fem [0,1]
Mas
comprimento de  comprimento de n comprimento de
fem [0,1] fem [0,1—¢ fem [1—e¢1]

Ora, por definigao de comprimento do gréfico de uma fungao, o comprimento
de qualquer curva poligonal inscrita nao excede o comprimento do seu grafico,
em particular se considerarmos a particao P = {1 — ¢, 1},

[(f, P) < comprimento de f em [1 —e¢, 1],

por outro lado, de acordo com a figura que se segue,

L(f,P)<e+ f(l—¢)

e sendo o comprimento do gréfico de f em [1 — ¢, 1] o supremo sobre todas
as curvas poligonais inscritas,

0 CPIPIMNOE  f(-g=e4VE @<t VE
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e portanto a igualdade pretendida resulta fazendo ¢ — 0. m

Vamos agora estudar analiticamente a funcao que mede o comprimento
do gréfico de f em subintervalos da forma [0, x]:

AS: [0,1] — Ry

Tt

T — _—
/\/1—t2
0

Notagédo 1.2.2 AS (1) = {.

Em particular, da proposigao (1.1.2) resulta que % ¢ 0 comprimento de um
quarto da circunferéncia unitéria. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, a
funcao AS é continua, derivével e

1
V1 — 22

para qualquer z de ]0,1[. Como a fungao AS’ é sempre positiva no intervalo
10, 1[, AS & estritamente crescente e consequentemente injectiva. Além disso,
o seu grafico tem a concavidade voltada para cima, pois

AS' (x) =

x
(1 —22)v1—2a?

AS" (z) =

é positiva em ]0, 1]. Logo o grafico da fungao AS é o seguinte:

mwh—

Como AS' é uma funcao continua, o Teorema do Valor Intermédio afirma que

para cada x de [0, %] existe um y em [0, 1] tal que AS (y) = x. Decorre da
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injectividade de AS que um tal y é tnico. Designd-lo-emos por sen (z). Para
cada xr em [O, é}, a aplicacao

x +— sen(z)

estd bem definida e a sua imagem é o intervalo [0, 1]. Em particular,

[
sen(0) =0 e sen (5) = 1.
Além disso, para cada x € [0, é], faz sentido definir

cos (z) = /1 — sen? (z).
I

Proposicao 1.2.3 As fungoes sen e cos sao diferencidveis no intervalo } 0,3 [

sen’ () =cos(x) e cos (z) = —sen(x)
para qualquer x € ]0, % [

Prova. Da igualdade AS (sen (z)) = = segue que AS e sen sao fungoes
inversas, logo possuem o mesmo tipo de monotonia. Além disso, o dominio
e a imagem da funcao sen sao intervalos pelo que esta é uma funcao con-
tinua. Como AS ¢é derivavel e AS’ nao se anula, resulta que a funcao sen é
diferencidvel e que temos

v
AS' (sen (z))

= /1 —sen?(x)

sen’ (x) =

= cos(x)
para qualquer x € ]0, é [
A funcao cos é diferencidvel pois é composta de fungoes diferencidveis.
Como o valor absoluto de sen é diferente de 1 em todo o intervalo ]0, é [,
resulta que

—2sen (x) cos (x)
2¢/1 —sen?(x)

= —sen(z).

cos' () =
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A informagao que obtivemos sobre a funcao sen permite tragar o seu
grafico no intervalo [0, é]

12

Observagao 1.2.4 Na literatura matemdtica, costuma-se designar a fun¢dao
AS por arco seno e denotar por arcsen.

1.3 Prolongamento da funcao seno a R

Comecemos por estender as fungdes sen e cos ao intervalo [0, ] de modo
que o grafico da primeira seja simétrico relativamente a recta x = é e o da
segunda o seja em em relagao ao ponto (l O). Defina-se

]

B sen (z) se x€ [0
Sen(x)_{ﬁen(l—x) se x €[4

o~ N~

)

N~

| cos(z) se @€ (0]
Cos (z) —{ —cos(l—x) se ze[L]]

Estes prolongamentos preservam as propriedades das derivadas das funcoes
sen e cos.

Proposigao 1.3.1 Para qualquer z € 10, 1],
Sen' (x) = Cos(x) e Cos' (r) =—Sen(z).

Prova. No caso em que x € }0
de novo a proposicao (1.2.3).

, %[, este enunciado nao acrescenta nada



1.3. PROLONGAMENTO DA FUNCAO SENO A R 11

L

Sex € ]Llf,entdao 0 <l—z <L

da Funcao Composta temos que

Sen/ (r) = (sen(l—uz))
—cos (I — x)
= Cos ()

e, aplicando o Teorema da Derivacao

Cos' (r) = (—cos(l—1x))
= —sen(l—x)
= —Sen(z).

Falta apenas provar que estas fungoes sao diferencidveis em é e que as suas

derivadas verificam as igualdades acima. Para isso vamos usar o seguinte
resultado:

Lema 1.3.2 Seja f uma fun¢ao continua num ponto o e V- uma vizinhanga
de . Se a derivada de [ estd definida em V\ {a} e existe lim f' (z), entdo
Tr—x

f € derivdavel em « e f' é continua em «.

Prova. Por definigao, f'(«a) = lim%. Pelas hipéteses do lema,

podemos usar a Regra de L’Hopital para calcular este limite, e obtemos
f(e)=lmf (z) =
Tr—

Assim aplicando o lema, obtemos

Sen/ (%) = lim Sen’ (z) = lim Cos (x) = Cos (i)

Cos' (é) = lirr% Cos' (x) = lin} — Sen (z) = —Sen (é)

2

como querfamos provar. i

Agora, vamos estender as fungoes Sen e Cos ao intervalo [0, 2l]. Estes
prolongamentos serao feitos de modo a assegurar simetria dos gréficos rela-
tivamente ao ponto ([,0) e & recta x = [, respectivamente. Sejam

o (o) | S @ e w0
PO\ sen@—a) se aefa
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Cos (x) se z€[0,]]
Cos () =
Cos (2l —x) se z€[l,2]]
Estas fungoes sao diferencidveis em todo o intervalo |0, 2/[ e por argumento

idéntico ao lema (1.3.2) tém em 0 e em 2/ derivadas laterais finitas que
verificam as igualdade da proposigao (1.3.1).

Finalmente, prolonguemos as fungoes a toda a recta real de modo a obter
fungoes periddicas de periodo 2.

Lema 1.3.3 R :AUZ (203,21 (i + 1)].
1€
Prova. Seja x € R. Queremos encontrar ¢ inteiro tal que

200 < x < 2l(i+1), isto &, i < 5 < i+ 1. Basta considerar i = [2%] e

este ¢ mesmo o Unico inteiro que serve. W

Por outras palavras, o lema anterior afirma que a recta real pode decompor-
-se em subintervalos disjuntos de amplitude 2/. Deste modo, para qualquer
nimero real, é possivel encontrar um tnico elemento no intervalo [0, 2{[ que
difere do primeiro num multiplo de 2/, isto é,

VeeR FkeZ:x+2kle0,2.
Assim, podemos definir
sen (z) = Sen (x + 2kl)
cos (z) = Cos (z + 2kl) .

Por construcao, estas funcoes sao periddicas de periodo 2/ e diferencidveis. A
estas funcoes chamamos respectivamente, seno e cosseno trigonométricos
e os seus graficos sao os seguintes:

A
1

\ z
| ;

312

v

21
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v

12 3102 20

E possivel provar que | = w, onde 7 é a razdo entre o perfmetro e o
diametro de qualquer circunferéncia (detalhes em [Moise]) e portanto a cir-
cunferéncia unitaria tem perimetro igual a 445 (1) = 21.
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Capitulo 2

A lemniscata

Neste capitulo, iremos descrever a lemniscata e calcular o seu compri-
mento para posteriormente construir uma funcao, com caracteristicas idén-
ticas as da funcao seno trigonométrico, associada a esta curva.

2.1 Descricao da lemniscata

A lemniscata é descrita pelo conjunto de pontos do plano cujo produto
das distancias a dois pontos fixos, P, e P, é constante. Seja d a métrica
euclidiana e consideremos

P = (—%,0) e P= (%0)

A lemniscata, que usaremos no que se segue, ¢ o conjunto dos pontos do
plano que verificam a condigao

{wn e® st y-a(en. P - 3},

15
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isto é, o conjunto dos pontos que satisfazem a igualdade
($2_+_y2)2__ (xz___yZ) =0. (2.1)

Para que o conjunto de pontos que verifica a equacao acima nao seja vazio,
22 — 9% tem que ser nao negativo, o que permite concluir que a lemniscata, é
uma curva definida no cone determinado pelas condig¢oes

—r<y<z V xz<ly<-—zx

Seja (z,y) um ponto do plano euclidiano. Entao existem r € Ry e 6 €
[0, 27[ tais que
r=rcosf e y=rsind.
Se o ponto (x,y) satisfaz a igualdade (2.1) entdao r* = r?cos(26), isto &,

r =0 ou r? = cos (20). E portanto, em coordenadas polares, a lemniscata ¢
representada pelo conjunto

{(r,0) € R{ x 0,27 : r* = cos (20)} .

Para que o conjunto anterior seja diferente do conjunto vazio, é necessério
impor condigdes a varigvel § de modo a garantir que cos (20) seja ndo nega-

tivo:
s 3m 5w T
pe [0.7] 0 [P 5] O[T .
78 Il P "
Este conjunto representa precisamente o cone de defini¢cao da lemniscata em
coordenadas polares.

2.2 Comprimento da lemniscata

Como vimos na seccao anterior, a equagao que define a lemniscata em
coordenadas cartesianas é

(z* + y2)2 — (& —y?) =0.

Esta curva possui simetria relativamente aos dois eixos coordenados. Assim,
para conhecer o comprimento da lemniscata é suficiente calcular o seu valor
num dos quadrantes. Porém o cdlculo torna-se mais simples se usarmos a
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descricao polar da curva. Ora, no primeiro quadrante a lemniscata é descrita
pela equacao

P =cos(20), 0e|o, ﬂ . (2.2)

Derivando implicitamente ambos os membros de (2.2) em ordem a , obtemos

dr sin 20

do _\/00529

e portanto o comprimento da lemniscata, que designaremos por 2w, é dado
por

! dr\ 2 ! 1
r
4 2+ — d9:4/—d9.
[ (d9> A v/ cos 20

(A semelhanca do que aconteceu para a circunferéncia também na lemnis-
cata o seu comprimento, no primeiro quadrante, ¢ dado por um integral
impréprio.) Recorrendo & mudanca de varidvel r = v/cos 26 obtemos

2w =

1
1
4 | ————dr.
/ vV1—rt
0

Este tipo de integral foi amplamente estudado nos séculos XVIII e XIX
no ambito da teoria dos integrais elipticos. E possivel provar que a funcio
ﬁ nao tem primitiva elementar (detalhes em [Ritt]). No entanto, vamos
descrever um algoritmo elementar que permite calcular valores aproximados
do integral acima.

2.2.1 O algoritmo da média aritmética-geométrica

Dados dois nimeros positivos a e b, o algoritmo da média aritmética-
-geométrica transforma-os num par de sucessoes (a,), € (b,), definidas re-
cursivamente por

ag = a b():b
a, + b,
2

Ap41 =
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Estas sucessoes sdo dorbitas de um sistema dindmico: se considerarmos a
funcao
H: Rt xRt — Rt x Rt

(a,b) (“;b,ﬂ)

e a aplicarmos sucessivamente ao par ordenado (a,b) € Rt x RT, obtemos a
sucessao (H" (a,b)), = (an,by),. Questdes naturais sobre o comportamento
das suas 6rbitas sao:

1. A sucessao (H" (a,b)), converge em RT x R*?

2. A sucessao (H" (a,b)), converge para um ponto fixo de H?

Dada a recorréncia associada & iteragao de H, que define estas sucessoes,
podemos responder as duas questoes analisando apenas a primeira, uma vez
que se a primeira pergunta tiver resposta positiva, entao a segunda também
porque H é uma fungao continua.

Se (a, ) € um ponto fixo de H, isto é, H (o, 5) = (a, ), entdo « e

verificam
aTW =a a+p=2a
VaB = off = §*
Portanto, se a orbita de (a,b) por H for convergente em R™ x R*, entdo

converge para um ponto fixo de H que tem as duas componentes iguais, o
que significa que as sucessoes (a,,), € (b,), tém o mesmo limite.

I
~

Proposicao 2.2.1 Dados quaisquer nimeros positivos a e b, as sucessoes
(ay), e (by), definidas como atrds sdo convergentes.

Prova. No caso em que a = b as sucessoes (a,),, € (b,), sdo constantes.

Suponhamos que a > b. Para qualquer n € Ny, valem as seguintes desigual-
dades:

i) b, < ay,

Por hipétese, a desigualdade é vilida para n = 0. Suponhamo-la vélida
para n = p e provemos que a desigualdade ainda vale para n = p + 1.
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Ora,

a, + by
2

& dayb, < (a, +b,)’

& (ap—0,)° >0

bp+1 < Ap+1 ~ apbp <

e a, —b, > 0. E portanto, por indugao sobre N, a desigualdade b,, < a,,
é sempre valida.

bn < bn+1

Por definicao da sucessao (b,), temos que

by <bpi1 & by < apb,
& (bn)2 < anb,
s b, <ag

pois os elementos da sucessao (b,,),, sao estritamente positivos (implicito
na sua defini¢do). Logo a desigualdade b,, < b, decorre de i).

An+1 < Gp
Esta desigualdade é consequéncia de i) pois

i1 < Ap < a, + b, < 2a,
S b, < ag.

As desigualdades anteriores mostram que a sucessao (b,), € crescente e

n

majorada por a e que a sucessao (a,), ¢ decrescente e minorada por b, logo
ambas as sucessoes sao convergentes.

Notacgao 2.2.2 O limite comum das sucessoes (a,),, e (b,), designa-se por
média arimética-geométrica e serd denotado por mag (a,b).

Determinar a média arimética-geométrica de dois niimeros positivos ¢ um
processo relativamente répido.

Proposigao 2.2.3 O algoritmo da média arimética-geométrica é quadrati-
camente convergente.
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Prova. Comecemos por observar que, dados niimeros positivos a e b,

(an — bn)2
oy — by = 1 (2.3)
pois
A
a?z-i—l _bi-‘rl - n * > _anbn
2
o (an+ by)? — 4anb,
B 4
_ (an =)
= 1 .

Dividindo ambos os membros de (2.3) por a,41 + buy1 = 2a,,12 obtemos

(an — bn)Q‘

Qpy1 — bn+1 = 34
n+2

Como a sucessao (a,), ¢ decrescente e converge para mag (a,b), segue que,
para todo n

2
(an — bn)

n - bn - I\
Gnt1 = mag (a, b)

Logo a sucessdo (a, —by), converge a uma taxa quadratica para zero, e
portanto se tomarmos a, como valor aproximado de mag (a,b), o nimero
de casas decimais certas desta aproximacao é essencialmente duplicado apés
cada iteracao do algoritmo. m

2.2.2 Teorema de Gauss

O integral que permite calcular o comprimento da lemniscata relaciona-se
com os que aparecem no enunciado do Teorema de Gauss:

Teorema 2.2.4 (de Gauss) Para quaisquer nimeros positivos a e b,

o dx s
/oo V@ +a?) (2 +1%)  mag(a,b)
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Este teorema é a chave para o cédlculo do comprimento da lemniscata. De
facto, aplicando este teorema aos valores a = 1 e b = v/2, temos que

7 dz T
{ V(2 +1) (22 +2) B 2mag (1,v/2)

pois a funcao integranda é par. Além disso, recorrendo & mudanga de varidvel

x = Y122 onde 7 € ]0, 1], obtemos a igualdade

+o00 1
/ dx B / dr
g V(@2 +1) (22 +2) A V1I—rt
Por isso, o comprimento da lemniscata, que é dado por

2T

. dr
4[\/1—7”4 B mag(l,\/i)'

Implementando o algoritmo da média aritmética-

LOgO W = m.

-geométrica, descrito na seccao anterior, obtemos com apenas 4 iteracoes,
1.1981402347355922074 . .. como valor aproximado de mag (1, \/§) com to-
das as casas decimais aqui inscritas correctas. E portanto o comprimento
total da lemniscata é aproximadamente 5.2428 . . ..

Prova do Teorema de Gauss. Defina-se

7 dx
I(a,b) = _/oo N oIy

Se substituirmos a e b, respectivamente, pela média aritmética e geométrica
destes dois valores, o valor de I permanece inalterado, isto é,

I(a,b)f(“;b,\/%). (2.4)

Ora

“+o00

[(a+b’\/%) _

B dt |
i /oo \/ (2 + (2)") (22 + ab)
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Para prosseguir o cédlculo deste integral usaremos para mudanca de varidvel
a bijec¢ago t: RY — R definida por ¢ (z) =1 (a: — “;b) Assim, temos

= lim

+o0 p
/ dt / dt
A \/(t2+(“7“’)2)(t2+ab) p—too \/(t2+ (=52) 2 ) (¢2+ab)

++/p%+ab

2dx
\/ 22+ a?) (22 + 1?)

= lim
p——+00

o

¢/;b V(@2 +a?) (2% + 1)

e
0 Vab
/ _ / 2dx
= lim
\/ 12+(2£2)") (22+ab) p——00 V(22 + a?) (22 + 1?)
p+y/p?+ab
Vab
B 2dx
| V(@ +a?) (@7 + 87
Logo

[(‘“Lb ) /\/:L'2+a2 ) (22 +b2)

A igualdade (2.4) resulta agora de observar que a fungao integranda é par,
pelo que

/ 2dx _ / dx
s V(@2 + a?) (22 + 1?) J V(@2 + a?) (22 + 1?)

sendo este tltimo, por defini¢ao, o valor de I (a,b).
A igualdade (2.4) aplicada sucessivamente, mostra-nos que a sucessao
(I (an,by)), é constante e portanto
I(a,b) = lim I (ay,b,).

n—oo
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Se a funcdo I for continua, entdo podemos calcular o valor de I (a,b)
facilmente pois nesse caso

I(a,b)=1 ( lim a,, lim bn>
e, pela proposicao (2.2.1), sabemos que as sucessoes (a,), € (b,), sao con-
vergente para mag (a, b), logo

I(a,b) = I (mag(a,b),mag(a,b))

B / dz
B % + mag? (a,b)

—00

2 li ! ¢ P

= im ———arctg | ———

p—+oomag (a, b) g mag (a,b)
m

mag (a, b)
o que concluiria a prova.

A funcéo I aplica-se a proposicio seguinte:

Proposicao 2.2.5 Seja f: RxU — R ondeU C R? é um aberto. Se
se verificarem as sequintes condi¢oes:

1. Para cada y € U, a fun¢io x — f(x,y) é integrdvel.
2. Para cada v € R eyo € U, lim f (z,y) = [ (x,yo).
y—yo

3. Eziste uma funcao fi: R — R integrdvel tal que, para qualquer
(z,y) €R XU, |f(z,y)| < |f1(2)]

“+o00
Entao a fungdo y — / f(z,y)dx é continua.

Prova. Seja (y;), uma sucessao de elementos de U convergente para y.
Defina-se fi () = f(x,yx). Por hipétese, para cada = € R, a sucessao de
funcoes {fx}, converge pontualmente para a fungao f(z,y), e existe uma
funcdo integravel, fi que majora cada elemento da sucessao {f;},. Logo

+o00 +oo
/f(x,y)dlejggo/f(x,yk)dx
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pelo Teorema da Convergéncia Dominada (vide [Kolmogorov]). m

Retomemos a prova do Teorema de Gauss. Defina-se

f: Rx (Rt xR") — R

(.’L’, a, b) = —L
(@+a?)(@+1?)

Se esta funcao verificar as condigoes da proposi¢ao anterior, entao fica provada
a continuidade da fungao I.

1. Para cada (a,b) € Rt x R, a fungao = — f (z,a,b) é integravel.

Suponhamos que a > b. Entao

= lim

70 dz 7 2dx
J V(@2 + a?) (22 + 1?) ptee ) V(@2 + a?) (22 + ?)

< 2dx
1m —_—
T p—Hoo 2 + b2
0

T
=
(No caso em que a < b, a prova é perfeitamente analoga).

2. Paracadaz € Re (a,) € RT x R, ( b)lirr(l B)f (x,a,b) = f(x,a,B).

Esta afirmacao resulta da funcao f ser continua nas varidveis a e b.

3. Atendendo a que a nocao de continuidade é um conceito local, a ter-
ceira condigao da proposicao (2.2.5) pode ser enfraquecida sem que se
perca informacao quanto a sua conclusao. Podemos reescrevé-la, no
contexto do Teorema de Gauss, do seguinte modo:

Para qualquer (a,b) € RTxR", existe uma fungao f1: R — R in-
tegravel e uma vizinhanga aberta de (a,b), Uy, tal que |f (z, o, B)] <
|f1 ()], para todo (v,c, ) € R X Uay)-
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Seja (a,b) € Rt x R*. Consideremos o aberto

b
U(a,b):{(a,ﬁ)ER+xR+;a>g A 5>§},

faca-se ¢ = min {%, %} e fi(z) = @ para todo x de R. A funcao f;

400
¢ integravel em R pois / fi =% e para todo o (a, ) de Uy,

f(m7a7/8) =

A proposigao (2.2.5), aplicada a U, f e fi, permite concluir que a
funcao

e dx
I:(a,b) — _/Oo V(@2 + a?) (22 + 0?)

é continua. m
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Capitulo 3

Seno da lemniscata

Consideremos a fungao
xT
/ dr
T | —Y—
v1—rd
0
definida em [0, 1]. Por analogia com o que vimos no primeiro capitulo, de-
signaremos esta funcao por arco seno da lemniscata e denotd-la-emos por
ASL. Tal como foi feito para a circunferéncia, neste capitulo construiremos
uma funcao com propriedades semelhantes a fungao seno trigonométrico a
partir da funcao ASL.

3.1 Construcao da funcao seno da lemniscata

w

em [O, 5]

Recorde-se do capitulo anterior, seccao 2.2, que estamos a usar a notacao
ASL(1) =%.

Pelo Teorema Fundamental do Caélculo, a funcao ASL é continua, de-

rivavel e 1

V1—at

para qualquer = € |0,1[. Sendo ASL’ positiva em |0, 1], a fungdo ASL é
estritamente crescente e consequentemente injectiva. O Teorema do Valor
Intermédio afirma que para cada = € [O, %] existe um y em [0, 1] tal que

ASL (y) = x.

ASL (z) =

27
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Decorre da injectividade da funcao ASL que um tal y é tnico. Designé-
-lo-emos por senlem (x). A unicidade de tal valor permite definir a funcao

senlem: [0,%] — [0,1] .

Esta funcao goza ainda das seguintes propriedades:

e senlem é estritamente crescente

As fungoes ASL e senlem sao inversas e portanto tém o mesmo tipo
de monotonia.

e senlem é uma fungao continua

A continuidade da funcao senlem decorre da funcao ASL ser continua,
injectiva e estar definida num intervalo.

e senlem é uma funcgao diferencidvel

A fungdo ASL é derivével em todo o intervalo |0, 1] e a sua derivada
¢ sempre nao nula, logo o Teorema da Derivada da Funcao Inversa
garante que a funcao senlem é diferencidvel e que

1
ASL (senlem (x))

= /1 —senlem* ()

senlem/ (x) =

para qualquer x do intervalo ]O, 5 [

e senlem tem concavidade voltada para baixo
Derivando duas vezes a funcao senlem, obtemos
senlem” (r) = —2senlem? ()

de onde se deduz que senlem” é negativa em todo o intervalo ]O, 5 [
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Esta informacao permite-nos tracar o grifico da fungao senlem no inter-
valo [O, %]

3.2 Prolongamento da fungao seno da lemnis-
cata a R

O prolongamento da fungao senlem a recta real serd feito em varias eta-
pas. Primeiro, estendemos a fungao senlem ao intervalo [0, w] de modo que
no intervalo [‘5”, w} tome os mesmos valores que em [0, %] mas por ordem in-
versa. Esta imposicao faz com que o gréfico da funcao obtida seja simétrico
relativamente a recta r = %:

senlem (z) se z€|0,%]

Senlem () = {

senlem (w —x) se z € [£,w]

Esta fungao é diferencidvel em todo o intervalo |0, w[. De seguida, estendemos
a fungao Senlem ao intervalo [0, 2w] por forma que o grafico da fungao obtida
seja simétrico em relagdo ao ponto (w,0):

Senlem (z) se € [0,w]

Senlem (z) = {

—Senlem (2w — x) se z € [w,2w]

Finalmente, prolongamos esta funcao & recta real, de modo a obter uma
fungao periédica de periodo 2w. Uma vez que o conjunto dos nmimeros reais
é decomponivel em intervalos disjuntos de amplitude 2w, para cada r € R
existe um unico k inteiro tal que x + 2wk € [0, 2w| e, podemos definir

senlem (x) = Senlem (z + 2wk) .
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Por construcao, esta funcao nasce periédica de perfodo 2w e é diferencidvel;
designé-la-emos por seno da lemniscata e o seu gréfico é

A
1

-w/2




Capitulo 4
Funcoes elipticas

Este é um capitulo de apoio ao resto do texto. Trata-se de uma abor-
dagem geral as fungoes elipticas, com destaque para as propriedades da
fungao P de Weierstrass. Seguiremos de perto a referéncia [Lang73].

Consideremos dois ntiimeros complexos, w; € ws, linearmente indepen-
dentes sobre o espaco vectorial dos nimeros complexos sobre o corpo dos
numeros reais. Seja

A = < wi,wg >

= {nw;+mwsy:n,m e 7}

a rede associada a esses nimeros. Uma fungao meromorfa de C, f, diz-se
uma funcgao eliptica em relagao a rede A se, para quaisquer z do dominio
de f e A € A, verificar a igualdade

flz+X)=1(2).

Os elementos de A sao periodos de f.

Como exemplo de funcoes elipticas temos as fungoes constantes. Estas
sao-no em relagao a qualquer rede.

Se f e g sao duas funcoes elipticas entao também o sao as funcoes f + g,
f—ug9, fg, e 5 (se g nao for identicamente nula).

Proposicao 4.0.1 O conjunto das fungoes elipticas em relacao a uma rede
A constitui um corpo com as operacgoes usuais de adi¢ao e multiplicagdo de
funcaes.

31
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O corpo das fungoes elipticas em relacao a uma rede A denotar-se-& por
M (A).

Uma vez que os elementos da rede A sao combinagoes inteiras de wq e wa,
a verificagao da A-periodicidade pode fazer-se apenas para os dois periodos
Wi € ws.

Proposicao 4.0.2 Uma funcgaio f é eliptica em relagao a rede A se e somente
se, para qualquer z do dominio de f,

f(z) = f(z+w) (4.1)

f(z) = f(z+ws) (4.2)

Prova. Se f ¢ eliptica em relagao a rede A entao w; e wy sao periodos de
f e temos as igualdades (4.1) e (4.2). Por outro lado, se se verificarem estas
igualdades entao também temos

f(z)=f(z—w) (4.3)

f(z) = f(z—w) (4.4)

pois f(z) = f((# —wi) +w;) = f(z—w;) parai = 1 ou 2. Assim, para
qualquer A = nw; + mwy € A, basta aplicar um nimero finito de vezes as
igualdades (4.1),(4.2),(4.3) e (4.4) para verificar que f ¢é eliptica. m

Outra simplificagao: pela periodicidade, para estudar as fungoes elipticas
é suficiente cingirmo-nos a parte do seu dominio definida por

D(A)={rwi +sw::0<r<1,0<s<1}.

Os pontos deste conjunto determinam no plano complexo um paralelogramo
designado por paralelogramo fundamental.

g
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Para cada z € C existe um tnico representante em D (A), que denotaremos
por (z), tal que z — (z) € A. De facto, como por hipétese w; e wy sdo
linearmente independentes em R?, geram R? e, portanto, dado z € C existem
reais a e ( tais que z = aw; + fws. Logo podemos reescrever z da seguinte
forma:

z = aw; + fwsy
= ([a] + (a —[a])) w1 + ([B] + (B = [B])) wa
= (a—[a])wr + (B = [B]) w2 + [a]wi + [B] w2
= (2)+ (¢ —(2))

onde (z) = (a — [a]) w1+ (B — [A]) w2 € D(A) e z—(2) = [a] wi + [f] w2 € A.
Logo, se f ¢é eliptica, f (z) = f ((2)).

Tal como jé foi observado, as fungdes constantes fazem parte de 9t (A).
Importa agora saber se existem outras fungoes para além destas.

4.1 Propriedades das funcoes elipticas nao con-
stantes

Vamos mostrar algumas propriedades a que devem obedecer as funcoes
elipticas nao constantes.

Proposigao 4.1.1 Seja [ € M (A) uma fungao sem pélos em D (A). Entao
f é constante.

Prova. Se a func¢ao f nao tem pélos em D (A), entdo por periodicidade
também nao tem pdélos em C. Logo f é uma funcao continua em C e, em
particular, no fecho de D (A) que é um compacto. Mas entdo f é uma
fungao limitada em D (A) e consequentemente em C. Logo, pelo Teorema de
Liouville f é uma fungao constante. m

Resulta desta proposicao que as fungoes elipticas nao constantes, caso
existam, tém necessariamente pélos.

Proposicao 4.1.2 Se f € M (A), entao a soma dos seus residuos é zero.

Prova. Comecemos por mostrar que este resultado é vdlido no caso em
que f nao tem polos na fronteira de D (A). Suponhamos que os geradores
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da rede A, w; e wq, constituem base directa. Assim a fronteira de D (A),
0D (A), é a unido dos caminhos C1, Cy, C3 e Cy onde C7 une 0 a wy, Cy une
w1 a wq +ws, C3 une wi + ws a wy e finalmente Cy une wy a 0. Pelo Teorema
dos Residuos, a soma dos residuos de f em D (A) é

1

r=—-—
2m1 dD(A)

Atendendo a periodicidade de f, temos que
f=—[ [ e f=—1[ 17
C1 Cs3 Ca Cy

e portanto r = 0.

Se f tiver pdlos na fronteira de D (A), como tem um nimero finito deles,
podemos reduzir este caso ao anterior comecando por fazer uma translacao
de dD (A) para (0D (A))" = Cy v C; v C; vV C}, como sugere a figura,

de modo a que os pélos de f fiquem no interior de (9D (A))*. m

Esta proposicao afirma que a existirem funcoes elipticas nao constantes,
estas terao que ter pelo menos dois pélos, distintos ou nao, em D (A), pois
caso contrario, a soma dos residuos seria nao nula.

O resultado que se segue permite relacionar o nimero de pélos de uma
fungao eliptica nao constante com o nimero de zeros.

Proposigao 4.1.3 Seja f € M (A) uma fungio nao constante que, em D (A),

admite como zeros os pontos ai, as, ..., a, € 0§ sequintes polos a,y1, Gpyo,
oy Qpys. Se my; é a ordem do zero/pdlo a;, para todo i = 1,2,....r + s,
entao

r+s

i=1
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Ou seja, o nimero de zeros é igual ao numero de pdlos, se a contagem dos
pontos singulares for feita de acordo com as respectivas multiplicidades.

Prova. A derivada de uma fungao eliptica é ainda uma funcao eliptica.
A proposigao (4.1.2) aplicada a fungao f?l € M(A) afirma que a soma dos
seus residuos é nula.

Sem perda de generalidade podemos supor que f nao tem zeros nem pélos
na fronteira de D (A) pois, caso contrério, comegamos por usar o argumento
explicitado no fim da prova da proposicao (4.1.2). Neste caso a soma dos
residuos da fungao fTI ¢ a diferenga entre o nimero de zeros e o nimero de
polos de f, em D (A), contados de acordo com as respectivas multiplicidades

(vide [Coimbra], pdgina 231). Logo estes dois nimeros sao iguais. m

Conhecendo-se a soma dos zeros (respectivamente pélos) de uma fungao
eliptica ndo constante é possivel saber a soma dos seus pélos (respectivamente
zeros) a menos de uma constante. De facto,

Proposigao 4.1.4 A soma dos zeros de uma fungdo eliptica nao constante
é igual a soma dos seus polos a menos de um periodo.

Prova. Seja f uma funcao eliptica nao constante sem zeros nem pélos
na fronteira de D (A). Sejam {a;} e {m;} como no enunciado da proposicao
anterior. O Teorema dos Residuos aplicado & funcao z% afirma que

1 ! r+s
— zf (Z>dz = Zaimi,
2mi Jopny f(2) P

r+s
onde Z a;m; representa a soma de todos os pontos singulares de f em D (A)

1=1
contabilizados de acordo com a sua multiplicidade; o que queremos provar é
r+s

que Z a;m; ¢ um elemento da rede A. Ora,

[ EG [ [,

AR S T
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como f é eliptica, fazendo a mudanca de varidvel v = z — w; obtemos

e ) ) “ )
Al g Lé T ) ™

logo

awe ) PR, [
Al “Flo ™ A FT= ) T

De forma inteiramente andloga, mostra-se que

wre pe) 0 fE), [P
ZQ “Flo® A A AT

Assim

r+5s
2 f1(2) wy [ f'(2)
553@1 ™ f(z)dz" iy F2)

Para concluir a prova basta que, para j € {1,2},

Owj J}/ ((j)) dz € 2mil.

Ora, para um tal j,

“ pr(2)
, Fo)®

= I f(w)~Inf(0)
= 2kmi para algum k € Z

pois f (w;) =re e f(0) = re’ % onde r > 0 e 6 — § 6 multiplo de 27.
No caso de f ter zeros ou poélos na fronteira de D (A), comegamos pelo
argumento do fim da prova da proposicao (4.1.2). =

4.2 A funcao P de Weierstrass

A fungao P de Weierstrass é definida por
1
SERPI (=R
0#£AEA

onde z € C\A. Vejamos que é uma fungao de 9t (A) nao constante.
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Proposicao 4.2.1 P estd bem definida.

Prova. Devemos mostrar que, para cada z em C\A, a série que define
a funcao P converge. Verifiquemos que esta série converge absolutamente e
uniformemente em cada compacto S que nao contenha pontos da rede A.

Seja S um tal compacto e fixemos z em S. Para cada 0 # A € A,

analisemos a diferenca (Z_l/\)Q — A% Consideremos a funcao f (z) = ﬁ Se

|§‘ < 1, podemos escrever

1 | X rz\"
- w56
1 & Z\"
- w00 (3)
e portanto
1 1 1] n
— - === +1 .
(Z . )\)2 )\2 )\3 712::1 (n ) )\n—l
Além disso, se 0 # A € A é tal que ‘f’ < %, entao
1 1 1] n
- | = = +1)—=—
(=N N A n;l (n+1) A '
1 & 2"
< — n+1
- P n;( ) I\
1 X (n+1)]z]
< RSOl }
— ’)\’3 nX::l 2n—1
CM
S B
Al
o n+1

onde C' designa o valor da série convergente » e M é majorante de
|z| em S.

Finalmente, note-se que ha apenas um nimero finito de A’s que nao ve-
rificam a condigao 2 |z| < |A|; ou seja, a rede discreta A tem apenas um
nimero finito de elementos no disco centrado em 0 e raio 2 |z|. Para eles, as
estimativas anteriores nao sao validas mas, como sdo em numero finito, nao

comprometem a convergéncia da série envolvida na definicao da fungao P.

n=1 2n71
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1

Para concluir a prova desta proposi¢ao basta mostrar que a série > P

0#NEA
é convergente, caso particular do resultado que se segue:

Lema 4.2.2 A série ) IAI\S converge para qualquer s > 2.
O#£XEA

Prova. Fixado s > 2e k € N,

1 1 1
2 F = Pt

0#NEA

Para cada n € N, defina-se p(n) = #{\ € A: |A\| < n}. Vamos mostrar
que os numeros p (n) —p(n — 1) e n sao da mesma ordem de grandeza. Seja
a o angulo orientado entre as direccoes determinadas por w; e wy. Para cada
ponto da rede, A\ € A, pertencente ao disco centrado na origem e raio n,
desenhemos um paralelogramo de lados paralelos as direccoes w; e ws, de
comprimento respectivamente igual a |wi| e |ws|, cujo centro seja .

Pontos da rede A e discos de raio
n—1en.

Cada um destes paralelogramos tem drea igual a A = |wjwesinal. Deste
modo, estabelecemos uma correspondéncia entre os pontos da rede que per-



4.2. A FUNCAO P DE WEIERSTRASS 39

tencem ao disco de raio n e as dreas dos paralelogramos associados:

Ap(n) = Z area do paralelogramo de centro \.
[Al<n

A &rea de todos estes paralelogramos nao vai além da drea do disco centrado

na origem de raio n+ %ﬂ, nem fica aquém da do disco centrado na origem
de raio n — le;—w‘, ou seja,
7 (20— lwr +eal) < Ap(n) < 7 20+l +wal)”.
Logo,
mn Dl gy ¢ TR0t

o que mostra que p (n) — p(n — 1) e n sdo da mesma ordem de grandeza.
Assim,

y 1 1 b 1
2\, & :ZW+Z 2 T

S
§n| | AL1 n=2 \n—1<|\|<n
k—1
(14 |wy + wal)

< > > -
[AI<1 |)\| A n=1 w
(14 |wr +ws]) o= 1
5> eyl
[AI<1 |)\| 4 n=1 w

logo Z F é convergente pois a sucessao das somas parciais Z

0ANEA A<k k
¢ majorada por uma série convergente (uma vez que s > 2 e s6 um nimero
finito de pontos da rede A tem norma nao superior a um). m =

IAl°

A expressao que define P mostra que ela é meromorfa e tem um pélo de
multiplicidade dois em cada ponto da rede A.

Proposicao 4.2.3 P ¢é uma funcao par.
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Prova. A paridade de P é consequéncia da igualdade A = —A. m

Derivando, termo a termo, a série que define a funcao P de Weierstrass
obtemos

Se mostrarmos que esta série converge absolutamente e uniformemente em
cada compacto S que nao contenha pontos da rede A obtemos a expressao da
derivada da funcao P. Ora, seja S um tal compacto e fixemos z em S. Para
cada 0 # A € A, consideremos a funcao f (z) = Se {/\| < 1, podemos

E A)?’
escrever
1 1
v T
1 [ r2\"]°
- 550
B %EO (n+1)2(n+2) (;)
e portanto . | X )
X (n n Z\"
G e EO( R ()
Além disso, se 0 # A € A ¢ tal que |%| < 3, entdo

1 & (n+1)(n+2)2
(=N N3 Z 2 £
1 °°(n+1)(n+2)|z|”
W& 2 b
I & (n+1)(n+2)
S Wz:: 2n+1
_
A

: - 1)(n+2 :
onde C' designa o valor da série convergente » > % Mais uma vez,

0s A’s que nao verificam a condigao 2 |z| < |A| s@o em nimero finito pelo que
nao comprometem a convergéncia da série em causa. Esta é majorada por
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uma série convergente, como vimos no lema (4.2.2), e portanto a expressao

da derivada de P é )
P = -2 S
()=-22 (z—\)°

AEA
Proposicao 4.2.4 P’ é uma funcgao impar e eliptica relativamente a rede A.

Prova. Seja z € C\A. Entao

P'(—=2) = —22 ﬁ

Além disso, se w € A

Pl(z4+w) = —22—

Coroléario 4.2.5 P ¢ uma fungao eliptica relativamente o rede A.
Prova. Como P’ é uma funcao eliptica, entao
P (z+w) =P (z+ws) =P (2)

para qualquer z € C\A. Como C\A é conexo (complementar em C de um
conjunto discreto), primitivando as igualdades anteriores obtemos

P(z+w)=P(2)+C (4.5)

P(z+wy) =P(z)+ Cy (4.6)
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para algumas constantes C e Cy e z no aberto C\A. Bastard, agora, mostrar
que C = (5 = 0 para concluir que P é uma funcao eliptica. Se fizermos na

igualdade (4.5) z = —%* e na igualdade (4.6) z = —%2, vemos que
(3)-r(5) e
e P(5)=r(5) e

De onde se conclui que C; = C5 = 0 pois P é uma fungao par. m

Estas duas fungoes, P e P’, sao suficientes para caracterizar qualquer
funcao eliptica. De facto, qualquer funcao eliptica h pode ser escrita na
forma

L (PP
g(P,P)

onde f e g sdo fungdes polinomiais nas varidveis P e P’.

Proposigao 4.2.6 O corpo M (A) é gerado pelas fungoes P e P’ no sentido
explicitado.

Prova. Seja f € M (A). Podemos escrever f como soma de uma fungao
par com uma fungao fmpar do seguinte modo

TR ICLY (C R ICEFIC]

Se f for uma fungao impar entao fP’ é uma funcao par; pelo que é suficiente
provar que as fungoes pares sao fungoes racionais de P.

Lema 4.2.7 Seja f € M (A) uma fungao par com um ponto singular em u.
Se (u) = (—u) entdo a ordem de f em u é par.

Prova. Seja f uma funcgao eliptica, par com um ponto singular em u
tal que (u) = (—u). No paralelogramo fundamental, D (A), existem precisa-
mente quatro pontos que verificam a igualdade (2u) = (0), a saber

w1 o)) w1 +WQ
0, —, — e .
2 2 2
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Como f é uma fungao par, f' é uma funcao fmpar; se u for um zero de f,
entdo da hipétese (u) = (—u), segue que f'(u) = f'(—u) = —f' (u) e por-
tanto f'(u) = 0, o que garante que a ordem de f em u, ord(f,u), é pelo
menos dois.

Suponhamos ainda que (u) # (0) e consideremos a funcao eliptica definida
por

9(2) =P (2) =P (u).

Como u é um zero da funcao g e esta é par, entao pelo argumento anterior a
ordem de g em u é pelo menos dois. Por outro lado, as funcoes g e P tém os
mesmos polos; em D (A), a fungao de Weierstrass tem exactamente um pélo
em 0 de multiplicidade dois. Logo a proposicao (4.1.3) aplicada & fungao g
garante que a ordem de g em u é dois.

Consideremos a fungao 5. Esta funcao é eliptica, par e estd definida em

u. Se (5) (u) # 0, entao a ordem de § em u é zero. Por outro lado, como

as ordens das fungoes g e 5 em u sao finitas, temos que

ord(u, f) = ord (u, gg)

= ord (u, 5) + ord (u, g)
= 2

Se (§> (u) = 0, entdo pelo argumento anterior, u é um zero de 5 de or-

dem pelo menos dois. Procedamos como anteriormente comparando esta
funcéo com a funcdo g. A funcdo 4 ¢é eliptica, par e estd definida em u. Se
g

(g%) (u) # 0 entao a ordem de g% em u é zero e

ord(u, f) = ord (u, %.QZ)
g
o :
= ord|(u, = +20rd(u,g)
g
= 2x2

Se (gig) (u) = 0, ent@o voltamos a repetir o mesmo argumento. Este processo

tem que terminar ao fim de um nimero finito de etapas porque estamos a
supor que a ordem de f em u é finita. E portanto ord (f,u) é par.
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Se (u) = (0), nao é possivel usar a fungao g desta maneira porque a funcao
P tem um pélo em zero. Neste caso, consideramos a fungao P escrita como
série de Laurent centrada em z = 0, isto é,

1 o0
Pz) ==+ az™
z
n=0
e definimos
) 1 22
y e g
I =
1+ Z Ap 220
n=1

Esta funcao é eliptica, par e tem um zero de ordem dois em zero.

Consideremos a fun¢ao 5. A fungao § é eliptica, par e estd defnida em 0.

Se (§> (0) # 0, entao a ordem de 5 em 0 é zero e

ord (0, f) = ord (0, gg)
= ord (0, g) + ord (0, g)
= 2.

Se <§) (0) =0, aordem de 5 em 0 é pelo menos dois. Consideremos a funcao

iz, que estd definida em 0, é eliptica e par. Se (g—fz) (0) # 0, entao a ordem

de em 0 é zero e

ord(0,f) = ord (0,

g
)+20rd (0,9)
= 2x2.

Se (g%) (0) = 0, repetimos 0 mesmo argumento e terminamos como anteri-
ormente.

Se u for um poélo de f, a sua multiplicidade é pelo menos dois pois no
desenvolvimento de Laurent de f o coeficiente de ﬁ, b, digamos, é nulo
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uma vez que, se v designar um lacete simples,
1

b = /f(w)dw

211

1
= —/ —f(=2)dz fazendo z = —w
2mi J_,
1
= ——,/ f(w)dw porque f é par
2mi J_,
= —b.

Se (u) # (0), entao consideramos a fungéo fg onde
9(2) =P (2) =P (u)

é, como vimos, uma fungao com um zero em u de ordem dois. Se (fg) (u) # 0,
entao a ordem de fg em u é zero e

ord(u. ) = ord (u,2)

= ord(u, fg) —ord(u,g)
= —2.

Se fg nao estiver definida em u, entao v € um pélo de fg de multiplicidade
nao inferior a dois (basta aplicar o argumento anterior a funcao fg que é
par). Consideremos a fungao fg*. Se (fg?) (u) # 0 entdo a ordem de fg? em

u é zero e
2
ord(u, f) = ord (u, fiz)
g

ord (u, fg2) — 2o0rd (u, g)
= —2x2.

Se fg? tiver um pélo em u voltamos a repetir o argumento.
Se (u) = (0), procedemos de forma andloga comparando f com a fungao

1 22

g(Z):P(Z) ) 1—i—ia an'

Em qualquer dos casos, fica concluido que a multiplicidade do ponto singular
¢é necessariamente par.
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Lema 4.2.8 Se a € C\A, entio P (z) — P (a) tem um zero duplo em z = a
se e somente se (2a) = (0).

Prova. Precisamos apenas de verificar que se P (2) — P (a) tem um zero
duplo em z = a, entdo (2a) = (0), uma vez que a implica¢do contréria foi
provada no lema anterior.

Em geral, se f é uma fungao par que admite um zero em u de ordem m,
entao, em consequéncia da igualdade

f® (u) = (=1)" f9 (~u)

f tem um zero em —u com a mesma ordem. Logo a fungao P (z) — P (a)
tem um zero duplo em z = —a. Se (a) # (—a), entdo P (z) — P (a) seria
uma fungao com quatro zeros e dois pélos no paralelogramo fundamental
contrariando a proposi¢ao (4.1.3). Logo (a) = (—a) ou seja (2a) = (0).

Note-se que se (2a) # (0), entdo a funcao P (z) — P (a) tem dois zeros
simples: em z =aeem z = —a. W

Voltemos a prova da proposigao (4.2.6). Seja {u; : 7 =1,2,...,7} o con-
junto dos pontos singulares de f no paralelogramo fundamental, D (A), dis-
tintos dos pontos da rede A. Defina-se

I { ord (u;, f) se  (2u;) # (0)
’ %ord (ui, f)  se (2u;) = (0)

T

hz) =1 (P () =P )™

i=1

Para qualquer (z) # (0) temos
ord(z, f) =ord(z,h).

Esta igualdade também vale no caso em que (z) = (0) porque a proposicao
(4.1.3) aplicada a funcao eliptica % garante que esta nao tem zeros nem pélos
e portanto pela proposigao (4.1.1) existe uma constante C' ndo nula tal que
% = C. Logo

f(z) = CH (P (2) = P (ur))™
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o que, além disso, confirma que qualquer fungao eliptica par pode ser escrita
como uma func¢ao racional de P. m

De seguida, reescreveremos as fungoes P e P’, como séries de Laurent

centradas na origem, o que permitird encontrar uma relacao 1til, no que se
segue, entre estas duas fungoes. Assim

o - 30 2 (3)

e portanto, efectuando o produto de Cauchy da série Z (f)m por si mesma,

m=0
obtemos
1 > 2\m 1
P = 5+ > Y mt)(5)
0#£NEA m=1
— .
= ;+Zcmz
m=1
onde

m—+1
Cm = Z Sk
0#£XEA

sendo que ¢, = 0 para todo m fmpar pois P é uma funcao par. Usando a
notacao

Sm (A) = s, = Z )\im

0£XEA
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obtemos a seguinte expressao para a funcao P

o0

1
Pl2)= 5+ > (2n+1) 52042 (A) 27
n=1

Explicitando os primeiros termos,

1
P(z) = =2 + 35422 + Bsgzt 4 Tsg28 + ... (4.7)

e usando derivagao termo a termo temos
/ 2 3 5
P'(2) = —— + 6542 + 20s62° + 425g2" + ... (4.8)
z

Proposicao 4.2.9 As fungoes P e P’ relacionam-se através da férmula
P?=4P° — g2 P — g3
onde go = g2 (A) = 60s4 € g3 = g3 (A) = 140s6.
Prova. Consideremos a fungao
p(2) = P?(2) —4P° (2) + g2P (2) + g5-

Queremos mostrar que ¢ (z) = 0 para todo o z € C\A. Pela proposicao
(4.1.1) é suficiente averiguar que ¢ nao tem pélos e que o termo constante
do desenvolvimento em série de Laurent em zero é nulo. Vejamos quais os
termos polares e constante de cada uma das parcelas de :

parcela de ¢ termos polares e constante
P*(2) é; —%; —~80s6;
—4P* (2) é; —%; —60s6:
WP
g3 140s¢.

Somando as parcelas polares e constantes, vemos que ¢ é uma fungao eliptica
sem polos e com um zero na origem. Logo ¢ ¢ identicamente nula. m
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Esta proposigdo mostra que os pontos da forma ((P(z),P’(z))) per-
tencem a curva em C?

y? = 42® — g — g3.

O objectivo agora ¢é caracterizar os zeros de P’. Defina-se
Wi

ei:P(3>, parai=1,2,3

onde w3 = wy + wy. Como vimos anterioremente no lema (4.2.8), a funcao
h(z) =P(z)—e
tem um zero de ordem dois em “. Logo, pela proposi¢ao (4.1.1)
P?(z) =C(P (Z) —e1) (P(2) —e2) (P (2) —e3)

para alguma constante C' nao nula. Para determinar a constante C' escreve-
mos as fungoes P2 (2) e g (2) = (P (2) —e1) (P (2) — e3) (P (2) — e3) a custa

das respectivas séries de Laurent em z = 0

P2 (2) (1—|—sz >
g (2) =% <1+Zdz

)
P2() (1 )
)

9(x) <1+Zdz2n

Assim

que vale 4 em z = 0, logo
P?(2) = 4(P(2) —e1) (P (2) —e2) (P (2) —e3).-

No paralelogramo fundamental D (A), a fungdo P tem um poélo de multi-
plicidade 2 e toma o valor e; duas vezes para cada ¢ = 1,2,3. Se ¢; = ¢,
para valores de ¢ e j distintos, entao P teria mais zeros que pélos o que é
impossivel pela proposicao (4.1.3). Isto prova que

Proposicao 4.2.10 A funcgao P’ tem trés zeros distintos em D (A), a saber

() (%) e (#5)-
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4.3 Formula de adicao para P
Consideremos o conjunto definido por
E={(r,) € C:y? = 42° — g (A) 7 — g5 (A)} U {(00,00)} .
Diz-se que E é a curva eliptica correspondente a rede A. Seja
& C — E
{ (P(2),P'(2)) se z¢A
z —

(00, 00) se z€A

Proposicao 4.3.1 Sejam z1,2z, € C distintos. Os pontos £ (z1),£ (z2) e
£ (—z1 — z2) pertencem & mesma recta em C.

Prova. Comecemos por observar que a proposicao é trivialmente verifi-
cada no caso de algum dos pontos 2z, zo ou —z; — 23 serem pontos da rede
A.

Suponhamos que nenhum destes pontos pertence a rede. Sejam a e b
nimeros complexos tais que

y=ax—+b

é a equagao da recta definida pelos pontos € (21) e £ (22). A fungao definida
por

P'— (aP +0)

é eliptica e tem um pélo, em z = 0, de ordem trés como se deduz de (4.7) e
(4.8). Logo, pela proposi¢ao (4.1.3), tem trés zeros contados de acordo com
as suas multiplicidades, sendo que dois deles sao z; e z3. Se um deles tivesse
multiplicidade dois, digamos z;, entao pela proposicao (4.1.4) ter-se-ia

(221 + 22) = (0)

ou seja,
(21) = (=21 — 2)
e portanto os pontos £ (—z; — 29) e £ (21) seriam coincidentes. No caso de

cada um dos zeros ter multiplicidade um, entdo a proposigao (4.1.4) afirma
que o terceiro zero verifica a igualdade

(2’1 + 29 + 2’3) = (0)
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isto é,
(23) = (=21 — 22)

e portanto
P'(—z1—22) =aP(—z1 — 22) + b

o que mostra que & (—z; — 2z9) pertence a recta definida por £ (z1) e £ (22). =

Decorre desta proposicao que é possivel encontrar uma férmula para o
célculo de P (21 + 22) envolvendo apenas P (z1),P (22),P' (21) e P’ (22):

Coroldrio 4.3.2 (Férmula de adigao) Sejam zy, zo em C\A tais que (z1) #
(£22). Entao

73(214-22):—73(21)—77(22)4-1(

; P'(z) =P (22)>2 .

P (z1) — P (22)

Prova. Sejam a e b nimeros complexos tais que y = ax + b é a equagao
da recta definida pelos pontos £ (z1) e £ (22). Por definigdo, os pontos da
recta que estao sobre a curva eliptica E verificam a igualdade

42 — gy (M) — g3 (A) — (az + b)* = 0.

Esta equacao tem trés raizes, contadas de acordo com as suas multiplicidades,
a saber P (21),P (22) e P (z3) e portanto podemos reescrever esta igualdade
do seguinte modo

4(x —P(z1))(x —P(2)) (xr—P(z3)) =0.

Comparando os coeficientes de 22 nas duas igualdades anteriores temos que

2

a
Além disso, pela proposigao (4.1.4)
(23) = (=21 — 22)

logo
P (Zg) =P (-Zl — 2’2) =" P (21 + 2’2) . (410)



52 CAPITULO 4. FUNCOES ELIPTICAS
Por outro lado,
P’ (z1) =P (22) = a (P (z1) — P(22)) (4.11)

porque £ (z1) e & (22) sdo pontos da recta de equacao y = ax + b. Juntando
a informacao das igualdades (4.9), (4.10) e (4.11) obtemos

Pt =P =P+ ()

como querfamos mostrar. m

Se z; e z3 sao complexos nas condigoes do corolario anterior entao

(~zn1—2z) = (P(-21—2),P (~21— 2))
= (P(za1+2), P (21 + 22)).

Tal como acontece para P (z1 + z2), também é possivel expressar P’ (z; + 23)
usando apenas P (z1),P (22),P’ (21) e P’ (22). Vimos na demonstracao da
proposigao (4.3.1) que

Pl (—Zl — 22) = aP (—Zl — ZQ) + b

isto é,
P'(z1+ 22) = —aP(z1+ 22) — b
onde
. P’ (z1) — P (22)
P (z1) = P (22)
e

- P (z1) + P (22) —a(P(z)+P (,2'2))
2

Fazendo os cédlculos obtemos a seguinte férmula de adi¢ao para P’:

P+ 2) = P (z1) P (21) — 2P (21) P’ (29) + 2P (22) P' (21) — P (22) P’ (22)

P (z1) — P (22)

(Perpi)

=
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Coroldrio 4.3.3 (Férmula de duplicagdo) Se = ¢ A, entao

P(22) = —2P (2) + i (7;,/((;)>2

Prova. Se 2z ¢ A e se na férmula de adigdo para P considerarmos z;
varidvel a tender para z por valores distintos de z e de —z temos

P((2z) = lm P (2 +2)

21—2

— lelglz (—73 (z21) =P (2) + }1 (7;/ E:; :77:((;))) )
(

B 1/, P(n)-P ()
- PE (zlfinz (o) P (2) >

Plz)-P(2) \ 2
lim —2—=%
z21—2 P(z1)=P(2)

21—2

e (B

= 2P (z)+

A

por definicao de P’ (z) e P" (2).
Se 2z € A, a féormula de duplicacao é ainda vélida no sentido em que
ambos os membros da igualdade valem oo (pela proposigao (4.2.10)). =

Podemos proceder de modo inteiramente andlogo para deduzir a férmula
de duplicagao de P’, obtendo

o) — (o) L g PAP(2) L (P ()Y’
P(2z)==P'(2)+3 ) 4(7)/(2)) )
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Capitulo 5

Construcoes com régua nao
graduada e compasso

Comecemos por recordar o que se entende por construgoes com régua
nao graduada e compasso. Sejam P; e P, dois pontos do plano euclidiano. A
régua nao graduada é o instrumento que permite tragar a recta que une os
pontos P; e P,; o compasso é o instrumento que permite tracar a circunfe-
réncia com centro num dos pontos dados e que passa no outro ponto. Estas
sao as lnicas operagoes possiveis de realizar com estes instrumentos.

Uma construgao geométrica inicia-se sempre a partir de dois pontos da-
dos que serao designados por (0,0) e (1,0). Assim, o aparecimento de um
novo ponto numa construcao geométrica resulta da interseccao de duas rectas
distintas, de uma recta com uma circunferéncia ou ainda da interseccao de
duas circunferéncias distintas. Como uma construgao geométrica envolve um
numero finito destas etapas é possivel definir indutivamente o que se entende
por ponto construivel.

Definigao 5.0.4 Um ponto P do plano euclidiano diz-se um ponto cons-
truivel com régua nao graduada e compasso se for o ultimo de uma sequéncia
finita de pontos Py, Ps,...,P, 1,P, = P, onde P, = (0,0), P, = (1,0) e os
restantes P, resultam da

e interseccao de duas rectas distintas, cada uma das quais definida por
dois pontos de { Py, Py,..., P;_1};

e interseccao de uma recta, definida por dois dos pontos anteriores, e
uma circunferéncia centrada em P; (j =1,2,...,i—1) e passando por

95
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um ponto de {Py, Ps,...,Pj_1,Pji1,...,Pi_1} ou

e interseccao de duas circunferéncias, cada uma das quais centrada num
ponto de {Py, Py, ..., P,_1} e passando por um outro ponto distinto de
{P17P27"'7Pi—1}'

Nem todos os pontos de uma recta ou circunferéncia sao construiveis. De
facto, dados os pontos (0,0) e (1,0), ambos ja construidos, a régua traga a
recta que os une; esta recta contém, por exemplo, o ponto (m,0) que nao é
construivel.

5.1 Numeros reais construiveis

Identifiquemos o nimero real a com o ponto de coordenadas (a,0). Sea e b
forem dois niimeros construiveis, isto é, se os pontos (a, 0) e (b, 0) forem cons-
truiveis, sao conhecidas da Geometria de Euclides, construcoes com régua
nao graduada e compasso para obter os pontos (a + b,0), (a — b,0), (ab,0)
e (%,O) se b # 0 e portanto o corpo dos nimeros racionais é construivel.
Por outro lado, se a > 0 for um nimero construfvel, entao /a também é
um numero construivel, pois é o meio proporcional entre 1 e . Além disso,
se ya € R\Q, o conjunto Q (va) = {a+b/a:a,be Q} com a adigdo e
produto usuais de R é um novo corpo de nimeros construiveis e diz-se uma
extensao quadrética de Q.

De um modo geral, dado um corpo F, subcorpo de R, tal que @ € F
e va ¢ T, o conjunto F (/o) = {a+ by/a:a,beF} com as operagoes in-
duzidas usuais é ele préprio um corpo a que se dd o nome de extensao
quadratica de F.

Este procedimento permite-nos dar uma caracterizacao algébrica de nime-
ro construivel.

Proposicao 5.1.1 As sequintes afirmagoes sao equivalentes sobre um nimero
real a:

1. a é um numero real construivel.

2. Eziste uma sequéncia finita de subcorpos deR, Q =Fy CF, C...CTF,
coma € F, etal queF; é uma extensao quadrdtica de F;_y para qualquer
1=1,2,...,n.



5.1. NUMEROS REAIS CONSTRUIVEIS 57

Prova. Seja a um nimero real construivel que identificamos com o ponto
construivel (a,0). Por definigdo, o ponto (a,0) é o tltimo elemento de uma
sequéncia finita de pontos Py, Py, ..., P._1, P, = (a,0) onde P, = (0,0) e
P, = (1,0), nas condicoes da defini¢ao (5.0.4).

Sek=1louk=2,entaoa e Q,n=0eFy=Q.

Admitamos que existe um corpo F,,_; contendo os pontos Py, Ps, ..., Py
e que se obtém por sucessivas extensoes quadraticas do corpo Q. Queremos
provar que o ponto P estd numa extensao quadrética de IF,,_;. Ora, como
observamos anteriormente, o ponto P, = (a,0) resulta da interseccao de
dois objectos distintos (rectas e/ou circunferéncias) construidos a partir dos
pontos P, P, ..., P._1.

Lema 5.1.2 Se F é um corpo de nimeros construiveis, entao

e q intersecgao de duas rectas distintas unindo pontos cujas coordenadas
estao em F é vazia ou um elemento de FF.

e A intersec¢io de uma recta com uma circunferéncia com coeficientes
em [F é vazia ou pertence a uma extensdo quadrdtica de IF.

e A interseccao de duas circunferéncias distintas com coeficientes em F
é vazia ou pertence a uma extensdo quadrdtica de IF.

Prova. Sejam Ay = (z9,v0) € A1 = (z1,y1) dois pontos distintos cujas
coordenadas estao em F. A equacao da recta definida pelos pontos Ay e A;
pode ser escrita na forma

ar + by +c =0,

onde os coeficientes a = y; — yo, b = T9 — 1 € ¢ = 1Yo — ToY1 Sa0 nimeros
construiveis de F.

De forma andloga, podemos ver que a circunferéncia centrada em A
passando por A; pode ser escrita na forma

24+ +ar+by+c=0

onde os coeficientes a = —2x¢, b = —2yg e ¢ = 22071 + 2yoy1 — T — Y2 SAo
nimeros construiveis de F.
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e Sejam

apr +boy +co=0 e axz+by+c =0

equacoes de duas rectas distintas com coeficientes em F. O ponto de inter-
secgao das duas rectas, quando existe (isto €, se as rectas nao forem paralelas
o que se traduz pela desigualdade agb; — a1by # 0), € a solucao do sistema

_ __ boci—bicg
{ aoT + bo?/ +co=0 PN { T = apb1—a1bo

ax +by+c =0 Yy = —Zéiﬁii‘fié

Logo (x,y) é um ponto construivel de F.

e Consideremos equagoes

at +boy+co=0 e 2>+ +amzr+by+c =0

que representam uma recta e uma circunferéncia com coeficientes em F, res-
pectivamente. Admitindo que a intersec¢ao destes dois objectos é nao vazia e
que by é nao nulo, a equacao da recta reescreve-se y = 9=%% e sua interseccao
com a circunferéncia determina um ou dois pontos de abcissas que verificam
uma equacao do tipo

az® +br +c=0

onde a, b, ¢ sao nimeros construiveis de F. Ou seja,

—b+ /b2 — 4ac
T = )

2a

Se Vb? — 4ac € F, entdo (z,y) é um ponto construivel de F; caso contrario,
o ponto de interseccao pertence a uma extensao quadréitica de F.

No caso em que by = 0, a equacao da recta reduz-se a r = —2—3 e a sua
intersecgao com a circunferéncia é descrita pela equagao

y* + b1y + by =0

onde by € F. A conclusao é andloga ao caso anterior.
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e Finalmente, se

Py tart+by+a=0 e 22417+ ar+by+ce=0

sao as equacoes de duas circunferéncias distintas com coeficientes em IF, en-
tao determinar o(s) ponto(s) de intersec¢ao destes objectos, corresponde a
encontrar a solucao do sistema

24+ +ax+by+c =0
22+ y? + ar +byy + 3 =0

ou do equivalente

2?2+’ +aw+biy+c =0
(ag—a1)$+(b2—b1)y+02—01ZO

sendo que este 1iltimo sistema traduz a interseccao de uma recta com uma
circunferéncia com coeficientes em [F que, como vimos no ponto anterior, con-

duz a um elemento que pertence a [F ou estd em alguma extensao quadratica
de F.m

Voltemos a prova da proposigao (5.1.1). Este lema garante que o ponto Py
pertence a alguma extensao quadratica de IF,,_1, I, digamos, como querfamos
provar.

Reciprocamente, suponhamos que existe uma sequéncia finita de corpos
Q=FyCcF,C...CF, coma €F, e tal que F; é uma extensao quadréatica
de F;_, para qualquer i = 1,2,...,n. Queremos ver que a ¢ um numero
construivel. Se n = 0 entao a € Fy = Q e portanto é construivel. Admitamos
por inducao, que os numeros de FF,_; sao construiveis. Como [F, é uma
extensao quadratica de F,,_;, entao F,, = {a + b\/a : a,b € F,,_;} para algum
a € F,_; tal que \/a ¢ F,,_;. Logo existem /d,g € F,_; tais que a = a+g\/&
Por hipétese de indugao os ntmeros a, B,oz sao construfveis e portanto a
também ¢é construivel. m

Consideremos a extensao quadratica Q (\/i) do corpo dos racionais. Um
polinémio de coeficientes racionais de que v/2 é raiz é 22 —2; mas /2 também
¢ raiz dos polinémios 2> — 2z ou z* — 522 + 6.

Cada nimero construivel é raiz de uma infinidade de polinémios com
coeficientes racionais. Este facto motiva a seguinte defini¢ao:
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Definicao 5.1.3 Seja a é um nimero construivel. O polinomio minimal
de a € o 1unico polindmio mdnico com coeficientes racionais e de grau minimo
que se anula em a.

Que s6 existe um polinémio minimal resulta do facto de, se p e g o forem,
entao p — ¢ teria grau estritamente inferior e ainda se anularia em a, contra-
riando a minimalidade de p (ou ¢). Averiguar se um determinado polinémio é
minimal pode nao ser tarefa facil. Porém, os conceitos de polinémio minimal
e polinémio moénico irredutivel sao equivalentes.

O grau do polinémio minimal dé-nos informagao sobre a construtibilidade
de um nimero, como se pode ver na proposicao que se segue.

Proposicao 5.1.4 Se um nimero a é construivel, entao o grau do seu polind-
mio minimal é uma poténcia de dois.

Prova. Seja a um numero construivel. Pela proposigao (5.1.1), existe
uma sequéncia finita de extensoes quadriticas do corpo dos racionais Q =
Fo cF, C ... CF, tal que a € F, e F; é um subcorpo de R, para todo
1=1,2,...,n. Além disso, cada um destes [F;’s pode ser encarado como um
espaco vectorial de dimensao 2 sobre [F; ;. Logo

[Fn : Q] == [Fn : anl] [Fn,1 : Fn72] . [Fl : @] ="
Por outro lado, a € F,, logo Q C Q (a) C F,,, e temos que
[F,:Q] = [F,:Q(a)][Q(a) : Q].

Como [F,, : Q] é uma poteéncia de 2, [Q (a) : Q] tem necessariamente que ser
uma poténcia de 2; sendo que este é o grau do polinémio minimal de a sobre

Q m

5.2 Numeros complexos construiveis

Estendamos a nocao de construtibilidade ao conjunto dos ntimeros com-
plexos.

Definicao 5.2.1 Um nimero complexo z = a + bi, com a,b € R diz-se
construivel se a e b forem numeros construiveis (e portanto, se e sé se o
ponto (a,b) for construivel).
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Seja z = a + bi um nimero complexo construivel. Por defini¢ao, a e
b sdo numeros reais construiveis e portanto, pela proposi¢ao (5.1.1), exis-
tem sequéncias finitas de extensoes quadraticas sobre o corpo dos niimeros
racionais
Q=FycF,c...CcF, com ackF,

Q=GyCcG,C...CcG, com beG,,,.

Para cada j = 1,2,...,m, o corpo G; = G;_; (\/m) para algum ,/a; 1 ¢
Gj_1. Se fizermos extensoes sucessivas do corpo F, adicionando cada ele-
mento do conjunto {\/m 7 =1,2,... ,m}, obtemos um novo corpo F,,.,,
que contém a e b. Logo existe uma sequéncia finita de corpos Q = Fq C F; C
. CFpym C Frpp () que contém o complexo z. Reciprocamente, se existir
uma sequéncia nestas condigoes, o argumento usado na prova da proposicao
(5.1.1) mostra que z é um nimero construivel. Assim, provdmos o seguinte
resultado:

Proposicao 5.2.2 As sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. z é um numero complexo construivel.

2. Existe uma sequéncia finita de subcorpos deC, Q =Fy CF, C ... CF,
com z € F,, e tal queF; é uma extensdo quadrdtica de IF;_q para qualquer
1=1,2,...,n.

Para os niimeros complexos também vale uma proposi¢ao anédloga a (5.1.4).

Proposicao 5.2.3 Se um nimero complexo z é construivel, entao o grau do
seu polindmio minimal é uma poténcia de dois.

No préximo capitulo dedicar-nos-emos ao estudo dos poligonos regulares
construiveis na circunferéncia usando somente régua nao graduada e com-
passo. A construtibilidade de raizes da unidade desempenha nesse contexto
um papel bastante importante, por isso vamos decidir para dois casos par-
ticulares se estas rafzes sao ou nao construiveis.

Definicao 5.2.4 Um nimero complexo w diz-se uma raiz n-ésima da uni-
dade se w" = 1. Além disso, se w' # 1 para todo t = 1,2,...,n — 1 diz-se
que w é uma raiz primitiva n-ésima da unidade.
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Proposigao 5.2.5 Seja p um nimero primo e w uma raiz primitiva p-ésima
da unidade. Entao o grau do polinémio minimal de w sobre Q ép — 1.

Prova. Seja p um nidmero primo e w uma raiz primitiva p-ésima da
unidade, entao w é raiz do polinémio

P —1

rx—1

=P P2y 4?4+ 1.

Temos agora que provar que este polinémio é irredutivel. Com a mudanca
de varidvel x = u + 1, este quociente reescreve-se

w1 (u+1)" —1
r—1 U

— p1 Py p-2 P\ 3 . p p
U +(1)u +(2)u + +<p—2)u+<p—1)'

Pelo critério de irredutibilidade de Eisenstein, é suficiente provar que o primo
p divide (’Z) para todo i = 1,2,...,p — 1 pois p nao divide 1 e p? nao divide

(pfl) = p. Ora, para qualquer 1 <i<p—1, (f) € N pelo que p](f)

Em virtude do automorfismo

o: Cl — Cl
f@) — fla—-1)

enviar polinémios irredutiveis em polinémios irredutiveis, segue que

e N e T R |
¢ um polinémio irredutivel. m

Decorre da proposigao (5.2.3) que as raizes primitivas p-ésimas da unidade
com p primo sdo construiveis sé se p = 2F + 1 para algum k € N. Estudemos
agoras as rafzes primitivas p?-ésimas da unidade, cuja relevincia se manifes-
tard no préximo capitulo.

Proposicao 5.2.6 Seja p um nimero primo e w uma raiz primitiva p?-ésima
da unidade. Entao o grau do polindmio minimal de w sobre Q é p(p —1).

Prova. Seja p um nimero primo e w uma raiz primitiva p?-ésima da
unidade. Entao w' (¢t € N) é uma raiz primitiva p®>-ésima da unidade se e
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sé se p? e t sdo primos entre si. Vejamos porqué. Se p? e t tém factores em
comum entao w’ é uma raiz p-ésima da unidade

(wt)p = <wp2>p =1

pois t ¢ muiltiplo inteiro de p. Reciprocamente, se p? e t sdo primos entre
si e w! nao ¢ uma raiz primitiva p?-ésima da unidade, entdo existe algum
1 < k < p?—1 tal que kt é multiplo inteiro de p?; caso contrario, pelo
algoritmo da divisdo de Euclides, existiriam inteiros g e r com 1 <r < p? —1
tais que kt = gp® + r e portanto

(wt)k = (wpz)quﬂ" =w =1

contrariando o facto de w ser uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Logo
= 0 e p? divide kt; mas como (p?,t) = 1, p* divide k o que nao pode
acontecer uma vez que k < p?.
Logo w?, w?, ..., wP?=1 wP* 3o rafzes nao primitivas p*-ésimas da unidade.
Mas qualquer um destes p nimeros é raiz do polinémio x” — 1. Logo w é raiz
do polinémio

P —1 1
-1 (27"

p

— Z (zP)P~

=1

F (@) (@) P 1

Para provar que este polinémio é irredutivel, recorreremos & mudanga de
varidvel x = u + 1. Assim

= Y (e

P —1
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onde h; (u) € um polinémio de grau p (p — i) —1. Precisamos agora de mostrar
que o polinémio h; (u) é multiplo de p, isto é, que existe um polinémio de
coeficientes inteiros g; (u) tal que h; (u) = pg; (u).

O facto de p ser um nimero primo garante, tal como vimos na demons-
tragdo da proposi¢ao (5.2.5), que p divide ( ) para todo 1 < k < p — 1.

p
Como, (%) é um inteiro, h; (u) = pg; (u) para algum polinémio g; (u) com
coeficientes inteiros. Assim, podemos reescrever

' —1 P pl

T = Z(u”+1 +pgz()>
=1
p

= D (W + 1)+ pG (u)
i=1

para algum polinémio G (u) de grau p?> — p — 1. Como

i(u“rl)pi _wrlr-d 3

ub
i=1
entao
a” —1 (u? + 1) — 1
prai —p + pG (u)
u” + Z u’”
= G
U}, +pG (u)

= w*®"V 4 pR (u)

onde R (u) é um polinémio de grau p (p — 1) — 1 com coeficientes inteiros.
Para podermos aplicar o critério de irredutibilidade de Eisenstein precisamos
de garantir que p? ndo divide o termo independente de u?®~Y) + pR (u).

Substituindo u por 0 na soma Z ((u+ 1)")’™", determinamos o valor do
i=1
termo independente que é p, que nao ¢ divisivel por p?. Como as mudancas
de varidvel lineares nao alteram a irredutibilidade de um polinémio, segue
que
()P (@) (aP) P+ a1
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¢ irredutivel. Além disso, como admite w como raiz, este & também o
polinémio minimal de w e tem grau p(p — 1). =

Para qualquer primo p > 2, p (p — 1) tem um factor impar, logo nao é uma
poténcia de 2 e portanto a proposigao (5.2.3) afirma que as raizes primitivas
p*-ésimas da unidade nao sao construfveis.
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Capitulo 6

Divisao da circunferéncia em
partes iguais

Neste capitulo recordaremos, segundo o texto [Hadlock], que poligonos
regulares podem ser inscritos numa circunferéncia usando apenas
régua nao graduada e compasso. A construcao de um poligono regular
de n lados é equivalente a construcao das raizes n-ésimas da unidade, ou seja,
a construcao dos nimeros complexos e2*™/" onde k =0,1,...,n — 1.

6.1 O contributo de Gauss

Gauss determinou uma condi¢ao necessdria para que um poligono regu-
lar possa ser construido com régua nao graduada e compasso. Vejamos em
detalhe este argumento.

Lema 6.1.1 Se o poligono regular de n lados for construivel, entao também
é construivel o poligono reqular de m lados, onde m > 3 é um divisor de n.

Prova. Sejam P, P, ..., P, os vértices do poligono regular de n lados
enumerados sequencialmente, por exemplo em sentido horédrio. Se m > 3 for
um divisor de n, entao existe £ € N tal que n = mk. O poligono regular
de m lados obtém-se a partir do anterior unindo sucessivamente os vértices
-Plk+1 aP(lH)kH,ondeOSlgm—l erk-H :Pn—H =PFP. n

A proposicao que se segue, caracteriza os divisores primos de um tal n.

67
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Proposicao 6.1.2 Se o poligono reqular de n lados for construivel e p for
um divisor primo tmpar de n, entao existe k € Ny tal que p = 22" 1.

Prova. Sendo p um divisor primo fmpar de n, p > 3 e pelo lema (6.1.1)
é construivel o poligono regular de p lados. Isto é equivalente a afirmar que
sao construfveis as raizes primitivas p-ésimas da unidade. Estas raizes sao,
como vimos na proposigao (5.2.5), raizes de um polinémio com coeficientes
racionais de grau p — 1. Pela proposi¢ao (5.2.3), p = 2! + 1 para algum ¢
natural. Resta-nos mostrar que ¢t é uma poténcia de 2. No casoem quet =1,
k = 0. Suponhamos que t > 1. Se t nao é uma poténcia de 2, entao ¢t tem
pelo menos um factor primo impar ¢ > 3. Seja r natural tal que t = gr.
Assim,

p = 2841
= (2)7+1
= 2+ =) (2 -2+ 1]
Esta factorizagao contradiz a primalidade de p pois
2"+1>3
e o outro factor, que possui ¢ parcelas e pode-se escrever da seguinte forma

(@) = (@) + .+ (27— 27) + 1
N———’

.

-~

>0 >0

¢ também maior que um. Logo ¢ é uma poténcia de 2 e os divisores primos
de n sdo da forma 22" + 1, para algum k£ € Ny. m

-, k
Como 7 nao é da forma 22" + 1 para nenhum k € Ny, decorre que o
heptdgono regular nao é construivel com régua nao graduada e compasso. Os
nimeros primos da forma 22" + 1, com n € Ny, dizem-se niimeros primos
de Fermat.
Gauss provou que os poligonos regulares construiveis tém necessariamente
que satisfazer a seguinte condicao:

Teorema 6.1.3 Se um poligono regular de n lados é construivel, entao

n =2 pipy...ps

onde k € Ny e p1,pa,...,p: sao primos de Fermat distintos.
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Prova. Suponhamos que é construivel o poligono regular de n lados. Pela
Teorema Fundamental da Aritmética, existem ¢, ¢s,...q primos distintos
fmpares e € No, o, g, ... a; € N tais que n = 27¢{"¢5* ... ¢;". O esquema
que se segue descreve os passos essenciais da demonstracao deste teorema:

Pode construir-se o poligono regular de n lados

n=2"q""q3*. .. q"
proposicao 6.1.4

ai=1 Vie{l,...l}

proposicao 6.1.2

¢; ¢ um primo de Fermat

Proposicao 6.1.4 Se for construivel um poligono regular de n lados e se
q > 2 for um factor primo de n, entdo ¢* nao divide n.

Prova. Seja ¢ > 2 um factor primo de n. Se ¢? dividisse n entdo pelo
lema (6.1.1) seria possivel construir um poligono regular de ¢* lados, isto é,
seria possivel construir as rafzes primitivas ¢*>-ésimas da unidade. Mas vimos,
na proposicio (5.2.6), que estas raizes nao sao construiveis. Logo ¢® nao é
divisorden. m =

6.2 O contributo de Wantzel

Wantzel provou que a condi¢ao necessdria estabelecida por Gauss é tam-
bém suficiente.

Teorema 6.2.1 E possivel construir um poligono reqular de n > 3 lados se
n for da forma

n=2pips... pm
onde k € Ny e p1,pa,...,p: sGo primos de Fermat distintos.

O argumento para n primo de Fermat é essencialmente aritmético, em 7Z,,.
Aplicando inducdo a uma pirAmide de somas de raizes primitivas
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n-ésimas da unidade cujo topo é composto por uma dessas raizes primiti-
vas concluimos que este é construivel, o que garante que o poligono regular
de n lados ¢ construivel. No entanto, o argumento nao é construtivo, nao
indica como construir o poligono regular de n lados, apenas prova que a
construgao é possivel.

Prova. Se for conhecida a construgao de um poligono regular de [ lados
entdo também se conhece a construgao para o poligono regular de 2*1 (k € N)
lados, pois este obtém-se do anterior por sucessivas bisseccoes dos seus lados.
Assim, ficamos reduzidos a construir um poligono regular de p1ps . . . p,, lados,
onde os p;’s sao primos de Fermat distintos.

Comecemos por mostrar que é possivel construir um poligono regular de
p lados, onde p = 2% + 1, com r € Ny, ¢ um niimero primo de Fermat.
Seja w uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Queremos provar que w é
construivel.

Seja g uma raiz primitiva médulo p, isto é, um nidmero inteiro g > 2 tal
que ¢! = 1modp mas g™ # 1modp para todo m = 1,2,...,p — 2, (vide
[Hadlock], pagina 102). Assim os p — 1 niimeros g, g2, ¢°, ..., ¢g*~! sdo todos
incongruentes médulo p e nenhum é congruente com zero (se g° = Omod p
para algum i, entao ¢g?~! = Omodp — igualdade incompativel com o facto
de ¢ ser uma raiz primitiva da unidade). Deste modo, as raizes primitivas
p-ésimas da unidade, que sao os elementos do conjunto {w,w?, ..., WP},
podem ser representadas por

2 p—1
widwd o wd .

Doravante, denotaremos w”* por [k]. Assim, o conjunto das raizes primi-
tivas p-ésimas da unidade é composto pelos elementos

S=A{lgl [ [}

Note-se que cada elemento do conjunto S é a g-ésima poténcia do seu ante-
Cessor.
Defina-se

Sy={lgl. [¢°] . [¢°] .- [¢"%]}

Sz ={ls’]. [g'] . [¢"] - [9" ']}

Cada um destes conjuntos é gerado por g?-ésimas poténcias de qualquer um
dos seus elementos. Podemos também observar que as sucessivas g2-ésimas
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poténcias do primeiro elemento de S geram o conjunto S; enquanto que as
do segundo elemento de S geram S;. Cada conjunto S; (i = 1,2) pode, de
forma andloga, ser subdividido em dois conjuntos S;; e Sj2: 0s elementos de
S;1 sao gerados pelas sucessivas g*-ésimas poténcias do primeiro elemento de
S; e os elementos de S;, sdo gerados pelas sucessivas g*-ésimas poténcias do
segundo elemento de 5;. Este processo pode ser iterado tantas vezes quantas
as necessdrias até obteremos conjuntos singulares. Vamos introduzir alguns
conceitos para formalizar este processo iterativo.

Designaremos por m-conjunto cada um dos conjuntos resultantes apos
m iteragoes. De acordo com esta terminologia,

S é um 0-conjunto;
S1 e S5 sao 1-conjuntos;

S11, 512, 521 € Sa 820 2-conjuntos

. . mo o, . ~
Cada um dos m-conjuntos pode ser gerado por sucessivas g% -ésimas potén-

. ) -1
cias de qualquer um dos seus elementos e contém exactamente £ elementos.
Cada m-conjunto, S;,. 4, (i; =1 oui; = 2 para qualquer j = 1,2,...,m),

d4 origem a dois (m + 1)-conjuntos, a saber S; i, i1 € Sijiy..i,2. Os conjun-
tos resultantes da divisao de cada m-conjunto dizem-se conjuntos comple-
mentares. Como p—1 = 22" para algum r € N, a iteracao de ordem m = 2"
isola cada uma das raizes primitivas p-ésima da unidade.

A soma dos elementos de um conjunto serd designada por periodo. O
perfodo de um m-conjunto diz-se um m-periodo. Dois m-periodos dizem-
-se complementares se forem m-perfodos de conjuntos complementares.

Proposigao 6.2.2 Cada m-periodo (m = 0,1,...,2") é um nimero cons-
truivel.

Prova. Esta prova serd feita usando indugao sobre o valor de m.
Para m = 0, w é uma raiz do polinémio z? — 1, logo a soma de todas as
raizes primitivas p-ésimas da unidade vale —1, isto é,

PP 24 WPt =—1.

Logo o tnico 0-perfodo é um niimero construivel.

Fixemos m € {1,2,...,2"} e suponhamos que todos os periodos de ordem
inferior a m sao construfveis. Seja 7; um m-periodo e 1, o m-periodo com-
plementar. Provemos que 7, + 1, € 1,7, sao nimeros construfveis. De facto,
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se tal acontecer, como estes niimeros sao as raizes da equagao quadratica de
coeficientes construiveis

x2—(771—|—172)x+n117220

segue que o m-periodo 7, (e 1y) é construivel, o que termina o argumento de
inducao.

Por hipétese de inducao, estd garantida a construtibilidade de 7, + n,
pois este é precisamente um (m — 1)-periodo. Vejamos agora o que acontece
com 7);7,. Ora, 1, e 1, representam a soma dos elementos de m-conjuntos S
e S complementares. O conjunto S U S ¢ um (m — 1)-conjunto gerado pelas

sucessivas ¢%" ' -ésimas poténcias de algum w*. Consideremos h = g2
Entao ~

SUS = {[k] ,[kh], [khﬂ e [kht’l}}
onde t = 2’7’;11 pois a poténcia seguinte ja repete elementos de S U S

p—1
ht _ (ngfl) om—1 _ gpfl — 1modp

No caso particular em que m = 2", o conjunto S U S = {[k],[kh]} e
portanto, 1,7, = 1 que é um nimero construivel, pois como g é uma raiz
primitiva médulo p e p = 22" 4 1, temos

h* = 1mod p e h = —1mod p.

Falta analisar o caso em que m < 2". Ora, por construgao de S e S,

{ m = [k +[khY + ... + [kht?]
ny = [kh] +[kh*] + ...+ [kh'7Y]
O produto 1,71, pode por isso ser escrito convenientemente da seguinte forma
mip = [k+kh] KRR+ KR+ kR
+ [k+kR} + [kR2+ERP] + ... + [kh'T?+ kD)
S B e e B e R
+ [k + kht (kh2+kh] + ... + [kh'™2+ kR3],

Observemos agora que:
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1)

2)

Cada linha da soma de 7,7, é gerada pelas sucessivas h?-ésimas potén-
cias de qualquer um dos seus elementos;

Nenhum dos expoentes é congruente com 0 médulo p.
Basta ver o que acontece com o0s expoentes da primeira coluna, as
restantes colunas tem uma andlise idéntica Se
k + kh¥ " = 0mod p
para algum 0 < 5 < %, entao, como p e k sao primos entre si, ter-se-ia

R¥H = —1modp

e portanto
hY*? = 1modp

271442 = Imodyp

g
ou seja, 2™ ! (45 + 2) seria muiltiplo de p — 1 porque g é uma raiz
primitiva médulo p. Por outro lado,

p—1

2m72 —2

2<4j+2<2t-2=

o que implica que
2" (45 +2)<2(p—1)—-2"<2(p—1)

e portanto
2" (45 4+2)=p—1

ou seja,
p—1=2"(2j+1).

Uma vez que p — 1 nao tem factores fmpares, o tinico valor possivel
para j é o zero, o que conduz a uma contradigao:

p—1=2"<2¥ =p—1.

Logo nenhum dos expoentes é congruente com zero médulo p.
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3) O produto 7,71, é composto pela soma de 2=1 Jinhas, onde cada uma

representa um m-periodo. Além disso, o m-periodo da i-ésima linha
, 1 AN . , .

¢é complementar do da (Z’Z—m — z) -ésima linha. E é sempre possivel em-
parelhar duas linhas pois estas sao em nimero par.

Decorre das observacoes anteriores que o produto 7,7, é soma de 273,1%11
ndmeros construiveis por serem (m — 1)-periodos. Logo 7,7, é construivel. m

Como todos os m-periodos sao construiveis, em particular também o sao
os 2"-perfodos. Como ja haviamos observado, cada 2"-periodo representa
uma raiz primitiva p-ésima da unidade. Logo quando p é um nimero primo
de Fermat, é construivel o poligono regular de p lados.

Para concluir a prova deste teorema falta mostrar apenas que se p e ¢ sao
primos entre si e sao construiveis os poligonos regulares de p e ¢ lados entao
é construivel o poligono regular de pg lados. Por hipétese sao construiveis os
angulos 27” e 27”. Como p e ¢ sao primos entre si, existem pelo Algoritmo de
Euclides, s,t € Z tais que

1=sp+tq

ou seja,

pq q p
21

isto é, o angulo o é soma de multiplos de &ngulos construiveis e por isso é
ele préprio um angulo construivel. m

27 2rs 27t
R _|_ -



Capitulo 7

Divisao da lemniscata em
partes iguais

Construir, com régua nao graduada e compasso, um poligono regular
de n lados é equivalente a dividir, com estes instrumentos, uma circunfe-
réncia em 7 partes iguais. O que significa construir as raizes n-ésimas da
unidade, e“ onde k = 0,1,...,n — 1, ou equivalentemente, construir os
nuimeros reais sen (%TW) comk =0,1,...,n—1, uma vez que 0 Seno e cosseno

trigonométricos se relacionam por uma igualdade quadratica.

Destes procedimentos, por falta de simetria, o que generalizaremos para a
lemniscata serd apenas o correspondente & tltima formulacao — substituindo-
-se 27, comprimento da circunferéncia unitdria, por 2w, comprimento da
lemniscata. Ou seja, analisaremos para que valores de n é possivel construir
os valores de senlem (2’“7“’), onde £k =0,1,...,n— 1. O titulo deste capitulo
é, portanto, sobretudo sugestivo; o contetido segue de perto o artigo [Rosen].

Comecemos por reformular o argumento da divisao da circunferéncia em
partes iguais para posteriormente o adaptar ao caso da lemniscata.
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7.1 Novo olhar sobre a divisao da circunfer-
éncia

A aplicacao definida por

& R — St

] — el

é uma bijeccao entre <2ﬂi = e a circunferéncia unitdria, S 1. Como (<2R+>, +)
¢ um grupo com a operacao de adigao usual podemos, por transporte de
estrutura, munir S* de uma estrutura de grupo. A operacao induzida em S?,
"x", coincide com a operacao produto, "-", dos niimeros complexos unitérios:
sejam z e w dois elementos de S*; por transporte de estrutura temos que

2 %W 25(571 (2) +&71 (w))

Como ¢ é uma bijeccao, existem ¢, s € R tais que z = £ (t) e w = £ (s). Assim

zew = (€[ +E(E(s])
& ([1] + [s])

ET(OREE)

Gl il
= &([t]) - &([s)
= z-w.
Deste modo ¢ é um homomorfismo de grupos, sendo & ([0]) = 1¢ o elemento

neutro de (S*,-).

Para cada n natural, consideremos o conjunto
Cn:{ZGSlzzdzlgedln}.

Este conjunto representa as raizes n-ésimas da unidade (primitivas ou nao).
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Como ¢ é um homomorfismo bijectivo,

Go = D {E): €)' = 1c

= U{i([]) ¢ ([dt]) = € ([0])}
= dtlJn{f(H) [di] = [0]}
= U {&([t]) : dt = 2kn para algum k € Z}
2km
= d%{f([t]):t:70ndek:—0,1,...,d—1}

= {f([t]):t:%iondek—o,l,...,n—l}

= { %ondek—o,l,...,n—l}

- {COS(%—W)—Fisin(%—ﬂ) :kzO,l,...,n—l}.
n n

A descrigao dos elementos de C),, mostra-nos que este conjunto ¢ finito e
possui n elementos.

Proposigao 7.1.1 C,, é invariante por automorfismos de C\ {0}, para qual-
quer n natural.

Prova. Sejam n natural e a um automorfismo de (C\ {0} ,-). Queremos
mostrar que « (C,) = C, para qualquer n € N. Seja z € C,,. Entao z? = 1¢
para algum divisor d de n. Como « é um automorfismo, « (zd) = a(1¢), ou
seja, (o (2))" = 1¢ o que mostra que o (C,) C C,. Para provar a inclusao
contriria basta observar que a~! é também um automorfismo e portanto a
inclusao ot (C,,) C C, ¢é vélida pelo argumento anterior. O automorfismo «
aplicado a esta inclusao permite concluir que C;,, C o (C,,). =

Em particular, para qualquer £ € N, o conjunto C,, C S! é invariante
pelo morfismo
ap: C\{0} — C\{0}

z = Zk

Além disso, av, (C),) = 1¢ pois todos os elementos de C,, satisfazem a equagao
2™ =1 o que prova o seguinte resultado:
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Corolario 7.1.2 C,, é um conjunto algébrico, para qualquer n natural.

Por conseguinte, os elementos do conjunto

A:{sen(%—ﬂ) :k:O,l,...,n—l}
n

sao algébricos pois sdo a parte imagindria de complexos algébricos (vide
[Niven|, pagina 85). Convém recordar que a divisdo da circunferéncia em
n partes iguais, com régua nao graduada e compasso, corresponde a exi-
gir a algebricidade do conjunto A, e que cada um dos seus elementos seja
construfvel. Vamos ver de que modo a Teoria de Galois pode auxiliar na
resolucao deste problema.

Como vimos no capitulo 5, um nimero « é construivel, com régua nao
graduada e compasso, se e 86 se Q (a) estd contido nalgum corpo K C C
obtido a partir de um nimero finito de extensoes quadraticas do corpo dos
nimeros racionais. Isto é equivalente a exigir que a esteja num corpo K que
seja Galois sobre Q e tal que a ordem do grupo de Galois de K sobre Q seja
uma poténcia de dois (vide [Brison]).

Defina-se K,, = Q(C,). A extensao % ¢ Galois. Seja G,, o grupo de
Kp
0

Galois da extensao isto é,
G, = {a: « ¢ automorfismo de K, e g = Idg} .
A aplicagao definida por
H: G, — Aut (C)
o - H(): G — G,

cn — alcy)

¢ um monomorfismo entre GG,, e os automorfismos de C,,. De facto, se o e &
sao automorfismos de G, e ¢, € C,, entao temos

H ((aa) (cn))

I
2
Sy
o
N
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além disso, se a # @, entdo existe algum ¢,, € C, tal que a (¢,) # @ (c,), logo
H (a) # H (&) o que prova que H é um homomorfismo injectivo e portanto
G, € isomorfo a um subgrupo de Aut (C,,).

Proposigao 7.1.3 A ordem do grupo Aut (C,,) é uma poténcia de dois se e
somente se n = 2Fp,...p, onde k € Ny e py,...,p; sdo primos de Fermat
distintos.

Prova. Seja o um automorfismo de C,. Atendendo a que os automorfis-
mos enviam geradores em geradores, para caracterizar um automorfismo de
(', € suficiente definir a imagem do elemento e porque os geradores de C,
s30 os elementos da forma e*“n onde 1 <a<n-—1leafracgao ¢ & irredutivel.

Temos entdo que « (I1¢) = 1¢ e a (eiQ?W) — ¢ ondel <a<n-1lea

fraccao ¢ ¢é irredutivel. Logo
n

#{Aut (Cn)} = ¢ (n)

onde ¢ é a funcao de Euler.

Para cada natural n, seja 2%°¢{"¢5*...q¢%* a sua decomposicao em fac-
tores primos, onde ¢, qs,...qs sao primos fmpares distintos, ag € Ny e
Qaq, o, . ..o € N entao

¢ @ - D (e 1) (e — 1) s¢ ao=0

2071 g g @ = D (2= 1) (g —1) se ap €N
(vide [Hardy]).

Suponhamos que ¢ (n) = 2! para algum [ € N. Se n ndo é uma poténcia

de dois, entao a; = 1 para todo ¢ = 1,...,s, caso contrdrio apareceriam
factores distintos de dois na decomposicao de ¢ (n). Logo, se ap=0 temos

(1 =D (e=1)...(¢s = 1) =2

¢ (n) =

senao temos
207 (g = 1) (e —1) ... (g — 1) =2
o que implica que, paratodoi=1,...,s,

g=2"+1

para algum #; € N. Uma vez que ¢; é primo vimos na demonstracao da
proposicao (6.1.2) que t; é uma poténcia de 2. E portanto os ¢.s sd@o primos
de Fermat distintos.

A implicacao contréaria é imediata. m
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Decorre desta prova que Aut (C),) é isomorfo a Z; — subgrupo dos ele-
mentos invertiveis de Z,. Por outro lado, G,, também é isomorfo Z* (vide
[Brison], pagina 145), e portanto G,, é isomorfo a Aut (C,,). Assim, a or-
dem de G,, é uma poténcia de dois se e s6 se n = 2¥p;...p, onde k € Ny e
D1, - .-, pr 820 primos distintos de Fermat. Deste modo concluimos para que
valores de n sao construiveis os elementos de C,,.

O argumento para a lemniscata serd uma reproducao fiel deste adaptado

ao conjunto
2
Ap = {Senlem<ﬂ> :k::(),l,...,n—l}.
n

Abel mostrou que a funcao seno da lemniscata pode ser estendida a uma
funcao meromorfa de C, ¢, eliptica relativamente a rede L =< 2w, 2wi >,
cujos zeros sao pontos da rede < w,wt > e cujos polos se obtém a partir dos
zeros somando a cada um “t%¢. Além disso deu uma férmula para o calculo

2
de ¢:

¢(z)=z1;[(1—2—i)ﬂ(1—;—i)_l (7.1)

B

onde o € {zeros de ¢}, B € {pdlos de ¢} e 0 < argz < 7. Provou ainda a
férmula de adigao de ¢

¢ (s)/1= 0" (t) + o (t)\/1—¢"(5)

Plati)= 1770

que se assemelha & férmula de adicao do seno trigonométrico.

De seguida, mostraremos que do ponto de vista da construtibilidade de
10) (2’“—“’), a funcao ¢ pode ser substituida pela funcao P de Weierstrass asso-

n

ciada a rede < 2w, 2wi >.
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7.2 Relagao entre as funcoes ¢ e P

Seja P a funcao de Weierstrass associada a rede L =< 2w, 2wi >.

Proposigao 7.2.1 A curva eliptica associada & rede L (veja-se a proposi¢ao
4.2.9) é neste caso, descrita pela equagdo

2 3 T
= 4% — =

Prova. Temos que mostrar que

1
92 =92 (L) =605, =60 » 1—4:1
0#leL

g3 = g3 (L) = 140s¢ = 140 Z 176 = 0.
0#leL

A ltima igualdade é imediata pois a rede L é invariante pela multiplicagao
do escalar 1, isto é, iL = L:

Mt => @ t==> 1"

0#lel 0#lel 0#£lel
ou seja
g
0#leL
e portanto g3 (L) = 0. Para provar a primeira igualdade precisamos de
estimar Z [7%. Ora, em geral,
0#leL

Lema 7.2.2 Seja G = {a+bi: (a,b) € Z*\ {(0,0)}} o conjunto dos inteiros
gaussianos nao nulos. Entdo
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Prova. Para qualquer rede R, Z v~* denotar-se-4 por |R|. Conside-
0#v€ER

remos as redes R, Ry e R3 definidas do seguinte modo:
R = <w,wi>
{ m + ni

Ry = 5

w:m,n € Z sao impares}

m —+ ni
Ry = { —; w:m,n € Z tém paridade distinta}

Note-se que
|Ry| =w™ Z (a+ bi)74
(a,)€Z2\{(0,0)}
pelo que o nosso objectivo nesta prova passa por recorrer as redes Ry e
R3 de modo a encontrar uma forma alternativa de calcular o valor de |R;]|.
Comecemos por verificar que

1
"Ry = RiURyURs. (7.2)

2
Sejam 1, s € Z tais que (r + si)w € R;. Entao %‘Siw ¢ um elemento de R; se

r e s sao ambos pares; ¢ um elemento de Ry se r e s sao ambos impares e é um
elemento de R3 se r e s tém paridades distintas. Logo %Rl C RiURUR3. A
outra inclusao decorre do facto dos conjuntos R;, Ry e R3 estarem contidos
cm %Rl

As redes Ry, Ry e R3 representam conjuntos mutuamente disjuntos. De
facto, se R1 N Ry # @, entao existem m,n,r,s € Z com m e n impares tais
que

m+ ni
w
2
o que implica que m = 2r e n = 2s, o que € impossivel sendo m e n fmpares.
De forma inteiramente andloga se prova que 1 N1 R3 = 3 e Ry N Ry = .
Da igualdade (7.2) e do facto dos conjuntos R;, Ry e R3 serem mutua-
mente disjuntos temos que

(r+si)w =

1
R
5 i1

e ’R1| -+ ’RQ‘ -+ |R3’;

além disso,

- Y (3) - X -

0AveERy 0#vER:
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logo
15 || = |Ra| + |Rs]. (7.3)

+ni

Por outro lado, se m,n € Z e m e n sao fmpares tais que "5 w € Ry, entao

L+im+ni TSR IR
- R
2 2 g WEs

pois a paridade de 5% e mtn (: e+ n) é distinta. Assim, fica provado

que %Rg C Rs. Para provar a inclusao contréria, consideremos m,n € Z
com paridades distintas, entao

m + ni 1+i(m+n)+(n—m)i 1+

- R
2 YT T 2 we—m
pois m + n e m — n representam ambos nimeros fmpares. Logo
1
“RQ Rs. (7.4)
Mas
1+ 1+i \ ! »
= 2 () = X e

0#vyER2 0#vER2

e portanto da igualdade (7.4) resulta que

—4|Ro| = |Rs|. (7.5)
Reunindo a informacao das igualdades (7.3) e (7.5), segue que
|Ra| = —5|R|. (7.6)

Da derivagao logaritmica de

(-5

acER,

(isto &, da derivagao da fungao In ¢) obtemos

@' (2) 424 424
5 ”Z‘m‘z‘m

a€ER; BER>
= +Z -y =
6R2 aERy

_ 1+4Z4<261 z};i_)

BER2
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Os quocientes do segundo membro podem ser reescritos formalmente como
séries de poténcias em zero:

1 2\* 2\° 2\ P2
. ”(5) *(5) +<B> T

1_1;_1 -1+ (3 ) D)+
e portanto
ziéﬁ = 1+¢u4gg%éz<1+(%)4+<§)§+(§y2+.”)
XA @@ @)
= 1+4z2* (Z %— Z %) +7(z),
BER2 a€Ry
ou seja, /
if; — 14 (Re| — [Ri) 2 (2) &

onde r(z) é uma expressdao que envolve apenas termos com poténcias de
ordem superior a quatro.

Relembremos agora que a fungao ¢ restrita ao intervalo [0, 1] é a fungao
senlem estudada no capitulo 3, e que esta nasceu como a inversa da funcao
comprimento de arco da lemniscata, pelo que, para todo z € [0, 1],

o) gt
z= .
=
Derivando ambos os membros desta igualdade, obtemos
¢ (2)
1-¢"(2)

1=

o que implica que

¢%(2) =1-6"(2), (7.8)
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igualdades que permanecem vélidas para toda a extensao ¢.

Calculando as sucessivas derivadas de ¢ em z = 0, obtemos ¢ (0) = 0;
¢ (0) = 1; ¢"(0) = 0; ¢"(0) = 0 e ¢ (0) = 0; e portanto os desen-
volvimentos em série de poténcias de ¢ e ¢ em torno do ponto z = 0 sdo,
respectivamente,

p(2) = z+c2°+...
¢ (2) = 1+5cz*+...

para algum ¢ € R. Substituindo estes desenvolvimentos na igualdade (7.8) e

comparando os coeficientes de z*, concluimos que ¢ = —%. Por outro lado,
comparando os coeficientes de 2° na igualdade (7.7), concluimos que
2
|Ra| — |Ra| = 5 (7.9)
pois

2¢ (2) = ¢ (2) (14 (|Ro| — |Ra]) 2* +..)

ou seja

N - £ [ S [ LY EE
io g =t o N2t ).

Finalmente, reunindo a informacao das igualdades (7.6) e (7.9), deduzimos
que

1
Ry =—
1] =

> (a+bi)y = R

a,beZ\ {0}

e portanto

Retomemos a prova da proposigao (7.2.1). Pelo lema anterior temos que

g2=60> I = 60 Y (20w +2bwi)”"

0£IEL a,beZ\ {0}

w? Z (a+bi)_4

a,beZ\{0}

Ul
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A proposigao (7.2.1) informa que, a relacdo entre as fungoes P e P’ de
Weierstrass associadas a rede L =< 2w, 2wi > é dado por
P
P = 4P3 — T (7.10)
Desta igualdade resulta que para qualquer o € C\L é construivel P’ («) se
P («) o for. O reciproco da afirmagao anterior nao é vélido, no entanto, é
possivel afirmar que

Corolario 7.2.3 Para qualquer o € C\L, P (a) € construivel se P' (o) for
nulo.

Prova. Pela igualdade (7.10), dado @ € C\ L sabemos que P’ () = 0 se

e somente se 1
P(a)=0 ou 4732(04)—:1 = 0.

Em qualquer dos casos P («) é construivel, no primeiro caso porque é um
mimero racional e no segundo porque é raiz de um polinémio quadrético de
coeficientes construiveis. m

O uso da fungao P de Weierstrass em substituicao da fungao ¢ ¢é legiti-
mado pelo préximo resultado.

Proposicao 7.2.4 Seja v € C\L. Entao ¢ (o) é construivel se e s6 se P («)
é construivel.

Prova. (se) Suponhamos que P («) é construivel. Em D (L), os zeros e
polos de ¢ sao
{0, w, iw, (1 +i) w}

2 T2 YT U
respectivamente. Consideremos a fungao definida por
P'(2)
g\z) =
D PE P PE P

{1+i 3447 143 3+3z’w}

2

__ 341

onde zy = = *Fw. Os zeros de g em D (L), sdo:

we z

e zeros de P’ (z), isto é, elementos de {w,iw, (1 +i)w} e
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e polos do denominador de g que nao sejam compensados pelos pélos
de P’ (z). Mas em D (L), P(z) e P'(z) tém um tinico pélo, a saber
z = 0. Como vimos em (4.7) e (4.8), o quociente g (z) pode ser escrito
da seguinte forma

b <—2 + ni anz%) 2 |
(1 + 3 b — P () 22) (1 3 byt — P (z) 22)

n=2 n=2

E portanto z = 0 é também um zero de g.
Os pélos de g, em D (L), sao:

e zeros de P (z) — P (2), isto é, elementos de {1 w, 23w}

e zeros de P (z) — P (21), isto é, elementos de {#Hw, L3y} e

e pélos de P’ que nao sejam compensados pelos pélos do denominador
de g. O tnico candidato é z = 0, mas este, como vimos, é um zero de

qg.
Logo, pela proposigao (4.1.1),
¢ () = Ag (2)

para alguma constante A, porque as fungoes elipticas ¢ e g tém os mesmos
zeros e polos. Como ¢ (%) =1,seg ( ) for construivel, entao A é construivel.
Daqui resultard que, para Cada aeC\L,

¢ () é construivel < g (a) é construivel.

Ora, se P (2), P (z1) e P (
construivel pelo corolarlo 7.
é construivel.

%) sao construiveis (o que implica que P’ (§2 é
2.3

)), entdo, da defini¢ao de g, resulta que g (%)

Lema 7.2.5 Se o € C\L e P (a) é construvel entao P (%) é construivel.

Prova. Fixemos a € C\L. Da defini¢ado de P deduz-se que para todo
ozem C\L, P(iz) = —P () e, derivando, que P’ (iz) = iP’'(z). Usando a
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férmula de adi¢ao de P e a que relaciona P e P, isto ¢, a igualdade (7.10),
temos que

P((1+i)2) = —L16P(2) =

Te (7.11)

Pla-i)s) - o

Fazendo z = %= na igualdade (7.11), obtemos

(7.12)

i 16P (%) -1

1+

8 4P (1+z)

logo P (1%1) satifaz a equagao quadrética

o [ « iy o 1
P (15) 2P @P (15 + 35 =0

cujos coeficientes sao construiveis; e portanto P (1%1) é construivel. Fazendo
z = § na igualdade (7.12), obtemos

P0-05) =t

logo P (%) satisfaz a equacao quadratica de coeficientes construiveis

P (§)+2r (1-09)(5) -0

pois P (1 —4)%) =P (

1%1) E portanto P (%) é construivel. m

Corolario 7.2.6 ¢ (%) é construivel.

Prova. A proposicao (4 2.10) e o coroldrio (7.2.3) garantem que os
nimeros P (w), P (iw) = —P(w) e P((1+1i)w) sado construiveis. Con-
cluimos agora, pelo lema (7.2.5), que P (%) e P () = P (%) sao con-
strufveis. Além disso, P ((3 4 ¢)w) = P ((1 4+ i) w) e portanto, de novo pelo
lema (7.2.5), P(z1) =P <(3+21)w> ¢ construivel. m
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Conclusao: P () construivel = ¢ («) construivel

7

¢ (a) construivel.

(s6 se) O argumento para a implicagao reciproca é analogo ao anterior
depois de uma mudanca conveniente nos geradores da rede L. Suponhamos
agora que ¢ («) é construivel. Se a,b € Z entao

2aw +2bwi = (a+b)(1+i)w+(a—b)(1—d)w
= (I+9)bl+i)w+a(l—i)w]

logo L = (14+i)M onde M =< (1+i)w,(1 —i)w >. Seja P; a fungao de
Weierstrass associada a rede M. Entao

. , 21 , 1 1
2P +09 = g+ 2 ()

L+ 0£lEL
1 ( 1 1 )
= — 4+ — - —
2 Oqé;EM (z=m)”  m?
- 7)1 (Z) s
isto é,
Pi(2) =2iP((1+1)2)
e portanto

Pi(z)=2i(1+i)P ((1+1)2).

Pela igualdade (7.11), obtemos uma relagao as fungoes P e P;

_ 16P%(2) — 1

167 (2) (7.13)

7)1 (Z)

Os zeros e polos de ¢, em D (M), sdo {0,w} e %w, %w} respectivamente.

Estes sdo também os zeros e pélos, em D (M), da fungao

Pl (Z) — Pl (w)
Py (2)

h(z) =

uma vez que:
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e 0s zeros de h sdo:

— os zeros de Py (2) — Py (w), que em D (M) correspondem apenas
aw

— polos de Py, em D (M), que ndo sao compensados pelos pélos de
P (2) —P1 (w): tal como a aconteceu com a fung¢ao g, o inico pélo
de 73'1 nestas condigoes é zero que é zero de h;

2 ~ r . , . i
e os pélos de h sdo os zeros de Py, isto é, elementos de {Hw, Fw}.

Note-se que 0 é pélo P (z) —P; (w), em D (M), mas é zero de h e que
w & um zero de P; cuja ordem é inferior & ordem em P, (2) — P; (w) e
por isso transformou-se também em zero de h.

Logo, pela proposicao (4.1.1)

¢(Z> _ BPl (Z) — P (LU)

P (2)
para alguma constante B porque as funcgoes elipticas ¢ e h tém os mesmos
zeros e polos. Note-se que

P (w) = 2iP((1+i)w)
Pi(g) = 2P ((1+1)%)
PLE) = 2i(1+49)P ((1+4)2)

e que acabdmos de verificar que P ((1+i)w) e P ((1+14)%) — e portanto
P’ ((1 4+ 1) £) pelo coroldrio (7.2.3) — sdo construiveis. Logo, como ¢ (£) =1,
resulta que B é construivel.

141 1—1

Sejam uy = 3 w e u; = z-w. Como os zeros de Pj, em D (M), sao os

de P’ ((1+1) 2), isto é, ug, u; e w, da prova da proposigao (4.2.6) resulta que
PE(2) = C(Pi(2) = Pi (w0)) (P1 (2) = P (w)) (P (2) = P ()

uma vez que Pj? (z) ¢ uma fungao par. Além disso, fazendo o = 1+ 4, temos

Pr(2)
(P1(2) = P1(uo)) (P (2) = P1 (u1)) (P (2) — P1 (w))
_ 2 (az)
(P (az) — P (aug)) (P (az) — P (auy)) (P (az) — P (aw))
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fungao que vale 4 em z = 0. Logo C' = 4. E portanto

& (2) = B? (P (2) = P1 (w))°
4 (Pi(2) - 7’1 (u0)) (P (2) = P (u2)) (P1(2) = P1(w))
B Pr(z) =P (w)

4 (P1(2) = P (uo)) (Pr(2) = P1 (u1))

o que implica que, se ¢ () é construivel, entdo P; (o) também é uma vez
que:

e Ccomo ja vimos,

Pr(w) = 2P ((14+i)w)
Py (ug) = 2P (wi)

7)1 (”LL1> = 2P (u})
sao construifveis
o de
¢2 (a):B_Z Pl (a)_Pl (w)

4 (P1(a) = P1(uo)) (P1 (a) = P1(w1))
concluimos que P; (a) satisfaz a equacao quadratica de coeficientes
construiveis

XPi(a)+YPi(a)+Z=0
onde

X = 4¢*(a)
Y = —4¢%(a) (P (w) = Py (ug)) — B* .

Z = 46" () P1(uo) Pr (w1) + B*P1 (w)
A construtibilidade de P (a) deduz-se finalmente da igualdade (7.13). m

Esta proposicao permite-nos voltar ao estudo da funcao P de Weiers-
trass e investigar os valores de n para os quais os nimeros P (%T“’) com

k=0,1,...,n — 1, sao construfveis.
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7.3 A solugao para a lemniscata

Relembremos que para a rede L =< 2w, 2wi >, o conjunto F apresen-
tado na seccdo 4.3, representa os pontos de C? que estdao na curva eliptica
y? = 42° — 2 juntamente com o ponto infinito.

Proposicao 7.3.1 A aplicacao

' % — E
() (P(2),P'(z)) se z¢L
(00, 00) se z€L

é uma bijeccao.
Prova. Comecemos por mostrar que £ é uma aplicacao injectiva. Sejam

21,7 € C e suponhamos que & (z1) = £ (22). Se §(21) = §(22) = (00,00),
entao 21,2, € L e portanto (1) = (22). Caso contrario, temos

(P (21), P (1) = (P (22) , P’ (22))

isto é,
P(z1)=P(2) e P (xn)=P (2). (7.14)
Da primeira igualdade de (7.14) segue que

(21) = (22) ou (21) = (—22).

Se (z1) = (—22) entao, da segunda igualdade de (7.14) e do facto de P’ ser
uma funcdo impar, concluiriamos que 2z, era uma raiz de P’. Pela proposi¢ao
(4.2.10) ter-se-ia que

(22) = (w) ou (22)=(iw) ou (z2)=((1+i)w).

Mas entao (z2) = (—22) e portanto temos a igualdade (z1) = (22). Logo & é
uma aplicagao injectiva.

Vejamos agora que £ é uma aplicagao sobrejectiva. Para qualquer A € L,
£(N) = (00,00). Seja agora (z,y) € E\{(co,00)}. Queremos encontrar
z € C\L tal que

§(2) = (z,9)
Defina-se g (z) = P(z) — x. Em D (L), a funcdo P tem um tnico pélo, a
saber 0, cuja multiplicidade ¢ dois, logo pela proposigao (4.1.3), a fungao
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g tem exactamente dois zeros, em D (L), contados de acordo com as suas
multiplicidades, digamos z; ezy. Assim P (z7) = P (22) = x. Resta-nos
verificar se

,P, (Zl) =Y.
Por definigdo dos pontos de F, e pelo facto de x = P (2;), devemos ter
P
y* = 4P (1) — 5121) =P (=)

e portanto P’ (z1) = +y. Se P’ (z1) = y, entao

§(z1) = (P(21), P (21))
(z,y).

Se P'(z1) = —y, entdo P’ (—z) =
P & uma fungao par, P (—z;) =P

(21) = z, logo
{(—2) = (P(=2), P (-2))
= (z.y).
Logo & é sobrejectiva. m
Coroldrio 7.3.2 Se em % considerarmos a operac¢ao quociente da soma usual

em C e em E a operagao induzida por transporte de estrutura feita pela bi-
jeccao &, entao % e E sdo grupos isomorfos.

Prova. S6 falta mostrar que ¢ é um homomorfismo. Designemos por
"+" asomaem £ epor "H" asomaem E. Sejam (a,b) e (¢,d) € E. Como
& é sobrejectiva, existem ¢y, co € C tais que

(cr) =€ ((@D) e (e2) =€ ((c,d)).

Assim, por definicao de transporte,

(a7 b) H (C’ d) = 5(01) B¢ (02)
= () + (2))

E portanto, dados z; e 2z de C
E((21) +(22) = €7 (E(2) +E71 ()
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Note-se que a definicao de "H" corresponde a igualdade
(P (21+ 22) , P (21 + 22)) = (P (1), P’ (21)) B (P (22) , P’ (22))

para todo o z; e z2 de C\L e que (0) e co sdo respectivamente o elemento
neutro de % ede E.

Para cada n € N, consideremos o conjunto dos pontos de E cuja ordem
divide n, isto é,
E,={ecE:ke=00 e k|n}.
Estes conjuntos vao ter aqui o papel que os conjuntos C, desempenham
na divisao da circunferéncia em partes iguais. Como & é sobrejectiva, para
cada e € E, existe z € C tal que {(z) = e. Além disso, como ¢ é um
homomorfismo, temos que

E(kz) =k&(2) = ke =00=£(0).

Logo
B, = UHE():£(k2) =€(0)
= kLlj {£(2) : kz e L}
= k:L|J {€(2) : kz = 2aw + 2biw para alguns a,b € Z}
= k%{g(z):zzwonde()ga,b<k}

2 2ln
= {é(z):z:uondeoga,b<n}
n

_ {(77 <2aw1—b2bzw) P <2awj;2bzw)> 0<ab< n}

Daqui se deduz que F,, é um conjunto com um nimero finito de elementos.

Proposicao 7.3.3 Para cada n natural, os elementos de F, sao algébricos.

Prova. De acordo com a descricao do conjunto E, basta-nos verificar
que os elementos do conjunto

{73 (2aw+2bzw> 0 < a,b<n}
n
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sao algébricos porque, como jd foi observado na seccao anterior, P e P’
relacionam-se pela igualdade (7.10) e o conjunto dos nimeros algébricos é
um corpo. A férmula de adi¢ao para a fungao P de Weierstrass e o facto de
P (iw) = —P (w) faz com que s6 seja necessdrio mostrar a algebricidade dos

elementos do conjunto
k
{P(—w) :O§k<n}.
n

Pela proposicao (7.2.4), mostrar que cada elemento deste conjunto é algébrico
é equivalente a mostrar que os elementos do conjunto

SORE

sao algébricos. Usando a férmula de adigdo da funcao ¢ (semelhante a for-
mula de adigao do seno trigonométrico) e o facto desta se anular nos miiltiplos
inteiros de w (recordemos que a func¢do ¢ restrita ao conjunto dos nimeros
reais coincide com a func¢ao seno da lemniscata estudada no capitulo 3), é
possivel exibir um polinémio de coeficientes racionais que admite uma raiz
em ¢ (%w), procedimento em tudo andlogo ao que é usual para sen (%’T), que

permite concluir que os elementos de FE,, sao algébricos. m

Defina-se K,, = Q(FE,). A extenséo % ¢ Galois (vide [Brison]). Seja Gy,

o grupo de Galois da extensao %. A aplicagao definida por
H: G, — Aut (E,,)
@ + H(): E, — E,
en — ale,)
¢ um monomorfismo entre (G, e os automorfismos de F, e portanto G, é
isomorfo a um subgrupo de Aut (E,). A semelhanga do que foi feito para a
divisao da circunferéncia em partes iguais, deverfamos agora demonstrar que

a ordem do grupo dos automorfismo de FE,, é uma poténcia de dois de modo
a garantir a construtibilidade dos elementos de E,,. Porém

Aut (E,) = Aut (%) ~ Aut (Zy, ® Zn) = GLy (Zy,)

n
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sendo que a ordem deste ultimo grupo nunca é uma poténcia de dois. O
argumento utilizado na divisao da circunferéncia nao se adapta textualmente
ao caso da lemniscata. Observemos contudo que a rede L =< 2w, 2wi > tem
uma estrutura adicional. De facto

L = <2w,2wi >
= {2aw + 2biw : a,b € Z}
{(a+bti)2w:abeZ}
= Z(i) (2w)

possui uma estrutura de Z (i) médulo. Assim, % e por intermédio do isomor-
fismo ¢ da proposigao (7.3.1), E sao Z (i) médulos sendo a ac¢ao de i em F
dada por i (x,y) = (—z,iy) uma vez que, como vimos,

§(iz) = (P(iz),P'(iz))
= (=P (2),iP'(2))

para todo o z de C\ L. Retomemos entao o argumento anterior mas agora a
partir de K = Q (i) e da extensao K,, = K(£,) que é Galois sobre K.

Proposigao 7.3.4 Para cada n € N, o conjunto E, é invariante pelos au-
tomorfismos de K,,.

Prova. Sejam n natural e & um automorfismo de K,,. Comecemos por
provar a inclusdo « (E,) C E,. Seja e € E,. Por defini¢do de E,, ne = oo.
Como « é um automorfismo, na (e) = a (ne) = a(lc) = oo, 0 que mostra
que a(E,) C E,. Usando idéntica inclusao para a~!, obtemos a inclusio
complementar, o (E,) D E,,. =

Seja G,, o grupo de Galois da extensao %. Como G,, deixa invariante os
elementos de K, a ac¢do de G,, em E,, preserva a estrutura de Z (i) médulo
e portanto existe um monomorfismo entre G, e Auty) (E,). Logo G, é um
subgrupo de Autz; (E,). Falta-nos agora averiguar em que condicoes é que
a ordem do grupo dos automorfismo de E, enquanto Z (i) médulo é uma
poténcia de dois.

Proposigao 7.3.5 A ordem do grupo Auty (E,) é uma poténcia de dois se
e somente se n = 2p; ... p;, onde k € Ny e py,...,p; sdo primos de Fermat
distintos.
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Prova. Em primeiro lugar, observemos que
L nL nZi)

enquanto Z (i) médulos. E portanto

Autysy (Ey) ~ Autzg (nZZ(EZ)')) .

Auty <3T%> ~ (nZZ((iZ) ) |

onde (féf%) designa o conjunto de unidades do anel %. Além disso,

Mas

Lema 7.3.6 A ordem dos invertiveis de % é uma poténcia de dois se e

somente sen = 2¥p, .. .p,, onde k € Ny e p, ...
distintos.

, P sao primos de Fermat

Prova. Seja n um natural. Se a factorizacao de n é dada por

2l gs? ... ¢, onde | € Ny e os ¢;’s sdo primos fmpares, a ordem dos in-

Q)

vertiveis de Zj, (i) que designaremos por |Z, (1)"|, ¢ dada por

Tendo em conta que

|Z,, (1)"| pode reescrever-se como

pm)=n []

p primo

T nZ(i)?
( 200, —2 200, —2 ()2 —
| A [T PP 2@*—1) se =0
p primo, p primo,
p=1mod4 p=3mod4
pln pln
22[—1 H p2ai—2 <p _ H p2ai—2 (p2 _ 1) se leN
p primo, p primo,
p=1mod4 p=3mod 4
\ pln pln

)

pln

pm) IT » -1 I p'+1) se 1=0
p primo, P primo,
p=1mod4 p=3mod 4
pln pln
2 +1
20°(n) II B4 se [eN
p primo,
p=3mod 4
\ pln
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onde ¢ designa a funcao de Euler.

Sen = 2p;...p;, onde k € Ny, cada p; = 2" 116 primo de Fermat e
os p;’s sao distintos, entdo, como vimos, ¢ (n) é uma poténcia de dois. Além
disso, o tinico primo de Fermat que é congruente com 3 médulo 4 ¢é 3; se este
aparece na factorizagiao de n, entao a férmula de |Z,, (7)*| contém o factor

II '+ =4

p primo,

p=3mod4
pln
o +1 4
H p—l =5 = 2
p primo, p—
p=3mod4
pln
E assim
Za ()] = () [ »™'0-1)
p primo,
p=3mod 4
pln
= do(n) ] -1
p primo,
p=3mod 4
pin
Bi
= dp(n) [ 2°
p primo,
p=3mod 4
pln
ou
N\ p+1
Z, ()| = 2¢*°(n) [] =—
Sop—1
p primo,
p=3mod 4
pln
= 4¢*(n);

trata-se, em ambos os casos, de uma poténcia de dois.

Reciprocamente, das férmulas para |Z, (i)*| e ¢ (n) deduzimos que |Z,, (¢)"|
¢ divisivel por ¢ (n). E portanto, se |Z,, (i)"| ¢ uma poténcia de dois, entao
¢ (n) é uma poténcia de dois. Como vimos, isto implica que n é produto de
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uma poténcia de dois por um conjunto finito de primos de Fermat distintos.
[

Este resultado, juntamente com o Teorema de Lagrange, garante que a
ordem de G,, ¢ uma poténcia de dois se e s6 se n = 2¥p; ... p;, onde k € Ny e
p1,- .-, P sdo primos distintos de Fermat. Pela proposi¢ao (7.2.4) temos que:

Proposicao 7.3.7 Sen = 2¥p,...p;, onde k € Ny e p1,...,p; sGo primos
de Fermat distintos, entao os elementos do conjunto

{gb(%—w) :l:O,l,....n—l}
n

Por outras palavras, este resultado diz-nos que, para os valores de n
explicitados no enunciado da proposicao, é possivel dividir a lemniscata com
régua nao graduada e compasso em n partes iguais. Recordemos que no
capitulo 6, vimos que este mesmo resultado é vilido no caso da circunferéncia.
Mostraremos de seguida que, tal como para a circunferéncia, também para a
lemniscata vale o reciproco.

sao construiveis.

Teorema 7.3.8 Se a lemniscata for divisivel em n partes iguais entao

n= 2kp1p2 - Dt
onde k € Ng e py,...,p: sao primos de Fermat distintos.

Prova. Por hipétese, ¢ (27“) é um numero construivel, entao pela proposi-
cao (7.2.4), P (22) é construivel. Além disso,

Lema 7.3.9 Seja M o corpo gerado por <Q (i), P? (27“)> Entao a extensdo

& ¢é Galois e o seu grupo de Galois é isomorfo a ( Z(¢ ) mddulo a imagem

nZ(1)
do grupo (£1,+1).

s

Prova. Sejam Ly, = Z(i), rede de C, e Py a fungdo de Weierstrass
associada a Ly. Consideremos a funcao

he z = gy' (Lo)Pg(2)
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onde ¢z (L) = 4w* pelo lema (7.2.2), ou seja,

A extensdo Q (i) (h (£)) de Q(i) é precisamente o grupo ( nZz(g)) modulo o
subgrupo de 22 elementos (41, 4-i) (vide [Lang73], pagina 135). Ora

Mas
Po (2) = (2w)° P (2w2)
pois
P (2wz) = (Z:Z)Q + 0;; (m - %)
N (2¢1u)2 (z12 C;O ((z —la)2 - é»
- ﬁ%( )
E portanto
h (%) = %4 (2w)" P (%‘”)
= 4Pp? (%“’) :
|

Como P (22) é construivel, P? (22) também é construivel e logo a ordem
do grupo de Galois da extensao M sobre (i) é uma poténcia de dois (uma

vez que a extensao Q(i) sobre Q tem ordem dois). Pelo lema (7.3.9), ( nZz(g))

tem ordem igual a uma poténcia de dois e portanto, pelo lema (7.3.6),
n =2 pipy...p, onde k € Ny e p1, pa, . .., pr 520 primos de Fermat distintos.
[
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