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Introducéo

Neste texto apresentam-se alguns resultados de stmdoe sobre dificuldades
sentidas por alunos (futuros professores do 1¢el%s do ensino basico) em conceitos
elementares de estatistica e probabilidades.

Muito embora tenham estado envolvidos no estudnoaldo ensino superior, 0
caracter basico das tarefas exploradas faz com ogueesultados obtidos sejam
igualmente pertinentes para alunos dos ensinosda@siecundario.

Dificuldades em conceitos de estatistica e probaidihdes

Sao muitos os estudos que revelaram dificuldadesatimos na aprendizagem de
conceitos estocasticos, isto é, de estatisticaleapilidades. Nesta seccéo faz-se uma
breve revisdo de estudos centrados nas medidasndéncia central e em conceitos
elementares de probabilidades.

Muito embora as medidas de tendéncia central parep@arentemente simples, ha,
no entanto, investigacées que mostram dificuldactasceptuais e procedimentais
relacionadas com estes conceitos em alunos denliésridades.

No caso do célculo de uma média ponderada em \sities;0es, Pollatsek, Lima e
Well (1981) verificaram que muitos estudantes usit@ios sentiram dificuldades no
calculo de uma média global a partir do conhecimelet duas médias parciais. Nestas
situacbes, a maioria dos estudantes determinoulesmpnte a média simples dos
valores das duas médias dadas, ndo afectandosogaderes com os pesos adequados.

A nédo ponderacdo no calculo da meédia foi tambérergbda por Li e Shen (1994)
quando foi pedido aos estudantes para calcularemécha a partir de uma tabela de
frequéncias com dados agrupados em classes.

No sentido de ampliar o estudo de Pollatsek, Lirdedl (1981), Mevarech (1983)
realizou um estudo com estudantes universitariespmssuiam os conhecimentos pré-
requisito de calculo. Muito embora todos reconhemmsas formulas de calculo da
meédia simples e ponderada e da variancia, os conéeiws de calculo ndo se
revelaram suficientes para a maioria dos estudaugqairirem o0 esquema estatistico



apropriado, ou seja, apenas poucos estudantesigmssu conjunto das estruturas
conceptuais necessarias para a resolucao dos ipaxbfEopostos.

No caso do calculo da média, aproximadamente 65esimdantes usaram a lei do
fecho no calculo da média total de grupos de tamaliflerente (propriedade estudada
por Pollatsek, Lima e Well, 1981), cerca de 80%caphm a propriedade associativa no
calculo da média total de trés grupos, 60% nao ceemgeram a ndo existéncia de
elemento inverso no calculo de uma média aritmégcaproximadamente 30%
consideraram o valor O (zero) como elemento neigto,é, o valor da média ndo se
altera quando se acrescenta o valor zero ao conflentiados. No caso do calculo da
variancia, observaram-se concepcdes erradas searesiha

Para Mevarech (1983), os resultados obtidos sastergt hipétese de que os
estudantes conceptualizaram erradamente as opgragdealculo da média e da
variancia como duas operacdes binarias satisfazendoatro leis dos grupos aditivos.
Este modelo é perfeitamente plausivel quando ssideEna os valores da média e da
variancia como simples numeros, esquecendo quas&@besedidas de tendéncia central
e de disperséo.

Num estudo com estudantes do 6° ano de escolayieiadgue a maioria dos alunos
evidenciou conhecer o algoritmo de calculo da méda (1995) observou que apenas
50% dos alunos foram capazes de determinar um daleconhecido num pequeno
conjunto de dados, apresentado sob a forma degpach@, para se obter um dado valor
da média. Este resultado agravou-se ainda mais, gos alunos que encontraram o
valor desconhecido, apenas 59% o0 determinaram éatrade uma utilizacdo
compreensiva do algoritmo (multiplicar o valor dadia pelo niumero total de valores e
subtrair a soma dos valores dados), e, destes, r8bbreram a uma estratégia de
tentativa e erro.

Acerca dos conceitos de média, moda e mediana,afbar(1996) analisou as
realizacdes de dois grupos de alunos do 7° ana, wadnuma tarefa distinta. Num dos
grupos, foi dado um conjunto de dados que os aldewsm organizar numa tabela de
frequéncias, no outro, os dados foram apresenttdnges de um grafico de barras.

No caso da construcdo da tabela, os alunos ndariveificuldades em determinar
as frequéncias absolutas, mas s6 21% dos alunasilazaim correctamente as
frequéncias relativas. Neste ultimo caso, 0s etogsalunos resultaram de considerar no
denominador da fraccéo a frequéncia absoluta erdwefectivo total dos dados.

Quanto as medidas de tendéncia central, no conglas@uas tarefas, determinaram
correctamente a moda 57% dos alunos, a média 28%ldnos e a mediana 12% dos
alunos. Entre as duas tarefas, foi na tarefa detable através do grafico que os alunos



revelaram mais dificuldades e foi também nessafatagee mais alunos tentarem
responder.

Em relacdo as dificuldades dos alunos, Carvalh®G)8alienta que, no caso da
tarefa em que se partiu dos dados, eles ndo tiveraroonta a frequéncia absoluta de
cada valor no célculo da mediana, quando usaraatelat construida antes, ou nao
ordenaram os dados previamente a sua localizagioadb da tarefa em que se partiu
do gréfico, os alunos ndo consideraram as freqagrabsolutas dos diferentes valores
no calculo da média e adicionaram as frequéncisalatias e dividiram por 2 no calculo
da mediana. No caso da moda, em que se obteveoo mi@nero de respostas correctas,
a autora destaca a facilidade com ela é visualimadgrafico de barras, correspondendo
ao valor com a ‘barra mais alta’.

Com o fim de avaliar as competéncias computacioth@isonceito de meédia e de
aplicacdo das suas propriedades, comparativamenteacescolha entre a média e a
mediana, enquanto estatistica mais adequada der@acdo de um conjunto de dados,
Carvalho e César (2000) analisaram o desempenhtudes do 7° ano trabalhando em
84 diades. Em termos de resultados, verificou-seagmaioria das diades aplicou, com
sucesso, o procedimento de calculo da média (94%@ mediana (89%). Tal como
observou Carvalho (1996), também neste estudo, @@tipamente com a média, a
mediana levantou mais dificuldades.

Quando se tratou de seleccionar entre a média eediana, envolvendo uma
compreensao relacional, em contraste com uma cemgie instrumental implicada na
aplicacdo dos respectivos algoritmos de calcul@nta@aram-se as discrepancias
anteriores. No caso da média, apenas 27% dos apnesentaram argumentos que nao
apelam para um significado matematico, e, no casmediana, 44% dos alunos nao
foram capazes de usar argumentos matematicoseftasmautoras, a compreensao mais
profunda do conceito de média explica-se pela sequénte utilizacdo nos mais
variados contextos sociais, 0 que ndo aconteceoomonceito de mediana.

A importancia de uma compreensao relacional, facena compreensao apenas
instrumental, € reforcada por Batanero (2000) @&mnaf que a compreensao de um
conceito, para além do conhecimento das definigdpsopriedades, inclui também o
reconhecimento dos problemas em que ele deveikzada.

Eisenbach (citado em Batanero, 2000) questionawdastes universitarios de um
curso introdutério de estatistica sobre o significda afirmacao ‘Que quer dizer que o
salario médio de um empregado é de 3600 doélareseip obtido respostas do tipo: ‘a
maioria dos empregados ganha cerca de 3600 d¢la&essalario central’ e ‘os outros
trabalhadores ganham mais ou menos 3600 dolaresas Eespostas mostram a
confusao terminologica entre as palavras ‘médmé&diana’ e ‘moda’.



Numa perspectiva semelhante, Dreyfus e Levy (199@)) estudo com alunos de
11 e 12 anos, identificaram algumas concepcdedasra respeito da média. Uma das
concepcoOes frequentes consistiu em considerar &angého o valor central, o que
denota uma confusdo da média com a mediana. Oatreejgcdo, embora menos
frequente, consistiu em determinar a média adicdoas valores da variavel e dividir
por dois.

Sdo também muitos os estudos que mostraram d#éidekl dos alunos em
probabilidades. Fischbein, Nello e Marino (1991%aivaram, relativamente a alunos
do 4° e 5° anos (9-11 anos) e do 6°, 7° e 8° 4rde%4( anos), que a maioria dos alunos
identificou acontecimentos certos, possiveis e sap@is e reconheceram situacoes
com mesma estrutura estocastica. Ja no caso dpacagdo de probabilidades em
experiéncias compostas, os alunos sentiram muit@sildades. De entre os varios
tipos de acontecimentos, os alunos revelaram mificuldades na categoria dos
acontecimentos certos e na formulacdo de acontetierelativamente a sua
classificacao.

Green (1983) desenvolveu um estudo em larga esraldnglaterra envolvendo
2930 alunos do 1° ao 5° ano de escolas secundddast anos). Nos itens que
requeriam apenas o conceito de contagem todosuo®salobtiveram um nivel de
realizacdo satisfatério. Diferentemente, os iteae cequeriam o conceito de razao
revelaram-se particularmente dificeis, especialmentre os alunos dos trés primeiros
anos. A ideia de esperanca matematica foi acessivaior parte dos alunos, apesar de
ser raramente tratada nas aulas de matematicaoslatams sobre aleatoriedade,
multiplicacdo de probabilidades, inferéncia amdstrastabilidade de frequéncias, os
alunos sentiram maiores dificuldades. Globalmengstes resultados foram
corroborados por um estudo de Munisamy e Doraiséif98), envolvendo alunos
malaios do 4° e 6° anos do ensino secundario. Niogles de Green (1983) e de
Munisamy e Doraisamy (1998) verificou-se um aumerdoo das respostas correctas
com 0 ano escolar e com o desempenho em matematica.

No nosso pais, Fernandes (1999) verificou que aluhm 8° e 11° anos de
escolaridade revelaram mais dificuldades em ideatifacontecimentos em certos e/ou
que envolviam conectivos logicos, na comparacaprdbabilidades em experiéncias
simples que envolviam o conceito de razdo e, meemtaadas, na comparacado de
probabilidades em experiéncias compostas. Em terawsrespostas correctas,
observou-se um aumento sistematico com o0 ano eseottbm o desempenho em
matematica.



Metodologia

Este estudo teve como objectivo identificar difitades e processos de raciocinio de
futuros professores em conceitos elementares ddstisia e probabilidades. Com esse
intuito, passou-se um questionario a 37 alunosrda wrma de 4° ano do Curso de
Matematica/Ciéncias da Natureza de uma Escola Bupde Educacdo, futuros
professores do 1° e 2° ciclos do ensino basicood edtes alunos tinham frequentado
uma disciplina de Probabilidades e Estatisticansine superior.

O questionario era constituido por 13 questfesnag delas com sub-questdes,
que envolviam conceitos ligados as medidas de memmé&entral, a classificacdo de
acontecimentos e a comparacdo de probabilidadexa®ecimentos simples. Nesta
comunicacao analisam-se apenas trés dessas questdes

Apresentacédo e discusséo de resultados

Questdo 1 Relativamente as preferéncias de clube despodidgn200 alunos de
uma escola, cuja distribuicdo era apresentada mina de grafico circular, pretendia-
se identificar a moda e averiguar da possibilidslealcular a média.

Quanto a identificacdo da moda, a maioria dos mps respondeu correctamente
que a moda era o Porto e 22% dos alunos identfitaat moda com a frequéncia
relativa.

Em termos de raciocinios, 95% dos alunos fizeRaferéncia a maior frequéncia
apresentando argumentos do tipo: “é o que tem rpai@entagem”, “é o0 que se repete
mais” ou “é o valor que se repete com maior freqi#8n Este raciocinio, além de
justificar a resposta correcta, justificou tambénesposta dos alunos que identificaram
a moda como a frequéncia relativa.

Destes resultados depreende-se que, quando aelagi@vestudo € qualitativa, a
identificacdo da moda apresenta ainda dificuldgdea alguns alunos, ja que, embora
parecam ter uma noc¢ao do seu significado, prevaladdeia de que a moda tem que
ser um namero.

No que concerne ao calculo da média, apenas 38%allo®s responderam
correctamente que nao era possivel calcular a mddrmlo uma percentagem
consideravel (57%) concluido que a média era 20% @orrespondente frequéncia
absoluta.

Quando se passa a andlise dos raciocinios, asld#tes acentuam-se, verificando-
se que apenas 13% dos alunos justificaram a syp@astasno raciocinidAlusdo a
variaveis qualitativas referindo explicitamente que se tratava de umaawa



qualitativa ou afirmando esse facto de forma meli@sta, alegando que “estamos em
presenca de nomes e ndo de nimeros” ou que “ndssé/pl atingir um valor numérico
que expresse a média”.

No raciocinioCalculo da média das frequéncjagferido pela maioria dos alunos
(60%), a resposta baseou-se na aplicacdo do ahgoda média. Neste caso, 57% dos
alunos calcularam o quociente da soma das frecagmelativas (ou absolutas) pelo
namero de valores que tomava a variavel e chegaraonclusdo de que a média era
20% (ou 40) e 3% adicionaram as frequéncias relatevdividiram a soma obtida pelo
namero total de inquiridos. Este raciocinio denat@a tendéncia para manipular os
dados disponiveis de forma a aplicar uma formam eeflectir sobre o seu sentido no
contexto apresentado. Como no caso da moda, pgexeo fundamental é tentar
encontrar um valor numeérico que responda ao prablem

Finalmente, o raciociniBrgumentos ndo matematicasferido por 8% dos alunos,
conduziu também a escolha da resposta correctap@stes caso 0os alunos apresentaram
razdes que tinham a ver com o clube ou com a @mtalados: “estdo varios clubes
envolvidos”, “foram os alunos a escolher o clubéh&o estdo especificados os clubes
representados por outros”.

Questao 2 Ha 10 pessoas num elevador, 6 mulheres e 4 hoangdia do peso
das mulheres é 60 quilos, e a média do peso dosr®é80 quilos. Determine a média
das 10 pessoas que se encontram no elevador.

Nesta questdo verificou-se que mais de metade lWo®sa(60%) responderam
correctamente que a média era 68 quilos e uma magmm consideravel (30%)
afirmou que a média era 70 quilos.

De entre os raciocinios referidos,Atgoritmo da médiaponderada) foi o mais
utilizado (60%) e conduziu sempre a seleccao qmsts correcta.

Destaca-se, ainda, 30% de alunos que recorretaandd fechpou seja, calcularam
a meédia das duas médias dadas, tendo concluida mésdia era 70 quilos. De modo
semelhante, Pollatsek, Lima e Well (1981) e Mewar@®83) observaram que muitos
estudantes universitarios atribuem a media talrprdade, que de facto nao tem.

Por ultimo, no raciocinidAdicdo das médiaS% de alunos adicionaram as meédias
dadas para obter a média final pretendida. Obsdovajue x/6=60 e quex/4=80,
concluiram que/10=140 e que a média era 140 quilos, parecendotalealgumas
dificuldades na compreenséao do significado daadedrda adicdo de fracgdes.

Questdao 3 Num saco ha 5 bolas vermelhas, 2 verdes e 4dwaAs bolas sdo todas
iguais excepto na cor. Sem ver, tira-se do sacdola de cada vez, sem a voltar a
repor. Quantas bolas se tem de tirar do saco @asaderteza de obter, pelo menos, uma
bola de cada cor?



Nesta questdo apenas 24% dos alunos deram a eesposcta, afirmando que é
necessario tirar pelo menos 10 bolas do saco, restantes respostas foram muito
variadas.

Tal como as respostas, os raciocinios referidoanfotambém variados. No
raciocinio Bolas mais numerosagjue conduziu sempre a resposta correcta, 19% de
alunos adicionaram o numero de bolas vermelhaschs (bolas mais numerosas) e
concluiram que no fim ficavam duas verdes, pelolstava tirar mais uma bola.

No raciocinioBolas menos numerosa8% de alunos adicionaram o numero de
bolas verdes e brancas (bolas menos numerosasickiicam que a seguinte ja seria
vermelha. Este raciocinio originou a resposta mwba de que era necessario tirar 7
bolas.

Relativamente ao raciociniDuas extraccoes para cada ¢oB% de alunos
consideraram que, como existiam bastantes bolagsluas tentativas para cada cor
talvez fossem suficientes, levando a afirmar gaenecessario retirar 6 bolas do saco.

No raciocinioCalculo combinatorip16 % de alunos utilizaram a multiplicacdo ou a
adicdo de combinacfes. Resultados absurdos olaigastir do calculo incorrecto das
combinacgdes (por exemplo, o resultado de 27 bol&s)suscitou qualquer reserva por
parte dos alunos.

Ja no raciocinioCalculo de probabilidades27% de alunos adicionaram ou
multiplicaram as probabilidades dos acontecimeritasr bola branca”, “sair bola
vermelha” e “sair bola verde”. Relativamente a iplitacdo, no caso da extracgcao com
reposicao, obteve-se o resultado 0,03 e, no caeg&tccdo sem reposicao, o resultado
0,04.

Como se pode ver pelos resultados apresentadasgesstdo originou bastantes
dificuldades, reforcando a tendéncia, ja obseneauas, para recorrer a formulas e
manipular dados sem ter em conta o0 contexto, ec@asagerir a ideia de que o0s
conhecimentos que os alunos tém prejudicam o seocf@io em situacbes mais
simples.

Consideracoes didacticas

Visto que os inquiridos serao futuramente professdo 1° e 2° ciclos, e que fazem
parte destes niveis de ensino alguns conceitos eatames de estatistica e
probabilidades, inclusivamente no 2° ciclo quest8emelhantes as apresentadas
poderdo ser tratadas, e que, mesmo estando n® @tim da sua formacéo inicial, ha
dificuldades que se mantém, torna-se imprescindivairontar os estudantes com estes
e outros tipos de problemas, discutindo as sugmstss e fazendo-os reflectir sobre



elas. Esta atitude de reflexdo, para além de eseladuvidas e promover um debate
sobre as dificuldades sentidas, abre horizontes yar conhecimento mais amplo da
diversidade de problemas estocasticos que se paiidmater na sala de aula,
permitindo-lhes sair da rotina dos problemas tpide aplicacdo directa de formulas e
orientar os seus alunos na superacédo de dificlddaque parecem persistir ao longo de
toda uma escolaridade.

Referéncias

Batanero, C. (2000) Dificultades de los estudiarte$os conceptos estadisticos elementales: eldmso
las medidas de posicion central. Em C. Loureiro,Qliveira. e L. Brunheira. (Orgsgnsino e
aprendizagem da estatisti¢ap.31-48). Lisboa: Sociedade Portuguesa de Eiitati Associacao de
Professores de Matematica, Departamento de Eduead@&oEstatistica e Investigacdo Operacional
da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.

Cai, J. (1995). Beyond the computational algoritlstadent’s understanding of the arithmetic average
concept. Em L. Meira e D. Carraher (Ed®jpceedings of the 19th PME conferer{¢®l. 3, pp.
144-151). Universidade Federal de Pernambuco.

Carvalho, C. (1996). Algumas questbes em tornoadefds estatisticas com alunos do 7° ano. Em
Antonio Roque e Maria Jodo Lagarto(Orgsfctas do ProfMat 96 Lisboa: Associagdo de
Professores de. Matemética.

Carvalho, C. e César, M. (2000) As aparéncias fudeflexdes em torno do ensino da estatistica no
ensino basico. Em C. Loureiro, O. Oliveira. e LuBmneira. (Orgs.)Ensino e aprendizagem da
estatistica (pp.212 - 225). Lisboa: Sociedade PortuguesasthtiBtica, Associacdo de Professores de
Matematica, Departamento de Educacéo e de Estatésfinvestigacdo Operacional da Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa.

Dreyfus, A. e Levy, O. (1996). Are the notion of aneand related concepts too difficult for 6th e 7th
grade biology studer?sEuropean Journal of Teacher Educatidf(2), 137-152.

Fernandes, J. A. (1999ntuicdes e aprendizagem de probabilidades: Umappsta de ensino de
probabilidades no 9° ano de escolaridadeese de doutoramente nao publicada, Universidade
Minho, Braga.

Fischbein, E., Nello, M. S. e Marino, M. S. (199Eactors afecting probabilistic judgments in chelr
and adolescent&ducational Studies in Mathemati@?, 523-549.

Green., D. (1983). A survey of probability concejpt8000 pupils aged 11-16 years. Em D. R. Grey, P.
Holmes, V. Barnett e G. M. Constable (edBijgceedings of the First International Conference o
Teaching Statisticévol. 2, pp. 766-783). Sheffield, UK: Teaching &t#cs Trust.

Li, K. Y. e Shen, S. M. (1994). Students’ weaknesgestatistical projects. Em D. Green (Ed&aching
statistics at its beqipp. 42-48). Sheffield, UK: Teaching Statisticu3t

Mevarech, Z. R. (1983). A deep structure model toflents' statistical misconceptiorisducational
Studies in Mathematic&4, 415-429.

Munisamy, S. e Doraisamy, L. (1998). Levels of ustinding of probability concepts among secondary
school pupilsinternational Journal for Mathematical Education 8tience and Technolog®9(1),
39-45.

Pollatsek, A., Lima, S. e Well, A. D. (1981). Copt®r computation: students' understanding of the
mean Educational Studies in Mathematitg, 191-204.



