UMA FORMA BIDIMENSIONAL QUE
MAXIMIZA A RESISTENCIA AERODINAMICA
NEWTONIANA

Paulo D. F. Gouveia*®! Alexander Plakhov **
Delfim F. M. Torres **

* Instituto Politécnico de Braganga, Portugal
** Universidade de Aveiro, Portugal

Resumo: Um corpo bidimensional, apresentando um ligeiro movimento rotacional,
desloca-se num meio rarefeito de particulas que colidem com ele de uma forma
perfeitamente elastica. Em investigagoes que os dois primeiros autores realizaram
anteriormente [Plakhov and Gouveia, 2007], procuraram-se formas de corpos que
maximizassem a forca de travagem do meio ao seu movimento. Dando continuidade
a esse estudo, encetam-se agora novas investigagoes que culminam num resultado
que representa um grande avanco qualitativo relativamente aos entao alcangados.
Esse resultado, que agora se apresenta, consiste numa forma bidimensional que
confere ao corpo uma resisténcia muito préxima do seu limite tedrico.
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1. INTRODUCAO

Uma 4area de investigacao da Matematica contem-
poranea ocupa-se com a procura de formas de
corpos, dentro de classes predefinidas, que per-
mitam minimizar ou maximizar a resisténcia a
que ficam sujeitos quando se desloquem em meios
rarefeitos. O primeiro problema desta natureza
remonta ja a década de 80 do século XVII, al-
tura em que Isaac Newton [1687] estudou um
problema de resisténcia minima para uma classe
especifica de corpos convexos, que se deslocassem
em meios de particulas infinitesimais, de tal modo
rarefeitos que fosse possivel negligenciar qualquer
interacgao entre as particulas, e que a interaccao
destas com o corpo pudesse ser descrita por co-
lisoes perfeitamente elasticas. Mais recentemente
temos assistido a desenvolvimentos importantes
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nesta area com a generalizacao do estudo a novas
classes de corpos e a meios com caracteristicas
menos restritivas. Porém, quase invariavelmente,
os resultados que tém vindo a ser publicados tém
dado especial atencao a classes de corpos convexos
— a convexidade de um corpo é uma condigao
suficiente para que a resisténcia seja fungao uni-
camente de colisoes singulares. Mesmo os varios
estudos sobre classes de corpos nao convexos que
tém surgido, especialmente na ultima década, as-
sentam quase sempre em condigoes que garantem
um unico impacto por particula — [Brock et al.,
1996, Buttazzo and Kawohl, 1993, Comte and
Lachand-Robert, 2001, Lachand-Robert and Pe-
letier, 2001]. S6 muito recentemente, comegaram
a surgir alguns estudos prevendo multiplas re-
flexoes, como é o caso dos trabalhos de Plakhov
[2003a, 2003b, 2004].

Na classe de corpos convexos, o problema reduz-se
normalmente & minimizacao da funcional de New-
ton — uma férmula analitica para o valor da re-



sisténcia, proposta por Isaac Newton [1687]. Mas
no contexto de corpos nao convexos nao existe
qualquer formula simples conhecida para o calculo
da resisténcia. Ainda que seja extremamente com-
plexo, em geral, tratar analiticamente problemas
de multiplas colisGes, para alguns problemas de
minimizacao especificos a tarefa nao se tem reve-
lado particularmente dificil, existindo inclusive ja
alguns resultados disponiveis [Plakhov, 2003a,b].
Se, pelo contrério, considerarmos o problema de
maximizacao, entao a solugao chega mesmo a ser
trivial — para qualquer dimensao, basta que a
parte frontal do corpo seja ortogonal a direcgao
do movimento.

E se o corpo exibir, para além do seu movimento
de translagao, um ligeiro movimento rotacional?
Quando pensamos neste tipo de problemas temos,
por exemplo, em mente satélites artificiais, de
orbitas relativamente baixas, que nao disponham
de qualquer sistema de controlo que estabilize a
sua orientagao, ou outros engenhos em condigoes
semelhantes. Nessa situagao, imaginamos que, ao
longo do seu percurso, o engenho rode lentamente
sobre si préprio.

O problema de minimizagao da resisténcia média
em corpos rotativos nao convexos foi ja estu-
dado para o caso bidimensional [Plakhov, 2004]:
demonstrou-se que a redugao da resisténcia que
é possivel obter em relagdo ao caso convexo nao
ultrapassa os 1.22%. Por sua vez, o problema
de maximizagao da resisténcia média de corpos
em rotagao estd longe de ser trivial, contraria-
mente ao que se passa quando se trata de mo-
vimento puramente translacional. Foi, por isso,
esta classe de problemas, o objecto de estudo do
trabalho realizado pelo autores em [Plakhov and
Gouveia, 2007]: investigaram-se formas de corpos
nao convexos que maximizassem a resisténcia que
os mesmos teriam que enfrentar quando se des-
locassem em meios rarefeitos e, simultaneamente,
exibissem um ligeiro movimento rotacional. Com
o estudo numérico que se levou a cabo, foram
encontradas varias formas geométricas que con-
feriam aos corpos valores de resisténcia bastante
interessantes; mas foi em investigacoes posterio-
res, desenvolvidas na continuagao desse trabalho,
que os autores conseguiram chegar ao melhor dos
resultados: uma forma bidimensional que confere
ao corpo uma resisténcia muito proxima do seu
limite maximo tedrico. E este tiltimo resultado que
agora se apresenta.

2. DEFINICAO DO PROBLEMA PARA O
CASO BIDIMENSIONAL

Considere-se um disco em rotagao lenta e uni-
forme, deslocando-se numa direccao paralela ao
seu plano. Denotemos o disco de raio r por C; e a

sua fronteira por JC,.. Retiremos entdo pequenas
porcoes do disco ao longo de todo o seu perimetro,
numa vizinhanca ¢ de 9C,, com € € R de valor
arbitrariamente pequeno quando comparado com
r. Ficamos assim com um novo corpo B defi-
nido por um subconjunto de C, e caracterizado
por uma certa rugosidade ao longo de todo o
seu perimetro. A questdo essencial que se coloca
é a seguinte: até quanto pode ser aumentada a
resisténcia de um corpo B? Mais do que conhe-
cermos o valor absoluto dessa resisténcia, estamos
sobretudo interessados em saber qual o ganho
que se consegue obter em relagao a resisténcia do
corpo liso (contorno perfeitamente circular, neste
caso), ou seja, conhecer o valor normalizado

_ Resisténcia(B)

B)= —F—F—7FT—7-+~.
R(B) Resisténcia(C,)

(1)
E possivel, desde logo, conhecermos alguns valo-
res de referéncia importantes para a resisténcia
normalizada: R(C,) = 1 e o valor da resisténcia
R(B) terd que se situar entre 0.9878 ([Plakhov,
2004]) e 1.5. O valor 1.5 sera hipoteticamente
atingido se todas as particulas forem reflectidas
pelo corpo com uma velocidade v (velocidade
com que as particulas se afastam definitivamente
do corpo) oposta a velocidade de incidéncia v
(velocidade com que as particula atingem o corpo
pela primeira vez), vt = —v, situacdo em que
é transmitida ao corpo a maxima quantidade de
movimento.

De [Plakhov and Gouveia, 2007] percebemos que
o corpo B de resisténcia maxima sera aquele cuja
fronteira seja integralmente formada pela conca-
tenacao de pequenas cavidades iguais, com uma
forma Q que maximize a funcional (resisténcia
normalizada de uma cavidade individual)

1/2  pm/2
R(Q) = %/ /_M2 (1+cos (9" (2, 0) — ¢))

~1/2
cos pdpdz, (2)

onde, denotamos por ¢ e ot os angulos que os
vectores —v e v fazem com o vector normal
(direccionado para fora) a linha de entrada da
cavidade €2, e por x a posicao de entrada da
particula. Serdo angulos positivos se forem defi-
nidos no sentido anti-horéario a partir do vector
normal, e negativos caso contrario. Com estas
definicoes, tanto ¢ como T tomam valores no
intervalo [—7/2,7/2], devendo a fungao ¢ ™ (z, )
ser vista como o angulo de saida duma particula
que interage com uma cavidade §2 de abertura de
tamanho unitario e centrada no eixo dos x.

Podemos entao restringir o problema a subclasse
de corpos B que tenham a sua fronteira inte-
gralmente preenchida por cavidades iguais, e com
isso admitir, sem qualquer perda de generalidade,



que cada cavidade com a forma €2 ocupa o lu-
gar de um arco de circulo de tamanho ¢ <« r.
Nessas condigdes, demonstramos em [Plakhov and
Gouveia, 2007] que a resisténcia do corpo B é
igual a resisténcia da cavidade individual 2, me-
nos uma pequena fracgao desse valor, que serd
negligenciavel quando ¢ < 7,

sin(s-)

£
2r

(5)

R(B) = 24

R(Q) ~ R(Q) —

R(©), (3)

Assim, as nossas pesquisas tém como objectivo
encontrar formas de cavidades ) que maximizem
o valor da funcional (2), cujo supremo sabemos
situar-se no intervalo

L < supR(Q) < 15, (4)

como facilmente se comprova usando (2): se Q
for um segmento liso, ™ (x,0) = —p e R(Q) =

/2 (w/2
%f_{/Q _4/2(14—005 (2p))cospdpdz = 1; nas
condigoes de resisténcia maxima ¢t (z,p) = ¢,

logo R(2) < %flﬂ /2

—1/2 7w/22cos<pd<pdx =1.5.

3. ESTUDO NUMERICO DO PROBLEMA

Na classe de problemas que estamos a considerar,
apenas para algumas formas {2 muito elementa-
res serd possivel desvendar a férmula analitica
da sua resisténcia (2). Para formas mais elabora-
das, o calculo analitico torna-se demasiado com-
plexo, senao impossivel, dada a grande dificuldade
em conhecermos a funcao ¢ : [—1/2,1/2] x
[-7/2,7/2] — [-7/2,7/2], que, como sabe-
mos, estd intimamente relacionada com o formato
da cavidade 2. Assim, o recurso a computagio
numérica surge como a abordagem natural e ine-
vitdvel para se poder investigar essa classe de
problemas.

Desenvolveram-se modelos computacionais que si-
mulam a dindmica de bilhar no interior de cada
uma das formas ) estudadas. Os algoritmos de
construgao desses modelos, bem como o0s res-
ponsaveis pelo calculo numérico da resisténcia as-
sociada, foram implementados usando a lingua-
gem de programagao C, dado o esfor¢o computa-
cional envolvido.

Para a maximizagao da resisténcia dos mode-
los idealizados, usaram-se os algoritmos de op-
timizagao global da toolbox “Genetic Algorithm
and Direct Search” (versao 2.0.1 (R2006a), uma
coleccao de fungoes que estende as capacidades de
optimizagao do sistema de computacao numérica
MATLAB (versdo 7.2 (R2006a)). O MATLAB foi
também escolhido por dispor de funcionalidades
que permitiram que se usasse para fungao objec-
tivo a subrotina compilada em C de cédlculo da
resisténcia, bem como a fungio ¢ (x,p) por si
invocada.

3.1 “Dupla Pardbola”: uma solu¢do quase dptima

No estudo numérico que os autores realizaram
em [Plakhov and Gouveia, 2007] procuraram-se
formas Q definidas por fungodes f : [-1/2,1/2] —
R, continuas e seccionalmente diferencidveis:

Qp={(z,y): ~1/2 <2< 1/2,0 <y< f(z)}. (5)
Nao se tendo conseguido, com essa classe de
fungbes, superar o valor de resisténcia 1.44772,
decidiu-se, neste novo estudo, estender a procura
a formas 29 definidas por fungoes de y em x:

W={(z,y): 0<y<h, —g(y) <z<g(y)}, (6)
onde h > 0 e se considera g : [0,h] — Ry uma

funcao continua e seccionalmente diferenciavel,

com ¢g(0) =1/2 e g(h) =0.

A semelhanca do estudo que se fez para os conjun-
tos €1y, na procura das formas 29 consideraram-se
funcoes g seccionalmente lineares e seccionalmente
quadraticas. Se na classes das funcgoes lineares
nao se conseguiu qualquer ganho de resisténcia
relativamente aos resultados obtidos para os con-
juntos £y, ja nas fungées quadraticas os resultados
superaram as melhores expectativas: encontrou-
se uma forma de cavidade 9 que apresenta uma
resisténcia de 1.4965, um valor ja muito proximo
do seu limite tedrico de 1.5. Para chegarmos a
este importante resultado estudamos o valor da
resisténcia de conjuntos 9, tal como definidos
em (6), na classe de fungoes quadréticas,

ghp(y) = ay® + By +1/2, para 0 <y < h,

ondeh >0ea = #31/2 (dado que gp,g(h) = 0).
Na optimizagao da curva, fizeram-se variar os dois
parametros de configuracao da funcao: h, a altura
da curva 909, e 3, o seu declive na origem (g’ (0)).
Nesta classe de funcgbes os algoritmos de opti-
mizagao convergiram rapidamente para o referido
resultado: a resisténcia maxima foi atingida com
h = 14142 e 8 = 0.0000, e assumiu o valor
R = 1.4965, ou seja, um valor 49.65% acima da
resisténcia da forma rectilinea. E efectivamente
um resultado muito interessante:

(1) representa um ganho considerdvel no valor
da resisténcia, relativamente ao melhor re-
sultado obtido anteriormente, que se situava
44.77% acima do valor de referéncia;

(2) o conjunto 9 correspondente tem uma
forma bastante mais simples do que a do
conjunto (2 associada ao melhor resultado
anterior, uma vez que é formada por dois
arcos de parabolas simétricos, quando a ante-
rior era constituida por catorze desses arcos;

(3) esse novo valor de resisténcia estd j& muito
proximo do seu majorante tedrico que, como
se sabe, situa-se 50% acima do valor de
referéncia;

(4) os pardmetros éptimos parecem assumir valo-
res que dao ao conjunto 29 uma configuracao



com caracteristicas muito especiais, como a
seguir se percebera.

Os parametros 6ptimos parecem assumir os va-
lores exactos h = V2 e f = 0. A representacio
grafica da fungao R(h, ) através de curvas de
nivel, Figura 1, estd em perfeita concordancia com
essa possibilidade — repare-se que as curvas de
nivel parecem perfeitamente centradas no ponto
de coordenadas (v/2,0), assinalado na figura por
um “+47”. Calculou-se entao numericamente a re-
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Figura 1. Curvas de nivel da funcao R(h, 3).

sisténcia da cavidade Q978 com os valores exactos
h=+v2e 8 = 0, tendo o resultado confirmado o
valor 1.49650.

A forma do conjunto Q96 com h = v2 e 3 =
0 é um caso particular a que estao associadas
caracteristicas especiais que poderao justificar o
elevado valor de resisténcia que apresenta. As duas
secgoes da forma sao arcos equivalentes de duas
parabolas de eixos horizontais e concavidades vol-
tadas uma para a outra — ver Figura 2b. Mas
a particularidade da configuragao reside no facto
do eixo das parabolas coincidir com a linha de
entrada da cavidade (eixo dos ), e o foco de cada
uma situar-se no vértice da outra — designemos
esta forma de cavidade simplesmente por “Dupla
Pardbola” (Figura 2a).

| vértice 2
17

foco 1’,‘
|, parébola 2
/

vértice

parabola 17\

Figura 2. Dupla Parabola.

4. CARACTERIZACAO DAS REFLEXOES
NA FORMA “DUPLA PARABOLA”

Cada uma das ilustragoes da Figura 3 reproduz,
para a Dupla Parabola, uma trajectoria concreta,
obtida com o nosso modelo computacional. E re-

confortante verificar que, a excepcao da tltima
trajectéria, em todas as restantes a particula surge
a saida da cavidade com uma velocidade quase
invertida relativamente aquela que foi a sua velo-
cidade de entrada. Este é o “sintoma” que carac-
teriza inequivocamente uma cavidade de 6ptimo
desempenho. Mesmo no caso da trajectéria da
ilustracao (f), a direccdo da velocidade de saida
parece nao andar muito distante da de entrada.

Se analisarmos as cinco primeiras ilustragoes, ve-
rificamos existir algo em comum no comporta-
mento da particula: para descrever a trajectoria,
a particula é sempre sujeita a trés reflexdes. Esta
parece ser uma caracteristica determinante para
a aproximagao dos angulos de entrada e de saida.
Embora esta convicgao tivesse sido inicialmente de
natureza meramente empirica, os resultados do es-
tudo analitico que se veio a realizar em [Gouveia,
2007] vao no sentido de confirmar que uma parte
muito significativa das trajectorias “benignas” —
aquelas em que os vectores velocidade de entrada e
de saida sao quase paralelos — subentendem exac-
tamente trés reflexdes. Nesse estudo, conseguiu-
se ainda demonstrar algumas propriedades im-
portantes que ajudam a consolidar os resultados
numéricos que obtivemos para a Dupla Parabola,
designadamente,

® (ue nao existem trajectorias com menos de 3
reflexoes;

e para angulos de entrada |p| > ¢ =
arctan (%) ~ 19.47°, todas as trajectérias
sao de 3 reflexoes;

e em trajectérias com 4 ou mais reflexoes,
a diferenga angular é delimitada por 2¢q:

lo — ot] < 2¢0.

(d) () (f)

Figura 3. Exemplo de trajectérias obtidas com o
modelo computacional: (a) x = 0.45, ¢ =
75°; (b) © = 0.45, ¢ = 55° (c) = = 0.45,
v =35% (d) = = 0.3, ¢ = 75°; (e) x = 0.0,
» =35 (f) © = 0.48, p = 5°.



5. OUTRAS POSSIVEIS APLICACOES

Para além de maximizar a resisténcia newtoniana,
é entusiasmante verificar que as potencialidades
da forma Dupla Pardbola por nds encontrada,
podem vir a revelar-se também muito interes-
santes noutros dominios de interesse préatico. A
Dupla Parabola, embora nao garanta a inversao
perfeita da velocidade das particulas que com
ela colidam, desempenha essa missao com grande
sucesso: garante uma grande aproximacao das
direcgoes dos fluxos incidente e reflectido para
uma parte significativa dos angulos de incidéncia,
e mesmo para os restantes nao permite que o
desfazamento atinja valores elevados. Este tipo de
caracteristica pode vir a revelar-se muito interes-
sante noutros dominios de aplicacao, como por
exemplo, na definicdo de novas geometrias para
os elementos Opticos que compoem as superficies
retrorreflectoras — veja-se em [Gouveia, 2007] um
estudo exploratorio sobre este tipo de aplicagao.

6. CONCLUSAO

Com o trabalho agora apresentado, que surge
na continuagao do estudo realizado anterior-
mente pelos autores em [Plakhov and Gouveia,
2007], conseguiu-se obter um resultado original
que nos parece de grande alcance: os algorit-
mos de optimizacao convergiram para uma forma
geométrica muito proxima da forma ideal — a
Dupla Pardbola. Trata-se de uma forma de rugo-
sidade que confere uma resisténcia quase maxima
(muito préxima do majorante tedrico) a um disco
que, para além de se deslocar num movimento
translacional, rode lentamente sobre si préprio. Na
Figura 4 é ilustrado um desses corpos. Atendendo

|

AA A ‘ /
\ \ \ 4/
\ N B/ a4

Figura 4. Corpo 2D (quase) 6ptimo.

a que o contorno do corpo apresentado é inte-
gralmente formado por 42 cavidades {2 com a
forma da Dupla Pardbola, cada uma das quais
com uma resisténcia relativa de 1.49650, de (3)

concluimos que R(B):%R(Q) ~ 1.4951 é
a resisténcia total do corpo, um valor 49.51%
acima do valor de resisténcia do disco de contorno

liso correspondente (o menor disco que inclua o

corpo). Sabemos que se o corpo for formado por
um numero suficientemente elevado de pequenas
dessas cavidades, a sua resisténcia atingird mesmo
o valor 1.4965, mas o exemplo apresentado é sufi-
ciente para percebermos o quao proximos ficdmos
do conhecido majorante teérico (50%).

Tendo ainda em conta que o majorante 1.5 é
um resultado tedrico que apenas nos indica a
nao existéncia de formas que superem esse valor
de resisténcia, a forma por nds encontrada po-
derd mesmo tratar-se de uma solugao Sptima. A
confirmar-se esta hipdtese o nosso resultado ga-
nhard ainda uma importancia redobrada. Embora
nao se perspectivem faceis desenvolvimentos, este
é um importante problema que fica em aberto a
espera de futuras contribuigoes que, se nao vierem
a superar o nosso resultado, venham a permitir
reforcar esta nossa conjectura.

REFERENCIAS

F. Brock, V. Ferone, and B. Kawohl. A symmetry
problem in the calculus of variations. Calc.
Var., 4:593-599, 1996.

G. Buttazzo and B. Kawohl. On Newton’s pro-
blem of minimal resistance. Matth. Intell., 15:
7-12, 1993.

M. Comte and T. Lachand-Robert. Newton’s pro-
blem of the body of minimal resistance under a
single-impact assumption. Calc. Var. Partial
Differ. Eq., 12:173-211, 2001.

Paulo D. F. Gouveia. Computacao de Simetrias
Variacionais e Optimizacdao da Resisténcia Ae-
rodinamica Newtoniana. PhD thesis, Univer-
sidade de Aveiro, Portugal, 2007. (Submetida
em Julho de 2007 para prestacao de prova de
Doutoramento).

T. Lachand-Robert and M. A. Peletier. Newton’s
problem of the body of minimal resistance in
the class of convex developable functions. Math.
Nachr., 226:153-176, 2001.

Isaac Newton. Philosophiae naturalis principia
mathematica. (London: Streater), 1687.

Alexander Yu. Plakhov. Newton’s problem of a
body of minimal aerodynamic resistance. Dokl.
Akad. Nauk., 390(3):314-317, 2003a.

Alexander Yu. Plakhov. Newton’s problem of
the body of minimal resistance with a bounded
number of collisions. Russ. Math. Surv., 58(1):
191-192, 2003b.

Alexander Yu. Plakhov. Newton’s problem of the
body of minimum mean resistance. Sbornik:
Mathematics, 195(7-8):1017-1037, 2004.

Alexander Yu. Plakhov and Paulo D. F. Gouveia.
Problems of maximal mean resistance on the
plane. Nonlinearity, 20:2271-2287, 2007.



