Maria de La Salete Dias Esteves

Duplicacao de periodo, renormalizacao e
entropia em sistemas unidimensionais

Departamento de Matematica Pura

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
Setembro / 2004






Maria de La Salete Dias Esteves

Duplicacao de periodo, renormalizacao e
entropia em sistemas unidimensionais

Tese submetida a Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

para obtencdo do grau de Mestre em Matematica- Fundamentos e Aplicagées,

realizada sob a orientacao cientifica do Professor Jorge Rocha

Departamento de Matemética Pura
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Setembro / 2004



Ao Zé e aos meus pais



Agradecimentos

O meu primeiro agradecimento é dirigido ao meu orientador, Jorge Rocha, por tudo
0 que me ensinou e as condigoes que me proporcionou.
Agradeco ainda, a Escola Superior de Tecnologia e Gestao de Mirandela pela con-
cessao da dispensa do servico docente na parte final da elaboracao deste trabalho.
Finalmente agradeco ao Professor Fernando Jorge Moreira pelos prestaveis es-

clarecimentos sobre alguns dos assuntos abordados nesta minha tese.

111



v



Indice

Agradecimentos . ............ iii
Indice. ... v
Introducaon ... 1
Capitulo 1: Definicoes e resultados preliminares ................................. 3
Ordem de Sarkovskii e 6rbitas simples ......... ... . . 3
Pontos homoclinicos ... 6
Bntropia oo 9
Capitulo 2: Orbitas periddicas e entropia ............ i 19
Entropia positiva e periodos dos pontos peridodicos ............... ..., 19
Entropia zero e estrutura das érbitas periddicas ............ ... L 29
Capitulo 3: Pontos homoclinicos e entropia ............ ... ... ... .. ... 37
Capitulo 4: Bifurcacao de érbitas periddicas ..., 43
Capitulo 5: Entropia e aplicagoes afim com patamares ......................... 51
Capitulo 6: Pontos recorrentes, entropia e renormalizagao....................... 65



Bibliografia

vi



Introducao

Nesta dissertacao estudam-se algumas relagoes entre entropia, duplicacao de periodo e
renormalizacao de um sistema dinamico unidimensional permitindo um melhor conhe-
cimento do comportamento das suas orbitas.

Com a nogao de entropia topoldgica de uma aplicagao f € C°(X, X), onde (X, d) é
um espaco métrico compacto, é possivel medir a complexidade da sua dinamica. Mais

rigorosamente, define-se entropia de f, h(f), como sendo

1
h(f) = lim limsup w’
n

e—0F n—-+o0o
onde r(n, €, f) representa o nimero maximo de drbitas de tamanho n que se conseguem
distinguir utilizando a precisao €. Se h(f) > 0, entao r(n,e¢, f) apresenta um cresci-
mento exponencial, relativamente a n, e neste caso diz-se que a aplicacao f é cadtica.
De notar que a palavra cadtica revela a auséncia de previsibilidade.

Por outro lado, uma aplicacao continua definida num intervalo fechado é cadtica
se e 86 se existe um ponto homoclinico (capitulo 3) ou, equivalentemente, uma érbita
periodica cujo periodo nao é uma poténcia de 2 (capitulo 2). Assim a entropia de uma
aplicagao f € C°(I,I) é zero se e somente se os perfodos das suas dérbitas periédicas
sado poténcias de 2. Verifica-se ainda que a estrutura dessas drbitas (ordenagao em R)
é rigida: s@o drbitas simples (capitulo 2).

Esta tese encontra-se dividida em seis capitulos, apresentando-se no inicio de cada
um deles uma pequena introducao informativa sobre o seu conteudo.

No capitulo 1, introduzem-se as defini¢coes de drbita simples, ponto homoclinico e
entropia topolégica, bem como alguns resultados sobre a existéncia de pontos periédicos.

Aqui apresenta-se um resultado (Proposi¢ao 1.18) que desempenhard um papel im-



portante na prova dos resultados a estudar. Este fornece uma condigao suficiente para
que uma aplicacao continua, definida num intervalo fechado, tenha entropia positiva.

O capitulo 2 ¢ dedicado ao estudo das relacoes entre entropia, periodos de érbitas
periddicas e estrutura dessas érbitas.

No capitulo 3 estuda-se a relacao entre a existéncia de pontos homoclinicos e en-
tropia.

No capitulo 4 abordam-se propriedades topolégicas do espaco das aplicacoes C*
com entropia positiva, nomeadamente demonstra-se que este é aberto e que a sua

fronteira é um subconjunto de
{feCi(1,1) + P(f)={2":i€eNg}},

onde P(f) representa o conjunto formado pelos periodos (das érbitas periddicas de
f). A inclusao reciproca corresponde a uma conjectura feita por L. Block e D. Hart
em [5] e demonstrada por V. Jiménez Lépez em [8].

No capitulo 5 mostra-se que qualquer vizinhanga de uma aplicacao afim com pata-
mares, Sy, cujo conjunto dos pontos peridédicos é constituido pelas poténcias de dois,

contém aplicacoes afins com patamares, S, e Sy, verificando
P(Sw/) - {Qi 11 E No} - P(Sw//)

e portanto S, pertence a fronteira do conjunto formado pelas aplicacoes afins com
patamares com entropia positiva. De referir que no decorrer da demonstracao provou-
se que se f € C°(I,I) é uma aplicagao multimodal e P(f) = {2' : i € Ny}, entdo a
aplicacao f admite um ponto recorrente nao periédico.

Finalmente, no capitulo 6, introduzem-se as nocoes de aplicacao renormalizdvel e
infinitamente renormalizdvel. Prova-se que se uma aplicacdo f € C°(I,I) admite um
ponto recorrente nao periddico e h(f) = 0, entdo f é uma aplicacao infinitamente
renormalizavel. Assim, se f € C°([, ) é uma aplicacio multimodal e P(f) = {2 : i €

Np}, entao a aplicagao é infinitamente renormalizével.



Capitulo 1

Definicoes e resultados preliminares

Neste capitulo apresentam-se algumas nocoes e resultados fundamentais para a com-
preensao dos assuntos a estudar. Alguns dos resultados sao apresentados sem a respec-
tiva prova, uma vez que estes nao constituem, por si s, o objectivo deste trabalho,
mas sim ferramentas imprescindiveis no estudo que se segue.

Este capitulo encontra-se dividido em trés seccoes: ordem de Sarkouvskii e orbitas

simples; pontos homoclinicos e entropia.

1.1 Ordem de Sarkovskii e 6rbitas simples

Nesta seccao procede-se a apresentacao de alguns resultados elementares sobre a ex-
isténcia de pontos periddicos (Proposicao 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4), do Teorema de Sarkovskii
e a introducao da nogao de drbita simples.

Ao longo de todo o trabalho, considera-se I um intervalo compacto e C(I,1) o
espago das aplicagoes continuas de I em I. Para f € CY(I,I) e n € Ny, define-se f"

indutivamente em Ny por f° =id e f* = f o f*»~!. Para cada x € I, o conjunto

O(x) = {, f(a),---, f"(x), -} = [J{f"(2)}
neNg
representa a drbita de x. Quando O(z) = {x} diz-se que = é um ponto fizo de f. Mais,

se existe k € N tal que f¥(x) = 2 e fi(z) # x, para todo j € {1,---,k — 1}, entdo x
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diz-se um ponto periédico de periodo k e denotar-se-a a sua 6rbita por P, afirmando-se
que P é uma orbita periodica.

No que se segue, Per(f) representa o conjunto dos pontos peridédicos da aplicacao
f e P(f) o conjunto dos inteiros positivos k tais que f admite pelo menos um ponto
periddico de periodo k.

Um ponto = € [ diz-se um ponto pré-periodico de f se existe s € Ny tal que
fé(x) € Per(f).

Um ponto y é w-limite de = se existe uma sucessao n; — +oo, quando k — +00,
tal que kkrfoo f™(z) = y. O conjunto formado pelos w-limite de = denota-se por w(x) e
x diz-se que um ponto recorrente se x € w(x). De notar que se x é um ponto recorrente
entdo, para qualquer n € N, z,, = f™(z) é ainda um ponto recorrente e O(z) C w(x).
Claramente os pontos peridédicos sao pontos recorrentes.

Um ponto x € [ diz-se um ponto nao errante de f se para toda a vizinhanga U
de z, existe n € N tal que f"(U) N U # 0. Representar-se-4 por Q(f) o conjunto

formado pelos pontos nao errantes, tendo-se U w(z) € Q(f). De referir que Q(f) é

zel
um conjunto fechado e f-invariante, isto é, f(2(f)) C Q(f).

Dados K, .J C I intervalos fechados, escreve-se K — J quando f(K) D J.
As proposicoes que se seguem permitem obter condigoes suficientes para a ex-

istencia de pontos periodicos.

Proposigao 1.1 Sejam f € C°(I,I) e K C I um intervalo fechado. Se K — K,

entdo f admite pelo menos um ponto fizo em K.

Demonstracao: Da hipdtese, existem x,y € K tais que K = [f(x), f(y)]. Conse-
quentemente f(z) < z e f(y) > y, donde, por continuidade, existe z € K tal que
f(z) ==z O

Proposigao 1.2 Sejam f € C°(I,1) e J,K C I intervalos fechados. Se J — K,
entao existe um intervalo fechado L C J tal que f(L) = K.

Demonstracao: Sejam a,b € J tais que K = [f(a), f(b)]. Suponha-se que a < b
(o outro caso é andlogo). Considerando ay = max{z € [a,b] : f(x) = f(a)} e by =

min{z € [ag,b] : f(z) = f(b)}, tem-se f([ag,by]) = K. O
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Proposigao 1.3 Sejam f € C°(I,I) e k € N. Sejam I, C I, i € {0,1,---,k — 1}
intervalos fechados. Se Iy — Iy — Iy — -+ — I, 1 — Iy, entao existe x € Iy tal que

fHx) =2z e fi(z) € I, para cada i € {1,k —1}.
Demonstracao: Aplicando sucessivamente a Proposicao 1.2 obtém-se

AJio1 € Dpmr 2 f(Jr—1) = Lo
A2 C Ixo: f(Jk—2) = Jr

AL C L f(h) =,
3Jo € Io: f(Jo) = Ji,
donde f*(Jy) = Iy D Jy e portanto existe x € Jy tal que f*(zo) = zg. Por construgao

segue que f'(zg) € J; C I, para cada i € {1,---,k — 1}. d

Proposigao 1.4 Sejam f € C°(I,1) e J, K C I intervalos fechados. Se o conjunto
J N K nao contém pontos fizos de f e f(J)N f(K) D JUK, entdao 3 € P(f).

Demonstracgao: Considerando os intervalos J e K, tem-se
J—-K—K—J,

pelo que existe a € J tal que f(a), f*(a) € K e f*(a) = a. Se f(a) = a, entao
a € JN K, o que contradiz a hipétese. Logo a é um ponto peridédico de periodo 3 de

f, donde 3 € P(f). O

Em 1975, Li e Yorque publicaram um artigo onde se prova que se uma aplicacao
f tem um ponto periddico de periodo 3, entao admite pontos peridédicos de qualquer
periodo. No entanto ja em 1964 Sarkovskii tinha descrito a estrutura do conjunto
P(f).

Apresenta-se de seguida a ordem de Sarkovskii, <1, definida no conjunto NU {2°°}:
39547<99<9---<92-3492-5<92-7<92-9<9---<922.3922-5122.7922.94
S 2" 3252 -T2 920 - al64 24l

Se k = k' - 2P, onde p é um inteiro nao negativo e k' um inteiro positivo impar,

entao k <12® se e s6se k' > 1.



Fazendo um uso bastante subtil da ideia central da prova da Proposicao 1.3,

demonstra-se o teorema que se segue.

Teorema 1.5 (Teorema de Sarkovskii) Sejam f € C°(I,I) e n,k € N. Sen €
P(f) en<k, entao k € P(f).

Demonstracao: Ver, por exemplo, em [13]. O

De seguida, introduz-se a nocao de orbita simples.

Definigao 1.6 Seja P uma érbita periddica de f € C°(1, 1) de periodo 2%, onde k € N.
Diz-se que P € wma érbita simples se para qualquer {qi,---,q,} C P drbita periddica

de ff,onden>2, nxr=2eq <---<q,, tem-se

fr({(h? T 7q%}) = {q%-ﬁ—la T 7Qn}

Nota 1.1 Note-se que, para uma 6rbita periddica simples, f(g;) ndo pode pertencer

ao intervalo aberto limitado por ¢; e f2(g;).

Exemplo 1.1 Sejam f € C°(I,I)e P = {py,---,ps} uma 6rbita periédica de periodo
8 com p; < py < -+- < pg. A Orbita P é simples se e s6 se f({p1,p2,p3,p4}) =

{ps, p6, 7,08}, f2({p1,p2}) = {ps,pa} e fP({ps, ps}) = {pr.ps}. Assim, se f(p1) =
D5, f(p2) = Pe, f(ps) = Ps, f(P4) = p7, f(p5) = D3, f(pﬁ) = P4, f(P?) =P € f(ps) =

P2, entao P é simples.

1.2 Pontos homoclinicos

Nesta seccao procede-se a definicao de ponto homoclinico e de wariedade instdvel.

Considera-se V, o conjunto formado pelas vizinhancas de p.
Definigao 1.7 Seja p um ponto fizo de f € C°(I,I). O conjunto

Wep,f)={zel |VW eV, IneN:ze f"(V)}
designa-se por variedade instavel de p em f.
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Define-se ainda variedade instavel a direita
W, f,+)={z €I |Wel(b>p),IneN:ze f(pb)}
e variedade instdvel a esquerda
Whp, f,—)={zxe€l|Vael(a<p),IneN:xze f*((a,p])}.

Segue-se a apresentacao de algumas propriedades dos conjuntos definidos anterior-

mente.
Proposigao 1.8 Sejam f € C°(I,1) e p um ponto fizo de f. Entdo:
1. os conjuntos W*(p, f), W*(p, f,+) e W*(p, f,—) sao conezos;

Wu(p,f,—);

Demonstragao:

1. De seguida prova-se que W"(p, f) é um conjunto conexo.

Sejam x,y € W¥(p, f). Admita-se, sem perda de generalidade, que z < p < y.
Considerando z € [z,y] e V € V,, existe § > 0 tal que Bs(p) CV e Bs(p) € V),
donde

dn, e N:xz € f"(Bs(p)) e In, € N:y € f™(Bs(p)).

Como Bs(p) é um intervalo, f™(Bs(p)) e f™(Bs(p)) sdo conjuntos conexos e
portanto, uma vez que p é ponto fixo, se z € [z,p], entdo z € f"(Bs(p)) C
fm=(V), caso contrario, se z € [p,yl, entao z € f™(Bs(p)) C f™ (V). Assim, z €
W"(p, f) e consequentemente W*(p, f) é um conjunto conexo. Analogamente se

prova que os conjuntos W*(p, f,+) e W*(p, f, —) sdo conexos.

2. Basta atender a definigao de W*(p, f), W"(p, f,+) e W"(p, f, —).

7



3. Dada uma vizinhanga V' de p, existem a,b € I, a < p < b, tais que (a, p|, [p, b) C

V' e portanto

Seja x € W"(p, f). Admitindo que x ¢ W¥(p, f,+), entdo existe b > p tal que
x ¢ f"([p, b)), para todo n € N. Dado a < p, o intervalo (a,b) € V,, donde

dneN:xz e f*((a,b)).

Como f™((a,b)) = f"((a,p]) U f*([p, b)), conclui-se que = € f™((a,p]) e conse-
quentemente x € W*(p, f, ). Logo W"(p, f,+) UW"(p, f, =) = W"(p, f).

O

Definigao 1.9 Seja f € C°(I,I). Um ponto x € I diz-se um ponto homoclinico se

existe um ponto periodico p de f tal que:
1. x # p;
2. x € W¥p, f"), onde n € o periodo de p;
3. fr(x) = p, para algum inteiro positivo m.

Finaliza-se a seccao apresentando o grafico de uma aplicacao f continua que admite

um ponto homoclinico (ver Figura 1.1).

|
L D [ e !
| | l

P a T

Figura 1.1
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Note-se que a € W*(p, f), donde x = f(a) € W*(p, f). Como f(z) = p, segue que

x ¢ um ponto homoclinico de f.

1.3 Entropia

Pretendendo estudar a complexidade da dinamica de uma aplicagao continua definida
num espago métrico compacto, interessa medir a taxa de crescimento, quando n tende
para infinito, do niimero de orbitas de tamanho n que se podem distinguir com precisao
fixada, pelo que se procede a definicao de entropia topoldgica.

Nesta sec¢ao pretende-se atingir dois objectivos principais. Denotando por A(f)
a entropia topoldgica de f, com f € C°(I,I), primeiro demonstra-se que se f é de
classe C', entao h(f) < +oo (Proposi¢ao 1.11) e segundo prova-se que se existem
Iy, I; C I intervalos fechados e disjuntos e n € N tais que f"(ly) N f™(1;) 2 Ip U I,
entao h(f) > 0 (Proposi¢ao 1.18).

A finalizar apresenta-se um exemplo de uma aplicacao continua com entropia +oc.

Definicao 1.10 Sejam n € N, € > 0, (X,d) um espagco métrico compacto e f : X —
X uma aplicagao continua. Diz-se que um conjunto S C X € (n,€)-separado se, para

quaisquer dois pontos distintos x,y € S,

max d(f'(z), f'(y)) > €.

0<j<n
Sendo X um espago métrico compacto, qualquer conjunto (n, €)-separado é finito.

Assim, define-se

r(n,e, f) = max{#5S : S C X é (n,¢)-separado}.

h(e, f) = lim sup M.

n—-+4oo n

De referir que r(n, €, f) conta o nimero méximo de drbitas de tamanho n que se
podem distinguir com precisao € e se h(e, f) > 0, entdo esse ntimero cresce de forma
exponencial com n. Mais, como r(n, ey, f) > r(n, e, f), para 0 < €3 < €, a fungao

€ — h(e, f) é decrescente.



Finalmente, definindo entropia topologica por

h(f) = lim h(e, f),

e—0t

tem-se claramente 0 < h(f) < +o0.

Proposigao 1.11 Se f € CY(I,1), entdo h(f) < max {0,10g (malx |f’(x)|)}
TE

Demonstragao: Seja f € C1(I,1). Se Iileél;{|f,($)| < 1, entao, para a, b € I, |f(a) —
f(b)] < la—b| e portanto h(f) = 0. Se rgg;(]f'(x)\ > 1, considere-se € > 0, n € N e
S C I um conjunto (n,€)-separado. Dados a, b € S, existe i € {0,---,n — 1} tal que
|fi(a) — f(b)] > €, donde, como

@ =01 < (mag 7)o 01 < (maelr 1) a0l

se conclui que

7 . zb
oy S@FOL e
! !/
(maxlr @) (maxlro)
"I
Assim #S5 < (ma;c | f’(:p)|) u, onde |/| é a amplitude do intervalo I, e consequente-
S €
mente 1
he, f) = limsup 287016 S)
n—-—+00
| el
og | (max|f'(x)])
. zel €
< limsup
n—-+o0o n

= log (rggflf’(xﬂ)-
OJ
De forma a encontrar uma condicao suficiente para que determinada aplicacao,
definida num intervalo, tenha entropia positiva, calcula-se a entropia topoldgica da

aplicacao shift unilateral. Para tal considere-se o conjunto
E;F = {<xn)n€No 1Ty € {O, 1},Vn € No}

munido da métrica

+oo
lz; — il
d((xn)nENoa (yn)neNo) - Z T
=0
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Prova-se que o espaco métrico X3 é compacto e que a aplicacao shift unilateral, definida

por

o: Iy — X7
’
(l‘n>n€No — (xn+1)n€No

¢é continua.
Proposicao 1.12 Seja o a aplicagdo shift unilateral. Entao h(o) = log 2.

Demonstragao: Inicialmente considere-se € = 271, O conjunto {(8,)nengs (tn)nen, |
é (n,271)-separado se e somente se existe j € {0,1,---,n — 1} tal que s; # t;. Assim,
r(n,271,0) = 2" e consequentemente

log 2™

h(27Y,0) = limsup
n—-+00

n
nlog2

= limsup
n—-+o0o n

= log2.

Considerando agora € = 27'37% com k € N, tem-se
r(n,27'37% o) =r(n+k,27", o),

pois d(a((5)neng)s 0 ((tn)nen,)) > 27137F, para algum 0 < i < n, se e somente se
sj # tj, para algum 0 < j < n 4+ k. Desta forma

] 2-137k
h(27137% o) = limsup ogr(m, .0)
n—-+00 n

logr(n+k,271, 0)

= limsup

n—-4oo n

, n+klogr(n+k, 271 0)
= limsup

n—-+o0 n n+k
= h(27'0).

Sendo € — h(e, f) uma fungao mondtona decrescente, conclui-se que
h(c) = h(27},0) =1log2.

O
Da definicao de entropia obtém-se directamente o resultado que a seguir se apre-

senta.
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Proposigao 1.13 Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f € C°(X, X). Se
K C X € fechado e f(K) C K, entdo h(fi,) < h(f).

Demonstracao: Sejam € > 0 e n € N. Claramente todo o conjunto (n, €)-separado
para f|,. é também (n, €)-separado para f, donde r(n, €, f,.) < r(n, €, f) e consequente-

mente h(f,) < h(f). O

Considerando K = Q(f), pela Proposigao 1.13, tem-se h(f},,,) < h(f). Utilizando

a definigdo de Q(f) prova-se a igualdade entre as entropias.

Teorema 1.14 Sejam (X,d) um espago métrico compacto e f € C°(X, X). Entdo
h(f) = h(fio)-

Demonstracao: Ver, por exemplo, em [1], p.194-195.

Teorema 1.15 Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f: X — X uma func¢ao

continua. Se k é um inteiro positivo, entio h(f*) = kh(f).

Demonstragao: Pela continuidade uniforme de f sabe-se que, para cada ¢ > 0, existe
0 < § < e tal que se d(z,y) < 4, entao d(f’(x), f/(y)) <€ para 0 < j < k. Assim,

todo o conjunto (nk, €)-separado para f é (n,d)-separado para f*, logo
r(n, o, f*) > r(nk,e, f).
Por outro lado, para y € X,

{f"y) :0<i<n} C{f(y):0<i<nk}

pelo que qualquer conjunto (n, §)-separado para f* é também (nk, §)-separado para f
e portanto

r(n, 6, f*) < r(nk, o, f).
Consequentemente, para qualquer n € N, tem-se

r(nk,d,f) _ r(n,6, f*)
n - n - n

r(nk, ¢, f)

Y

12



donde, fazendo n — 400, obtém-se

kR, f) = (6, f*) = kh(e, f)
S —
kh(f) = h(f*) = kh(f),
o que permite concluir que
kh(f) = h(f").
U
Sejam (X, d) e (Y,d’) espagos métricos compactos e f: X — X, g:Y — Y e

v : X — Y aplicagoes continuas. Diz-se que f e g sao semi-conjugadas se o diagrama

f: X —- X
el L
g: Y — Y
comuta, isto é, po f = goyw. Quando a aplicacao ¢ é bijectiva diz-se que as aplicagoes

f e g sao topologicamente conjugadas.

Teorema 1.16 Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos compactos. Sejam f: X — X,
g:Y — Y aplicagoes continuas semi-conjugadas por p : X — Y. Se a aplicagao ¢ €

sobrejectiva, entao h(f) > h(g).

Demonstracao: Pela continuidade uniforme de ¢ sabe-se que, para cada € > 0,
existe 0 < ¢ < € tal que d(xy,x2) > ¢ sempre que d'(¢(x1),p(z2)) > €. Seja
E(n,e,g) C Y um conjunto (n,e€)-separado tal que #FE(n,€,g) = r(n,e,g). Cons-
truindo o conjunto E(n,d, f) através da escolha de um elemento a € ¢! ({z}), para
cada = € E(n,€,g), tem-se #E(n,d, f) = #E(n,¢,g). Assim, dados a,b € E(n,?, f)
existem x,y € E(n,¢,g) tais que p(a) = = e ¢(b) = y, donde, pela definigao de
E(n,e,g), existe j € {0,---,n — 1} tal que

d(g(x), 9 (y)) > e.

Consequentemente
d'(p(f7(a), p(f (b)) > €,
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logo
d(f'(a), (b)) > .
Assim,

e, tomando n — +o00, obtém-se

donde se conclui que

O

Corolario 1.17 Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos compactos. Sejam f : X —
X, g:Y — Y aplicagoes continuas topologicamente conjugadas por ¢ : X — Y. Entao

h(f) = h(g). Em particular a entropia de uma aplica¢do nao depende da métrica.

Demonstracao: Basta notar que as aplicacoes ¢ e ¢!

do Teorema 1.16 que h(f) = h(g). O

sao sobrejectivas e deduzir

Esta-se agora em condicoes de cumprir o objectivo proposto logo apds a Proposicao

1.11.

Proposigao 1.18 Sejam f € C°(I,1) e Iy, I, C I intervalos fechados e disjuntos. Se
f™(Lo) N f*(11) 2 Iy U I, para algum n € N | entdao h(f) > 10%2.

Demonstracao: Seja g = f". Pela Proposigao 1.15, h(f) = @, donde ¢ suficiente

provar que h(g) > log2.

Considere-se o seguinte conjunto
A={zel:g"(x)e lhyUl,Vn € Ny}.

De referir que A é compacto e g(A) C A.

Comece-se por provar que g, ¢ topologicamente semi-conjugada a o.
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Definindo a aplicacao
m: A — XF
x — 7(x)
por
(r(@)i =0 se gi(x) € Iy
(r@)i=1 se g@)eh

, 7 € Ny,

tem-se 7o g, = 0 on. Com efeito, dado x € A, com 7(g(x)) = (bp)nen, € T(x) =

(Gn)nen,, tem-se

g'(9(x)) € Iy,

. = bi = aip1 = o(7(x)) = m(g(x)).
g'(x) € 1,

Prove-se agora que 7 é continua. Sejam q € A, € > 0 e ng um inteiro positivo tal

1

que 5375 < €. Como g é continua, existe § > 0 tal que, parap € A e d(p, q) < J tem-se

¢ (p) € I,,, onde 0 < j < ng e m(q) = (Si)ien,, € consequentemente

d(p,q) <= d(n(p),m(q)) <

9 3m0 < €.

Assim, as aplicacoes o e g|, sao semi-conjugadas por 7 : A — 7.
De seguida mostre-se que 7 ¢ uma aplicacdo sobrejectiva. Seja (an)nen, € 29 -

Considerando o conjunto
Lovara, = {x €1:g'(x) € I,,,¥i € {0,1,---,n}},
facilmente se deduz que

Tasaray = Tag N g (Iaya,); (1.1)

logaran = lagan_y N g_n(]an)~ (1~2)

De referir que, para cada n € Ny, pela Proposi¢ao 1.3, Iya,..a, 7 0. Por indugao,
utilizando a igualdade (1.1), prova-se que, para cada n € Ny, I,,4;..q,, € UM conjunto
fechado (logo compacto) e, atendendo a (1.2), conclui-se que (lu4,.-a, )nen, ¢ uUma

sucessao decrescente relativamente a inclusao de conjuntos. Assim, K = ﬂ I,
n€ENg

0G1-"an
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é um conjunto nao vazio e m(x) = (an)nen,, para qualquer = € K, logo m é sobrejectiva.

Desta forma, pela Proposicao 1.12 e pelo Teorema 1.16, se conclui que

h(g) > h(g,) = h(o) = log2.

U

Finalmente apresenta-se uma aplicacao continua com entropia +oco. Para isso
enuncia-se um resultado auxiliar que permite calcular a entropia de aplicacoes monoétonas
por bocados definidas num intervalo fechado. Representar-se-4 por I(f) o nimero de

intervalos maximais para os quais f é monotona.

Teorema 1.19 Seja f : I — [ uma aplicagdo continua e mondtona por bocados.

Entao
lim_log (") = h()
Demonstragao: Ver, por exemplo, em [9], p.169-170. O

Exemplo 1.2 Seja I = [0,1]. Para cadan € N, f,, € C°(I,I) representa a aplicagao

afim por bocados verificando I(f,,) = n,

n

f;l(O):{%:kz:O,l,---,[E]}

2k+1

f;1(1):{ - :k:0,1,---,[”;1]}.

A Figura 1.2 apresenta o grafico de fs. Claramente [(f*) = n*, donde h(f,) = logn.

Considere-se a aplicacao continua f : I — [ topologicamente conjugada com fo, 1

em [27" 27"t para cadan € N, e f(0) = 0. A Figura 1.3 mostra o grafico de f.

16



Figura 1.2

Assim, da Proposicao 1.13 e do Corolario 1.17, vem

B(F) 2 hfirsnir) = h(font) = log(2n — 1), Vn € N

e consequentemente h(f) = +o0.

Figura 1.3
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Capitulo 2
Orbitas periddicas e entropia

Neste capitulo estabelecem-se relagoes entre entropia, periodos de érbitas periddicas e
estrutura (ordenagao em R) das orbitas periddicas. Mais precisamente na secgao 2.1
(Teoremas 2.1 e 2.2) mostra-se que f € C°(I,I) tem entropia topoldgica positiva se e
somente se admite alguma orbita periddica cujo periodo nao é uma poténcia de 2.
Assim, a entropia de f € C°(I,I) é zero se e s6 se todas as érbitas periddicas de
f tém periodos que sao poténcias de 2. Na secgao 2.2 (Teorema 2.12) mostra-se que

a estrutura destas dérbitas é bastante rigida: sao érbitas simples.

2.1 Entropia positiva e periodos dos pontos periédicos

O teorema seguinte apresenta uma condicao suficiente para que uma aplicacao continua,
definida num intervalo, tenha entropia positiva. Considera-se que 1 = 2° é uma

poteéncia de 2.

Teorema 2.1 Seja f € C°(I,1). Se f admite um ponto periédico cujo periodo nao é

poténcia de 2, entao h(f) > 0.

Demonstracgao: Atendendo ao Teorema de Sarkovskii, existe r > 1 tal que f" admite

um ponto periédico x de periodo 3.
Sejam zy = min{z, f"(z), f*(x)} e z; = f" (o), com i € {1,2}. Admitindo,

sem perda de generalidade, que xy < xe < xj, existem z € [xg, 23], w € [r2, 7]
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tais que f"(2) = zo e f"(w) = z. Considerando Iy = [zg,2| e [} = [w,x1], tem-se
2

£ (1o) N £ (1) 2 Iy U I, e portanto, pela Proposicio 1.18, h(f) > &2, O

O objectivo seguinte é provar a afirmagao reciproca do teorema anterior.

Teorema 2.2 Seja f € C°(I,1). Se h(f) > 0, entdo f admite um ponto periddico

cujo periodo nao € uma poténcia de 2.

A demonstracao deste teorema é efectuada apds os Lemas 2.3 a 2.11 ([1], capitulo

4). Inicialmente apresentam-se trés resultados auxiliares.

Lema 2.3 Se a,;, com k,n € Net¢ = 1,---,k, sao nimeros reais nao negativos,

entao
i 1
lim sup — log E an; = max limsup — log a,, ;.
n——+o0o n i—1 1§Z§k n—-+o0o n
k
Demonstracao: Como E Qn,i > an; para cada j € {1,--- k}, tem-se
i=1

1 < 1
lim sup — log g a,; > max limsup — log a,, ;.
n—+oo T i—1 1<i<k podoo N

1
Por outro lado, lirf —logn = 0, pelo que
n——+oo N

k
1 1
lim sup — lo an; < limsup — log(n max a, ;
n—>+oopn g; = n_,+oopn & 1<i<k ni)

= i ! 1 + ! 1
= Tmoup { Jlogn + 7 log g on

= limsup — log max a,;
ntoo N 1<i<k

= limsup — max loga,
ntoo M 1<i<k

. 1
max limsup — log a,, ;.
1§Z§k n—-+o0o n

IN

Lema 2.4 Sejam (a)neny € (Bn)nen, duas sucessoes de nimeros reais. Entdo

]‘ = n n
lim sup — log (Z ea”ﬁ"’“> < max {lim sup a—, lim sup ﬁ—} .

n—+4oo N 0 n—too N n—odoo N
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Demonstracgao: Sejam

a= hmsup — b= limsup — e ¢ = limsup — log E ek Pn—k
n—-+o0 n’ n—+oo T n—+oo 1

e considerem-se as séries de poténcias

Zeo‘”z e B(z Zeﬁ"

O raio de convergéncia da série A(z) é

Qpy 1
1 lim sup —

- = | en—tx n —e @
lim sup v/ e
n—-+00

e analogamente se conclui que o raio de convergéncia da série B(z) é e~?. Considerando

o produto das séries,

E E eak+5n k Zn,

n=0 \k=0
cujo raio de convergéncia é e ¢, tem-se e~ ¢ > min{e %, e*b} e consequentemente ¢ <

max{a, b}. O
Lema 2.5 Sejam (a,)neny uma sucessao de nimeros reais, byu € R e p € N tais que:
1. u>0;
2. apy1 < ap, +b,Yn € N;
3. Sen>pe > u, entao any1 < ap + u.
- Qn,
Entao limsup — < u.
n—-+o0o n
Demonstragao: Para cada n > p, considere-se P(n) a seguinte propriedade

n < nu+ max{b,a,}.

A propriedade é trivial para n = p. Suponha-se que a propriedade é valida para

n > p. Se a, < nu, entao, por 1. e 2.,

a1 < ap+b<nu+b<(n+1)u+ max{b,a,},
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caso contrario, atendendo a 3.,
a1 < ap +u < (n+ 1)u + max{b, a,}.

Portanto,

an ) max{b, a
lim sup — < limsup <u + M) =u

No que se segue, P(I) = U {A}.
ACT

Defini¢ao 2.6 Um conjunto A C P(I) diz-se uma cobertura de I se U A=1. A

AcA
cobertura diz-se aberta se é constituida por conjuntos abertos.

Dada uma cobertura A (nao necessariamente aberta) de I definem-se

o {ﬂ FAL) Ay € Ae ()1 (A) £ @}
=0

J=0

N(A):min{#C:CQAeIQ UC}

cec
Tal como na seccao 1.1, o objectivo é medir a complexidade da dinamica de f, pelo

que se define

N (A"

h(A, f) = limsup log

n—-—+o00

h(f) = sup{h(A, f) : A é uma cobertura aberta de I}. (2.1)

A definicao acima referida é equivalente a definicao introduzida na seccao 1.1 para
conjuntos (n, €)-separados. E importante salientar que o mesmo nao acontece caso
se substitua em (2.1) “cobertura aberta” por “cobertura”, como evidencia o exemplo

seguinte presente em [1], p.203-205.

Exemplo 2.1 Seja I = [—1,1]. A aplicagdo f : I — I definida por

Lysin(: sex #0
flay=§ ) s

0 sex =20
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=]

5, para todo z € [-1,1], tem-se f"(z) — 0, quando

é continua. Como |f(z)| <

n — 400, donde Q(f) = {0} e portanto, pelo Teorema 1.14,

h(f) = Mfiay)) = Ml fiy) = 0.

Considerando L = [-1,0], R = [0,1] ¢ A = {L, R} quer-se demonstrar que
h(A, f) > 0.

Para cada n € Ny, (M;)!, representa uma sucessao tal que, para todo k €
{0,---,n}, M. € A. Aplicando o Principio de Indugao, prova-se que existe um inter-
valo fechado nao degenerado J C I que satisfaz as seguintes propriedades: fﬁ é um
homeomorfismo; 0 € f(J) e fi(J) C M;, para cada i € {0,---,n}.

Assim, a uma sucessao (M;)!",, corresponde um intervalo J que satisfaz as pro-
priedades enunciadas acima. Como f"(j) ¢ um intervalo aberto e f”(}) C M,, para
x Ej, tem-se f™(x) # 0, pelo que o conjunto M; é o tinico elemento de A ao qual f*(z)

pertence e consequentemente ﬂ f7H(M;) é o tnico elemento de A™™! que contém z.
i=0

Donde, se B é uma subcobertura escolhida de A"*!, entao ﬂ f74(M;) € B. Uma vez
i=0
que a sucessao (M;)™, foi escolhida de modo arbitrario, tem-se A/(A"T!) = 2" ¢

portanto h(A, f) = log 2.

No que se segue, A, representa a cobertura {ANY : A€ A} deY, onde Y C I.

Definicao 2.7 Sejam A e B duas coberturas de I. Diz-se que A é mais fina que B,

e escreve-se A = B,se

VAe A, dBeB: ACB.

Nota 2.1 De notar que se A = B, entao N (A) > N (B) e A" = B", donde
A= B = h(A, f)>h(B,f)

Em todo o texto considera-se um intervalo compacto I C R | pelo que é dado

especial relevo a uma classe especial de coberturas: particoes de intervalos.
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Definicao 2.8 Seja I um intervalo compacto. Diz-se que uma cobertura € uma particao

de I em intervalos se € constituida por intervalos disjuntos dois a dois.

Lema 2.9 Sejam f € C°(I,I) e A uma parti¢io finita de I em intervalos. Entao,
para cadan € N e A € A", existe um intervalo K C A tal que f"(K) = f"(A). Em

particular, o conjunto f"(A) é um intervalo.

Demonstragao: Para cada n € N, seja P(n) a seguinte propriedade
VAe A" AK C A: fM(K) = f"(A).

Se n = 1, entao basta considerar K = A. Admita-se que a propriedade é vélida para

n e prove-se para n + 1. Dado A € A", tem-se
A=Cnf(B),
onde Be Ae C € A", pelo que

re ff(A) & x=f"(y), ye A
& r=f"y), yeCNf(B)
& z=[f"y), f

(

Yy ()Gf"(C’)ﬂBeyEC'

& ze fr(O)N
Atendendo a hipétese de inducdo, existe um intervalo L C C tal que f*(L) =
f™(C), donde
f"(A) = re)nB = f(L)nB.
Como L e B sao intervalos, f"(A) é ainda um intervalo e f"(L) O f™(A). Assim, existe
um intervalo K C L tal que f"(K) = f™*(A), tendo-se, por um lado, K C L C C e
por outro, f"(K) = f"(A) C B, consequentemente K C C'N f~"(B) e

frHE) = f(FUE) = fF(f1(A) = fTH (A).

O
Sendo A uma particao finita de intervalos em I, para quaisquer A, B € Aen € N,

tem-se
(AN f™B)=fTANB) = 0,
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donde

N(A") = #A"
e portanto, atendendo ao Lema 2.3,
1 n
WA, f) = limsup log N'(A")
n—-4oo n
= limsup — log Z #(
n—+oo AcA

- mathsup—log #(A).

AeA n—+oo

Assim, definindo

£ = {A eA: hmsup%log#(ArA) = h(A, f)};

n—-4oo

tem-se claramente & # ().

Lema 2.10 Para qualquer A € &, tem-se

hmiup—IOg#(éA) h(A, f).
Demonstracgao: Para n € N tem-se #(5&) < #A", donde
lim sup —log #(E) < h(A, f).

n—-4oo

Considere-se a;,, = log #( |’;) e 3, = log Z #( ‘"B) ,paran € N, e ag = By = 0.
BeA\¢
Seja n € N. Para cada k € {1,---,n — 1} defina-se

Tk—{BeA| B = ﬂf ), B; € £ para i < k, BkGA\E}

e
T, =¢.
Note-se que
n—1
BeT, < B=()f"(B)B€parai<kB,cA\¢
Z 0 n—k—1
& B= ﬂf—% N ( N f‘l(BM)),
i=0



n
donde #7T}, < e®*efn—+_ Por um lado, como A‘”A = U Ty, vem

n
A) < Z eak“’ﬂnfk’
k=1

donde

h(A, f) < lim sup — log (Z ea”ﬁ"’“) :

n—-+o00 k=0

Por outro lado, dado B € A\ &, por defini¢ao de &, tem-se

hmsupllog #(AJ,) < h(A, f)

n—-—+00
e portanto, pelo Lema 2.3,

limsup& < h(A, f).

n—-+4oo n

Assim, pelo Lema 2.4 e por (2.2),

h(A, f) < limsup %,

n—-4o0o
donde a igualdade
lim sup — log#(§|A) h(A, f).

n—-+o00

Para quaisquer A, B € £, defina-se
(A, B,n) = #{E € & : [(E) 2 B).
Lema 2.11 Se h(A, f) > log3, entdio existe Ag € £ tal que
lim sup —10g7(Ao,Ao, n) = h(A, f).

n—-+o0o

Demonstragao: Sejam u € R tal que log3 < u < h(A, f) e A €& Como

log #(&"™) < log #(¢[",) + log #¢,

admitindo que existe p € N tal que

Vn > p, log () > u = #(E) < BHE),
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pelo Lema 2.5, tem-se

lim sup — log#(é]A)_ ;

n—-+4oo

o que contradiz o Lema 2.10. Assim, para cada p € N, existe um inteiro n > p tal que

Clog #(€f,) > ue #(E) > L), (23)

Dado F € 5&, pelo Lema 2.9, f*(E) é um intervalo e portanto se intersecta r

elementos de £ terd de conter pelo menos r — 2 desses elementos. Mas

#fnﬂ = FHE; €& Enf(E) # 0}
= #{L €& fME)NE; # 0}
pelo que,
#{B €& f1(E) 2 B} = #(¢7) -

Somando relativamente a £ € &, tem-se
D (A Bn) = #(E) — 248
Beg

e por (2.3), para cada p € N, existe n > p tal que
> (A, B,n) = 3#(E) — 24,
Beg

donde
Elongy (A, B,n) > 10g#(f|A) =

Beg

e consequentemente

lim sup — log27 (A,B,n) >

n
n—-+4oo Bet

Atendendo a escolha de u, pode-se concluir que

lim sup — log27 (A, B,n) > h(A, f).

n——+oo Bet

Como £ é finito, pelo Lema 2.3,

lim sup — log27 (A,B,n) = mathsup logv(A B,n),
n—-+o0o B€§ ef n—-+o0o n
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donde, para cada A € &, existe ¢(A) € ¢ tal que

lim sup % log (A, (A),n) > h(A, ). (2.4)

n—-+o0
A aplicacao ¢ : £ — £ admite um ponto periddico. Denote-se esse conjunto por Aj e
o seu periodo por m.

Sejam A,B,C € {e D € §', D' € Sﬁg tais que f*(D) D B e f¥D’) D C. De
notar que f*(D) D B D D'. Assim,

DN D) e e friDn D) 20
e portanto
v(A,C,n+k) > ~v(A, B,n)y(B,C,k). (2.5)

Aplicando (2.5) m — 1 vezes, obtém-se

m—1
¥(Ao, Ag,nm) > [ 7(6'(Ao), ¢ (Ao), n),
i=0
para qualquer n € N, donde, por (2.4), se conclui que

1
lim sup — logv(Ao, Ao, ) > h(A, f).

n—+oo
Mas, 7(1407 AOJ n) < #An7 pelo que
1
lim sup Elog”Y(Ao,Ao,”) = h(A, f).
n—-+400

O

Encontram-se reunidas as ferramentas necesséarias para demonstrar o Teorema 2.2.

Demonstracao do Teorema 2.2: Considere-se um inteiro r > 1;}—(}%3 (se h(f) =
+00, toma-se r = 1).
Dado n € N, existe uma cobertura aberta B tal que

1 1 1
h(viT)Zh(fr)_ﬁ:Th<f)_ﬁ>10g3+1—5210g3.

(Se h(f) = +o00, substitui-se a tltima férmula por h(B, f) > n + log 3.)
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Uma vez que qualquer cobertura de um compacto admite uma subcobertura finita e
os intervalos abertos constituem uma base de abertos de I, entao existe uma cobertura
finita C > B constituida apenas por intervalos abertos e portanto uma particao finita
A de I em intervalos e mais fina que B. Donde, pelo Lema 2.11 e pela Nota 2.1, existe
um intervalo Ay € ¢ e um inteiro positivo m,, grande tal que
milogy(Ao,Ao,mn) > h(A, f") — %( oun +log3 se h(f) = +o0).

n

Sendo s, = v(Ag, Ao, my), tem-se claramente s, > 3™". Assim, pela defini¢ao
de 7, existem intervalos Fy,---, E,, de £"[4, tais que, para cada i € {1,---,s,},
(f7)"™(E;) 2 Ap e, pelo Lema 2.9, para cada i, existe um intervalo K; C E; com
(f7)"(K;) = (f7)™(E;). Portanto os intervalos K, -- -, K, sao subconjuntos de Ay

dois a dois disjuntos tais que (f")""(K;) 2 Ay, para cada ¢ € {1,---,s,}. Como

sp > 5 existem 1 < s;,5; < s,, tais que K, K, C Ag e K,, N K, = 0. Assim,

S5 =

(F7)" (Ke) O (7)™ (Kyy) 2 Ao 2 K U K,

donde, pela Proposicao 1.4, f™" admite um ponto periédico de periodo 3 e conse-

quentemente f admite um ponto peridédico cujo periodo nao é uma poténcia de 2.

O

2.2 Entropia zero e estrutura das orbitas periddicas

Dada uma 6rbita peridédica P de f € C°(I,I), com perfodo m = 2* onde k € N,
diz-se que P é simples quando para qualquer {qi, -, q,} C P 6rbita peridédica de f7,

onden-r=men>2 comq <---<q,,se verifica

FQan--qeh) ={ga1, - an k-

O resultado que se segue permite concluir que a entropia de f é nula se e 86 se

todas as suas Orbitas periddicas sao simples.

Teorema 2.12 Seja f € C°(I,1). A aplicagdo f tem um ponto periddico cujo periodo

nao € uma poténcia de 2 se e somente se admite orbitas periodicas nao simples.
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A demonstracao deste teorema é longa e sera feita com base em resultados auxi-

liares (Proposi¢ao 2.13 e Lemas 2.14 a 2.18). Segue-se principalmente [3].

Proposigao 2.13 Seja f € C°(I,1). Se P é uma drbita periddica de f de periodo n,
onden € par, entao existem dois subconjuntos disjuntos de P que sdo orbitas periodicas

de f* de periodo %.

Demonstragao: Considerando a érbita P = {p1,ps, -+, pn} tal que, para cada i €

{2,---,n}, pi = f(pi—1), basta colocar P, = {p; : i é impar} e P, = {p; : i é par}.

Sejam f € C°,I) e P uma oérbita periddica de f contendo pelo menos dois
elementos. Denote-se por Puin(f) € Puax(f), respectivamente, o menor e o maior
elemento de P.

Definindo os conjuntos
U(f)={zel: f(z)>az},
D(f)={zel: f(z) <z}

e considerando Py(f) o maior elemento de P N U(f) e Pp(f) o menor elemento de
P N D(f), tem-se claramente Puin(f) < Py(f) < Puax(f) € Pum(f) < Pp(f) <
Pmax(f)-

Lema 2.14 ([13]) Sejam f € C°(1,I) e P uma érbita periddica de f. Se f tem um

ponto fizo entre Poiw(f) e Pu(f), ou entre Pp(f) e Puax(f), entao f admite drbitas

periodicas de qualquer periodo.

Demonstracao: Seja py um ponto fixo entre Py, (f) e Py(f). Considere-se o con-
junto

A={z e PNU(f):x > po}.

Note-se que A # () porque Py(f) € A. Sejam p € A tal que f(p) = max f(z) eqoo
e

maior ponto fixo de f em [pg, p]. Por um lado, como

Pmin(f) < Do S qo,
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P nao pode estar contido em [qo, f(p)]. Por outro lado, para = € PN |[q, f(p)], tem-se
re€Aex < f(x) < f(p) sex € U(f), e f(x) < x < f(p), caso contrario. Assim,
existe ¢ € PN|qo, f(p)] tal que f(q) < go < g. Como f(p) > p a condigao ¢ < p implica
que f([q,p]) 2 [q,p] e portanto a existéncia de um ponto fixo em [g, p|, contradizendo

a definicao de qg, pelo que

fle) <q<p<q< fp).

Seja t € [qo, p| tal que f(t) = ¢ (ver Figura 2.1).

Figura 2.1

Assim, f([qo,t]) N f([t,q]) 2 [q0,4q], donde, pela Proposi¢ao 1.4, f admite um ponto
periédico de periodo 3 e portanto, pelo Teorema de Sarkovskii, f admite pontos
periodicos de qualquer periodo.

No outro caso a prova é analoga. 0

Lema 2.15 Sejam f € C°(I,I) e P uma drbita periddica de f. Se Pp(f) < Py(f),

entdo f admite pontos periodicos de qualquer periodo.

Demonstracao: Se Pp(f) < Py(f), como f(Pp(f)) < Pp(f) e f(Pu(f)) > Pu(f),
entao f admite um ponto fixo no intervalo [Pp(f), Py(f)]. Mas Puin(f) < Pp(f), pelo

que, atendendo ao Lema 2.14, f admite pontos peridédicos de qualquer periodo. 0

Lema 2.16 Sejam f € C°(I,I) e g = f", comr = 2!, 1 > 1. Admita-se que Py =
{q1, -+ qn}, com qu < go < -+ < @, € uma drbita periédica de g com periodo n = 2%,
k> 1. Se existem i,j < § tais que g(q;) = q;, entdo f admite uma orbita periddica

nao simples.

Demonstragao: Sendo P a érbita de ¢; relativamente a f, tem-se que P é uma
orbita periédica de f e Py C P. Seja m o periodo de P. Pretende-se provar que

m=mn-r=2F.2" ¢ P nao é simples .
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Afirma-se que

Vse{l,---,r—1},Vj e {1,---,n}, f*(¢;) & Fo. (2.6)
Admita-se que existem s € {1,---,7—1} e ¢; € P, tais que f*(¢;) € Fy. Pode supor-se,

escolhendo s suficientemente pequeno, que

Vt<s, Vie{l,---,n}, fiq) ¢ P. (2.7)
Assim, para k € {0,---,n — 1},

FoO* (a5)) = f7(F°(g5) € Ro
pelo que
A (P) C P.

Mas f restrita a Py é injectiva, logo f*(Fy) = Fy, donde, por (2.7) e porque f"(Py) =
Py, se conclui que s divide r . Por outro lado existe uma érbita Py C Py periddica de

f?, pelo que

PR=P L wmy—n = n-n,

s|r
e portanto Py é uma érbita periddica de f" e f°. Como r é uma poténcia de 2, s
divide r e Fy tem pelo menos dois elementos, aplicando a Proposi¢ao 2.13 encontra-se
um subconjunto Qg C Py que verifica f7(Qy) = Qo, contradizendo a defini¢ao de F.

Assim, a afirmagao (2.6) é verdadeira.

Seguidamente mostra-se que os pontos

Qs (@) @)y 7 @), 7 )
sao distintos dois a dois.
Admita-se que f*(¢;) = f°(g;), para0 < a <r—1e0 <b<r—1. Assuma-se,
sem perda de generalidade, que a < b. Assim
fia) = frla) = f~""a) = f"(g)
= ["(q) € R

= r—b+a=r porquer —b+a<r
= b=ua
= i =g
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e portanto P = {q17"'7Qn7f(Q1)7"'7f<qn>7"'7fr_1(q1)7”'7fr_1(Qn>} admite n - r

elementos. Segue da hipdétese do lema que P nao é simples. 0

Lema 2.17 Sejam f € C°(I,1I), P uma drbita periddica de f de periodo k > 2, onde
k € uma poténcia de 2, en > 3 um numero impar. Se f™ ndo admite pontos periddicos

de periodo 3, entao Py(f™) = Py(f) e Pp(f") = Pp(f).

Demonstracao: Como P é uma érbita periddica de f™, Py(f™) e Pp(f™) estao bem
definidos. Atendendo a hipdtese conclui-se que f nao admite pontos periddicos de
periodo 3n, donde, pelo Lema 2.15, Py (f) < Pp(f) e assim, pela definigdo de Py(f)
e de Pp(f), nado existem elementos de P entre Py (f) e Pp(f). Novamente pelo Lema
2.15, conclui-se que Py (f™) < Pp(f™) e nao existem elementos de P entre Py(f™") e
Pp(f™). Assim, basta provar que Py (f") = Py(f).

Suponha-se que Py (f") # Py(f).

Caso 1: Py(f) < Py(f™).

Neste caso Py(f) < Pp(f) < Py(f™) < Pp(f™). Como f(Puin(f)) > Pun(f) €
f(Pp(f)) < Pp(f), conclui-se que f admite um ponto fixo em [Py (f), Pp(f)], donde
f™ tem um ponto fixo entre Puin(f™) = Puin(f) e Py(f™) e portanto, pelo Lema 2.14,
f™ admite orbitas peridédicas de qualquer periodo, o que contradiz a hipdtese.

Caso 2: Py(f) > Py(f™).

Nesta situagao prova-se que f" admite um ponto fixo entre Pp(f™) € Ppax(f") €

portanto, pelo Lema 2.14, obtém-se uma contradicao. 0

Lema 2.18 Sejam f € C°(I,I) e P = {p1,--,pn} uma drbita periddica de [ de
periodon =28, comk > 1, epy < ps < --- < p,. Se para qualquer 0 < m < n nimero

impar, f™ nao tem pontos periodicos de periodo 3, entdao

f{py,pad) ={pas1, .o} e f{pzia, - pu}) = {p1, -+ p2 ).

Demonstracao: Inicialmente demonstra-se que f(PNU(f)) C PN D(f). Suponha-

se, por absurdo, que

I, € POUS) : flps) € PAUS). (2.8)
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Seja l € {2,---,n — 1} tal que f'(f(p;)) = p1.

Se [ é fmpar, entdao f! admite um ponto fixo em [p1, f(p;)]. Como f(p;) < Py(f)
e, pelo Lema 2.17, Py(f) = Py(f!), conclui-se, pelo Lema 2.14, que f! admite pontos
periédicos de qualquer periodo, o que contradiz a hipdtese.

Se [ é par, entdao f*! tem um ponto fixo entre p; e p;, pelo que, atendendo ao
Lema 2.17, f*! tem um ponto fixo entre P (f'!) e Py(f'*!), logo f*! admite
pontos periddicos de qualquer periodo, o que contradiz a hipodtese.

Assim f(PNU(f)) € PN D(f). Analogamente se prova que f(P N D(f)) C
PNU(f).

Como f restrita a P é uma aplicacao bijectiva segue que f(PNU(f)) = PN D(f)
e f(PND(f) = PNU(f), donde PNU(f) e PN D(f) tém o mesmo numero de
elementos. Pelo Lema 2.15 Py (f) < Pp(f), logo

POU(f)=Ap1,---,pz} e POD(f) ={pzs1, -, pu}-

O
Demonstracao do Teorema 2.12: Suponha-se que f admite um ponto periddico
cujo periodo nao é uma poténcia de 2. Pelo Teorema de Sarkovskii existe um inteiro
positivo r = 2!, [ > 1, tal que f" admite uma érbita periddica P = {p;,p2, p3} de
periodo 3, com p; < py < p3. Considere-se ¢ = f". Assumindo, sem perda de

generalidade, que g(p2) = p3 e g(p3s) = p1, tem-se

g(p2) > pa2 e g(p3) < ps,

donde g admite um ponto fixo t entre py e p3. Sejam [} = [p1,ps],lo = [p2,t] €
I3 = [t, ps] (ver Figura 2.2).

Figura 2.2

Assim

L —1h—Is—1 =1, = I3 — I, — Is — I,

34



pelo que existe ¢ € I; tal que g(c), g*(c), ¢°(c) € I, g*(c), ¢°(c), g7 (c) € I3, g*(c) €
I, e ¢®(c) = c. Portanto, atendendo ao itinerario de ¢, ¢ é um ponto periédico de
periodo 8.

Seja {q1,--+,qs} a orbita de ¢, onde ¢; < g < -+ < gs. Note-se que dois dos
pontos g(c), g*(c) e g%(c) pertencem a {q1, q2, g3, ¢4}, assim como os pontos ¢, g3(c).

Afirma-se que,
3(27]) S {17 27 3’4}2 : g(%) = gj- (29)

Caso 1: g(c) € {q1,92,q3,qs}

A afirmagao é verdadeira considerando ¢; = ¢ e ¢; = g(c).

Caso 2: g(¢) ¢ {q1,92,93, G4}

Nessa situagao g*(c) € {q1, ¢, g3, a}, pelo que basta tomar ¢; = ¢*(c) e ¢; = g*(c).

Atendendo a (2.9) e ao Lema 2.16, f admite uma 6rbita peridédica que nao é simples.

Reciprocamente, suponha-se que f admite uma orbita peridédica que nao é simples.
Seja P essa 6rbita e 2 o seu periodo. Por definicdo, existe uma érbita periédica
{q,-,qn} S Pde fronden-r=2" comq <qg<-<g.ef({q- - q})#
{gn1, - )

Pelo Lema 2.18 existe um nimero impar s < n tal que (f")® tem um ponto periédico
de periodo 3, donde f admite uma érbita periddica cujo periodo nao é uma poténcia

de 2. O
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Capitulo 3

Pontos homoclinicos e entropia

Um ponto z € I diz-se um ponto homoclinico de f € C°(I,I) se existe um ponto
periédico p com periodo n tal que = # p, z € W¥(p, f*) e f""(x) = p, para algum
inteiro positivo m.

Neste capitulo estuda-se a relacao entre a existéncia de pontos homoclinicos e
entropia. Na verdade uma aplicacao continua admite um ponto homoclinico se, e

somente se, tem entropia positiva (Teorema 3.1).

Teorema 3.1 Seja f € C°(I,I). A aplicagio [ tem entropia positiva se e sé se

admite um ponto homoclinico.

A demonstracdo que se apresenta segue essencialmente [2].

Lema 3.2 Seja f € CY(I,I). A aplicagio f admite um ponto homoclinico se e sé

se, para algum inteiro positivo n, existem p ponto fizo de f* e z € W*(p, f™) tais que

z#pe fi(z)=p.

Demonstracao: Suponha-se que f admite um ponto homoclinico x. Por definicao,
existe um ponto periédico p # = de f tal que z € W¥(p, f), onde n é o periodo de p,

e f"(x) = p para algum inteiro positivo m. Assim, definindo
so =min{s € N: f"(z) = p} e z = fr0=I(x),
tem-se z € W"(p, f") e f"(z) = f"°(z) = p.
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Reciprocamente, admita-se que, para algum inteiro positivo n existem p ponto
fixo de f™" e z € W¥(p, f*) tais que z # p e f"(z) = p. Considerando m o periodo
de p, tem-se m|n, donde W*(p, f*) C W*(p, f™) e consequentemente z é um ponto

homoclinico de f. d

Lema 3.3 Sejam f € C°(I,I) e p; e py pontos fizos de [ tais que p; < py. Se
f nao admite pontos fixzos em (p1,p2), entio (p1,p2) € W¥(p1, f,+) ou (p1,p2) C
Wu(p27f7_)'

Demonstragao: Por hipétese, f ndo admite pontos fixos em (py, p2), pelo que

Va € (p1,p2), f(z) >x ou Vz € (p1,p2), f(x) < x.

Admita-se, sem perda de generalidade, que Vx € (p1,p2), f(x) > x.

Seja y € (p1,p2). Considerando o intervalo [py, 2], com p; < z < y, afirma-se que
dneN:ye f"([p, 2]),

donde y € W*(py, f,+).
A afirmacao é trivial se
dneN: f"(2) > po.
Se

Vn e N: f1(z) < po,

entao a sucessao (f"(z))nen é crescente e majorada, logo convergente para zg € (2, po
e f(z0) = 20. Como, por hipétese, f ndo admite pontos fixos em (pi,ps), tem-se

29 = p2, donde existe m € N tal que f™(z) > y e consequentemente y € f™([p1, z]). O

Teorema 3.4 Seja f € C°(I,I). Se f admite um ponto periddico de periodo 3, entdo
existem p ponto fizo de f? e z € W¥(p, f?) tais que 2 # p e f*(z) = p.

Demonstragao: Seja {z, f(x), f*(x)} uma drbita periddica de periodo 3 de f e
denote-se zy = min{z, f(z), f*(z)} e z; = f'(xo),7 € {1,2}. Admitindo, sem perda

de generalidade, que z¢ < x; < 3, tem-se f([xg, z1]) D [z1,x2] € f([x1, 22]) D [z0, x2).
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Denotando f? por g tem-se g([xg, z1]) 2 [xo, z1] e consequentemente g admite um
ponto fixo em [xg, z1]. De forma anéloga, g admite um ponto fixo em [x1, o).
Definindo p; = sup{z € [zo,z1] : g(x) = x} e po = inf{x € [z, 29] : g(x) = 2},
p1 € po sao pontos fixos de g, verificando g < p; < x1 < po, € nao existem pontos
fixos de g em (p1,p2), donde, pelo Lema 3.3, 21 € W¥(p1, g, +) ou z; € W¥(pa, g, —).
Supondo que z; € W¥(p1,g9,4+) € W¥(p1,9) (o caso x; € W*(pa,g,—) é similar),
tem-se {z1,g(z1),¢*(z1)} € W"(p1,g) e consequentemente [zg, z2] C W(py, g), pois,
pelo Lema 1.8, W*(py, g) é um conjunto conexo. Por outro lado, g([x1, z2]) D [zo, x1],

pelo que existe um ponto z € [z, x5 tal que g(z) = p; e assim p; é um ponto fixo de

12, 2 € W(py, f?) com p; # z e f2(2) = p1. O

Lema 3.5 Sejam f € C°(I,I) e p um ponto fizo de f. Sey € W¥p, f)(y # p),
entdo, para qualquer vizinhanca V de p, existem y; € VN W (p, f) e r € N tais que

() =v.

Demonstracao: Admita-se que a tese é falsa. Entao, existe uma vizinhanca V' de p

tal que
y& (VW p, f)),vn e N. (3.1)

Suponha-se, sem perda de generalidade, que y > p. Assim, o conjunto V' contém
um intervalo aberto (a,b) tal que a < p < b < y. Como y € W*(p, f), por (3.1)
tem-se que V N W*(p, f) nao é uma vizinhanca de p, donde (a,p) N W*(p, f) = 0
e [p,b) C W (p, f), pois W"(py,g) é um conjunto conexo. Pela continuidade de f,

existe ¢ € (a, p) tal que
flz) <b<y, Vo e (cp). (3.2)
Mas ¢ ¢ W*(p, f) 2 W*(p, f,—), donde existe d € (¢, p) tal que

céd f*((d,p)),Yn € N. (3.3)

Seja n € N. Como f"(V N W*(p, f)) 2 f"([p,b)), por (3.1) tem-se y ¢ f"([p,D)).
Assim, por (3.2) e (3.3), y ¢ f"((d,p)), pelo que y ¢ f™((d,b)) e consequentemente a
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hipétese do lema é falsa. 0J

Demonstragao do Teorema 3.1 Tendo f entropia positiva, f tem um ponto periédico
cujo periodo nao é uma poténcia de 2 e, pelo Teorema de Sarkovskii existe r € N tal
que f" admite uma O6rbita periddica de periodo 3. Seja n = 2r. Pelo Teorema 3.4,
aplicado a f", existem p ponto fixo de f™ e z € W¥(p, f™) tais que z Z p e f"(z) = p,
donde, pelo Lema 3.2, se conclui que f admite um ponto homoclinico.
Reciprocamente, suponha-se que f admite um ponto homoclinico. Pelo Lema 3.2,
para algum s € N, existem p ponto fixo de f* e y € W¥(p, f*) tais que y # p e
f*(y) = p. Suponha-se que y > p (o outro caso é andlogo). Considerando g = f*,
_ k(g

basta provar o resultado para a aplicagao g, pois h(f) = =2

Seja 0 < 0 < y — p. Pelo Lema 3.5, aplicado a g, existem y; € Bs(p) N W"(p,g) e
n € N tais que ¢"(y1) = y.
Considere-se dois casos: p<y; <yey; <p<y.

Caso 1: p<y; <.

Figura 3.1

Neste caso ¢"([p,v1]) N ¢"([y1,y]) 2 [p,y] (ver Figura 3.1), donde, pela Proposicao
1.4, ¢" admite um ponto periddico de periodo 3 e portanto, pela Proposicao 2.1,

h(g) = M2 > o,

Caso 2: y1 < p <y.

Aplicando novamente o Lema 3.5, conclui-se que existem y, € (y1,y) N W¥(p,g) e
[ > n tais que ¢'(y2) = y1. Se y1 < y2 < p <y, entao g'([y1,42]) N ¢ ([y2,p]) 2 [y1, D]
(ver Figura 3.2), donde se conclui que h(g) > 0.

40



Figura 3.2

Caso contrario, y; < p < y» < ¥y, tem-se ¢"™"([p, y=]) N ¢ ([y2,9]) 2 [p,y], pelo que
h(g) > 0. O

Em [6], A. Katok generaliza o Teorema 3.1 para C'**-difeomorfismos de uma
variedade compacta com dimensao 2, M, nela propria. Com efeito, sendo f : M —
M um C'*difeomorfismo, tem-se f cadtica se e sé se existe n € N tal que f"
possui um ponto cela hiperbdlico cujas variedades instavel e estavel se intersectam

transversalmente, ou seja, f™ possui pontos homoclinicos transversais .
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Capitulo 4
Bifurcacao de Orbitas periddicas

No presente capitulo considera-se o espaco C'(I,T), onde I é um intervalo compacto
de R, munido da métrica C*.

O principal objectivo deste capitulo é mostrar que o subconjunto de C'(I,1)
formado pelas aplicagoes com entropia positiva é aberto para a métrica C! (Teo-
rema 4.6) e que a sua fronteira é constituida por aplicacdes f € C(I,1) tais que
P(f) ={2":i € No} (Teorema 4.10).

Para cada n € N, considere-se F'(n) = {f € C'(I,I) : n € P(f)}. Note-se que
se n <Im, entao F'(n) C F(m). O Conjunto F'(2*°) denota o conjunto das aplicagdes

feCHI,I)em que P(f) D {2":i € Ny}. Defina-se ainda,

Gn)={feFn): f¢ F(im)sem<n}

G2™®)={f e F(2™):f¢ F(n)sen<2v}.

O artigo [5] constituiu a principal referéncia bibliogréfica no estudo dos primeiros

resultados deste capitulo, Lemas 4.1 e 4.2, Teorema 4.3 e Corolario 4.4.

Lema 4.1 Seja f € CY(I,I). Se {pi,p2,--+,pn} € uma drbita periédica de f de

periodo n, onde n > 2 e p; < py < --- < pp, entao existem pontos y e z no intervalo

[p1, ] tais que f'(y) >0 e f'(2) < —1.
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Demonstracao: Existe 1 < m < n tal que f(pm) = p1 ou f(pm) = pn- Se f(pm) =
p1, entao, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe y € [pm, pm+1] tal que
f'(y) > 0. Se f(pm) = pn, entao existe y € [pm—1, pm| tal que f'(y) > 0.

Seja p; = Pp(f). Como f(p;) < pi—1 e f(pi—1) > ps, pelo Teorema do Valor Médio

de Lagrange, existe z € (p;_1,p;) tal que f'(z) < —1. O

Lema 4.2 Sejam (fn)nen uma sucessao em CY(I,1) e x, um ponto periddico de f,
de periodo s, onde s > 2. Se x, — x e f, — f, na métrica C*, quando n — 400,

entao x € um ponto fixo de f° mas nao de f.

Demonstracao: Por passagem ao limite, x ¢ um ponto fixo de f*, pelo que é suficiente
provar que x nao é ponto fixo de f.

Sejam p, e ¢,, respectivamente, o menor e o maior elemento da oOrbita de z,.
Considerando subsucessoes pode assumir-se que p, — p € ¢, — ¢, quando n — 400,

com p,q € I. Pelo Lema 4.1

WY, 2n € [Pn, qn) tais que f'(y,) > 0e f'(2,) < —1,

donde, tomando subsucessoes, podemos também assumir que ¥y, — ¥y, 2, — z € que

existem ¢, 5 € N tais que
fo(@n) = pu e fi(2n) = qn.

Assim, por passagem ao limite, obtém-se
filz)=pe f(z) =q

Consequentemente y, z € [p, g] verificam f'(y) > 0e f'(z) < —1, logo p # ¢ e x nao é
ponto fixo de f. O

Teorema 4.3 Sejam (f,)nen uma sucessio em C*(I,1) tal que f, — f e x, um ponto

periodico de periodo s. Admita-se que alguma subsucessao de x, converge para x. Se

’

s € impar,entao x € um ponto periodico de f de periodo s. Caso contrdrio, x € um

s

ponto periddico de periodo s ou 3
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Demonstracao: Considere-se trés casos distintos: s > 3 fmpar ; s = 28t > 0; s =
2'm, comt>1em > 3 impar

Caso 1: s > 3 fmpar.

Se s = 3 a conclusao segue do Lema 4.2. Provando por inducao, admita-se que a
tese é verdadeira para todos os naturais impares menores que s. Pelo Lema 4.2, x é
um ponto periédico de f com periodo r, onde 1 < r < s e s é um multiplo de r, donde
s = rt, com t um numero impar. Considerando g, = f; e g = f', tem-se g, — g,
quando n — +o0, e, para cada n € N, x,, é um ponto periddico de g, com periodo t.
Donde, como z é um ponto fixo de g, se conclui que ¢t = 1, logo s = r.

Caso 2: s =2' t > 0.

Se s =1 ou s = 2 a conclusao é imediata. Supoe-se entao que s > 4. Considerando
Jn = (fn)is, tem-se g, — fis, quando n — +0o0, e, para cada n € N, x,, € um ponto
periédico de g, de periodo 4, donde, pelo Lema 4.2, x é um ponto periddico de f 18
com periodo 2 ou 4. Consequentemente, x é um ponto periddico de f com periodo s
ou 3.

Caso 3: s =2'm, com t > 1 e m > 3 fmpar.

Por um lado f2° — f%, quando n — 00, e z, é um ponto periédico de f2 de
periodo m, donde , atendendo ao caso 1, z é um ponto periédico de 2 de perfodo
m. Por outro fi" — f™, quando n — 400, pelo que  é um ponto periédico de f™
com perfodo 2¢ ou 2!7!. Seja s* o periodo de x como ponto periddico de f. Como
m.d.c.(271,m) = 1, conclui-se que 271, m e 2!71m dividem s* e s* divide s e portanto

s € {s, 5} O

Do Teorema de Sarkovskii e do teorema anterior deduz-se o coroldrio que se segue.

Coroldrio 4.4 Se n nao é uma poténcia de 2, F(n) é um conjunto fechado. Se n é

uma poténcia de 2, entdo ad(F(n)) C F(%).

Definindo
Hy={feCYI,I):h(f)>0},

provar-se-& de seguida que H; é aberto e fr(H;) C G(2%°). Para tal utiliza-se o
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teorema que a seguir se apresenta (a demonstracao pode ser vista, por exemplo, em

12].

Teorema 4.5 (Teorema de Stefan) Sejam f € C°(I,1), n > 1 um inteiro impar
e {p1, -+, pn} uwma orbita periddica de periodo n, com p; < py < -+ < pp, € seja

t=". Se f € G(n), entio 1. ou 2. acontece.

1. f(pi—i) = peyi> para i € {1,---,n — 1}, f(pryi) = pr—i—1, para i € {0,---,n —2}
€ f(pn) = Dt-

: : , . \ . \ !
pl P ... P2 Per Pe Pt P2 ... Patt Pn

AN

Figura 4.1

2. f(pt—z) = Pt+i+1, para'i € {07 e, — 2}? f(pt—H) = Pt—i, Para (NS {17 e,n = 1}

e f(p1) = pr.

! ! ! ! !
2 2} Pa Pt I Prit Dz ... Pnl1 Pn

Figura 4.2
Teorema 4.6 O conjunto Hy é aberto.

A demonstracao deste resultado segue do Lema 4.9 que se apresenta a frente, cuja

demonstracao decorre dos nos lemas que se seguem ([4]).
Lema 4.7 Sejam f € C°(I,I) el > 3 um inteiro impar. Se existe y tal que
Lf72y) < f7My) < f70y) < < FPly) < fly) <.
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2.y < f2y) < fy) < foy) <--- < [ y),
3.y < fly),
entio f € F(I).

Demonstracao: Como f(y) <y e f(f(y)) > f(y), entdo f tem um ponto fixo p €

(f(v),y). Sejam My = [p,y], M3 = [y, f*(y)], ---, My = [f"*(y), "' (y)]. Definindo
ainda My = [f(y),p], Ms = [f*(v), f()], Mi_a(y) = [f'2(y), f7*(y)], tem-se

My — My — My — - — My — M — M,

pelo que existe z € M; tal que f(z) € My e fY(z) = z. Se fi(z) = z, para
je{l,---,l—1},entao j=1lez=p,ouj=2¢ez=y. Mas f?(z) € M3, pelo que
z#pe f*(y) <y, donde z # y. Portanto z é um ponto periédico de f com periodo I

e consequentemente f € F'(I). O

Lema 4.8 Sejam f € C°(I,1) e n > 3 um inteiro impar. Se f € F(n), entdo existe

uma vizinhanga de f, Uy, tal que
QEUfngF(n—i-Q).

Demonstracao: Pelo Teorema de Sarkovskii é suficiente provar este lema no caso
em que f € G(n), donde se admite essa situagao.

Por hipétese, f admite uma érbita periédica {pi, ps,---,pn} de periodo n com
P < pg < -+ <pp Sejam t = "TH e z = p;. Pelo Teorema de Stefan a orbita admite

duas ordenacoes possiveis. Dado que uma se obtém da outra invertendo a ordenagao

dos reais, pode assumir-se que
Lofr72(2) < f77H(2) < f770(2) < < fP(2) < f(2) < 2,
2.2 < f22) < fU2) < fO2) <o < fMTH(2),

3. z= f"(2),
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donde, como f(f(z)) > z e f(z) < z, existe um ponto b € (f(z), z) tal que f(b) = z.
Assim f(b) > be f(z) < b, pelo que existe um ponto y € (b, 2) tal que f(y) =b <y
e portanto f?(y) = 2. Logo y satisfaz as condi¢oes do Lema 4.7 com | = n + 2 e
consequentemente existe uma vizinhanga Uy C C%(I, 1) de f, tal que y satisfaz as
condi¢oes do Lema 4.7, com [ = n+2, para cada g € U;. Portanto g € F((n+2), para
cada g € Uy. 0

Lema 4.9 Sejam f € C°(I,I) en =rs, onder =2, comt > 1, e s > 3 um inteiro

impar. Se f € F(n), entio existe uma vizinhanca de f, Uy, em C°(I,I) tal que
geUpAn<am= ge F(m).

Demonstracao: Admitindo que n € P(f), tem-se que f" € F(s), donde, pelo Lema
4.8, existe uma vizinhanga U}, tal que se h € U}, entdo h € F(s +2).
Como a aplicagdo g — ¢" é continua, existe uma vizinhanga U; C C°(I, 1) tal que
se g € Uy, entao g" € Uy,
Dado g € Uy, g" € U}, pelo que g" € F(s + 2), donde g € F((s + 2)j), onde
j=241€{0,---,t}. Assim, pelo Teorema de Sarkovskii, se n << m, entao g € F'(m).
0]

Demonstracao do Teorema 4.6: Seja f € H;. Por definicdo, h(f) > 0, logo f
admite um ponto periédico de periodo n, onde n nao é uma poténcia de 2. Sejam
m € N\{2": 7 € Np} tal que n<m e Uy C C°(I,I) uma vizinhanga de f nas condigoes

do Lema 4.9. Naturalmente tem-se uma vizinhanca V; de f em C' contida em Uy.

Assim,
geVy = ge€F(m)
= h(g) >0
= g€ H,
donde V; C H; e portanto H; ¢ um conjunto aberto. OJ

Em [7], J.Hu e C. Tresser demonstraram o Teorema que se segue.
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Teorema 4.10 Se f € fr(H,), entao f € G(2%).

Demonstracao: Seja f € fr(H;). Por defini¢do, existe (f,)nen, em Hi, tal que
fn — f. Como f, € F(2'), para todo i,n € N, entao, pelo Coroldrio 4.4, f €
ad(F(2") € F(271), logo P(f) 2 {2":i € No}.

Como H, é aberto se f € fr(H;), entao f ¢ H; (isto é h(f) = 0) e portanto
P(f) C {2":i € Ny}. Decorre que P(f) ={2":4i € Ny} O

Em [8], V. Jiménez Lépez demonstrou a implicagao reciproca. Com efeito, V. J.
Lépez mostrou que para f € C1(I,1) tal que P(f) = {2°:i € Ny}, existem aplicagoes
g1, 9o € CY(I,I), arbitrariamente perto de f, tais que h(g;) > 0 e P(g2) é um conjunto
finito.

Para finalizar, note-se que facilmente se conclui que os teoremas (7777) e (7777)

sao validos ....
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Capitulo 5

Entropia e aplicacoes afins com

patamares

No capitulo 4 provou-se que a fronteira do conjunto formado pelas aplicagoes de classe
C' com entropia positiva é composto por aplicagoes f € C(I,1) tais que P(f) =
{2 . i € Ng}. No presente capitulo demonstra-se a implicagao reciproca para uma
classe especial de aplicacoes: aplicagoes afins com patamares (Teorema 5.3). Assim, o
interior do conjunto formado pelas aplicagoes afins com patamares, cujo conjunto dos
periodos das dérbitas periddicas é constituido pelas poténcias de 2, é vazio (Corolario

5.13).

Definigao 5.1 Seja f € C°(1,1), onde I = [a,b]. A aplicag¢io diz-se multimodal se
existem d € Ny e pontos ¢; € I, 0 <i < d+1, com ¢; < ¢ir1, co = a e cqr1 = b, tais

que, para 0 < j < d, f é mondtona em [cj,cj+1] e nao mondtona em [c;, Cjia].

A Figura 5.1 mostra o grafico de uma aplicagao multimodal com d = 3.

Chama-se intervalo de viragem ao maior intervalo [a;, b;], 7 € {1,---,d}, contendo
¢; e no qual f é constante. Este diz-se um patamar quando a; < b;, considerando-se

neste caso ¢; = % e diz-se um ponto de viragem quando a; = b;.
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Figura 5.1

Definicao 5.2 Seja s = (s1, -, S8q4+1) uma sequéncia alternada definida recursiva-
mente por s; = x1 e s; = (—1)7" sy, A aplicagao Sq : I — I diz-se afim por bocados
do tipo s se é afim por bocados com declive sy(d + 1), so(d + 1), ---, sq(d + 1) e

lcj1 = ¢jl = g3, para cada j € {0, -, d}.

Note-se que, para cada d € N, S; é uma aplicacao mono6tona por bocados, donde,
pela Proposigao 1.19, h(Sy) = log(d + 1).

Dados w = (w1, -+, wq) € [Te s € {—1,+1}%*! tais que, para cada j € {1,---,d—
1}, (wj —wjyq) - sj41 < 0, constréi-se uma aplicagao afim com patamares da seguinte
forma: nos intervalos de monotonia de Sy separados por ¢;, para j € {1,---,d}, se ¢;
é um maximizante de Sy, entdo S,, = min(Sy, w;), caso contrario S,, = max(Sy, w;).
Assim, cada ponto de viragem de S, é também um ponto de viragem de Sy e as
duas aplicagoes coincidem nesses pontos. Note-se que os extremos de I sao pontos
periddicos ou pré-periddicos de Sy e S,,, donde qualquer ponto de viragem de Sy e S,

é pré-periodico.

Exemplo 5.1 Considerando I = [0,1],d = 4,s = (—=1,+1,-1,+1,-1)ew =

(0, g, i, %), a Figura 5.2 apresenta o graficos das aplicagdes S, (a esquerda) e S, (a
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direita).

3 |
4
1l
2
1l
4
Figura 5.2
Dado € >0 e w = (wy,- -+, wy) € ¢, tem-se
B.(w) = {w = (w},---,w)) € I": max |w; — w]| < €}.

1<i<d

Teorema 5.3 Seja S, uma aplicagio afim com patamares tal que P(S,) = {2' :i €
No}. Entdo, dado € > 0, existem w',w” € B.(w) tais que h(Sy) > 0 e P(Sy») € um

conjunto finito.

A demonstragao do Teorema 5.3 baseia-se na referéncia [7]. Inicialmente apresenta-
se um resultado auxiliar.

Sejam f € C°(1, 1) tal que P(f) ={2':i € Ny} e j € N. Denotar-se-4 por A;(f)
o conjunto formado pelos pontos de acumulacao do conjunto dos pontos periédicos

de f com perfodo maior ou igual a 2/ e A(f) = m A;(f). Como, para cada j € N,
=0

k
Ai(f)#0De (ﬂ A;(f )) ¢ uma sucessao decrescente (para a inclusao de conjuntos)
7=0 kEN

de compactos, tem-se A(f) # (). Claramente A(f) C f~1(A(f)).

Seja S, uma aplicagao afim com patamares tal que P(S,,) = {2°: 7 € Ny}. O Lema
5.12 que segue adiante permite concluir que, se nao existem extremos de patamares
em A(S,), entdo S, admite um ponto homoclinico e portanto, pelo Teorema 3.1,
h(Sy) > 0 o que é uma contradi¢ao. Na demonstracao do referido lema usa-se o facto

de existir ponto recorrente em A(S,,), algo que se prova recorrendo a existéncia de uma
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medida ergddica relativamente a f|, (5.7 a5.11). Perturbando convenientemente S,
obtém-se S, e S, arbitrariamente perto de S, tais que h(S)) > 0e P(S,») C {2':
i€ No}.

Lema 5.4 Seja f € C°(I,1) uma aplicagao multimodal tal que P(f) = {2":i € No}.
Entao qualquer ponto de A(f) € ndo periddico e consequentemente A(f) é um conjunto

infinito.

Demonstracao: Seja p um ponto periédico de f com periodo 2". Considerando
g = f¥, tem-se g(p) = p. Dado que f admite intervalos de viragem isolados, o
mesmo sucede com a aplicacao g, pelo que existem apenas trés tipos de comportamento

possiveis para g numa vizinhanga de p:

1. a aplicagao g é mondétona numa vizinhanca de p; se g ¢ mondtona decrescente,
~ . o . h d 1 2 , ’
entao existe uma vizinhanc¢a de p na qual g© ¢ monotona crescente e nesta

situacao substitui-se g por ¢

2. o ponto p pertence ao interior de um dos patamares de g ou é um dos seus

extremos;

3. o ponto p é um ponto de viragem de g.

Para x # p suficientemente préximo de p, tem-se g(x) = x ou ¢g"(x) = p, para algum
n € N, ou, para algum y € O(x), g(y) pertence ao intervalo aberto limitado por y
e g*(y), donde, pela Nota 1.1, O(z) nao pode ser uma drbita periédica de f simples
com periodo superior a 2". Mas h(g) = 0, pelo que todas as suas érbitas periddicas

sdo simples e portanto p ¢ A(f). O

O proximo objectivo é encontrar uma medida ergédica u, relativamente a f,
definida na o-élgebra dos borelianos tal que pu(A(f)) = 1, pelo que é importante

estabelecer a seguinte terminologia.

Definigao 5.5 Seja (X, A, ) um espago de medida e f € C°(X,X) uma aplicagao
mensurdvel. Diz-se que f preserva p (ou p € f-invariante) se u(f~1(A)) = u(A) para
todo A € A.
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Um espago de medida (X, A, u) diz-se um espaco de probabilidade quando p(X) =

Defini¢ao 5.6 Sejam (X, A, ) um espago de probabilidade e f : X — X uma

aplicagdo que preserva u. Diz-se que p € ergbdica (com respeito a f) se
VAc A, fH(A) D A= u(A) =0V pu(A) =1.

Proposigao 5.7 Seja f € C°(I,1) uma aplicagio multimodal. Se P(f) = {2' : i €
No}, entdo existe uma medida p ergddica (relativamente a f) tal que u(A(f)) = 1.

Demonstragao: Sendo fi,, @ A(f) — A(f) uma aplicacio continua, entao existe
uma medida ergddica p; relativamente a f, ,, definida na o-dlgebra dos borelianos
([14], p.152-153).

Considerando a medida
w(A) = (AN A(f)), VA aberto em [

é facil ver que p é ergddica , relativamente a f, e u(A(f)) = w(A(f)) = 1. O

Definindo
K=supppu={zel: YW eV, uV) >0} (5.1)

Ki={zeK: f(x) >z} e Ky ={x € K: f(zx) <z}, tem-se K = K; U K», pois
K C A(f) e A(f) ndo contém érbitas periédicas (em particular ndo contém pontos
fixos).

A proposicao que se segue, cuja demonstracao se encontra no final do capitulo,

apresenta algumas propriedades do conjunto K.

Proposicao 5.8 O Conjunto K possui as sequintes propriedades:
1. K € um conjunto fechado;
2. W(K) =1;
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3. K nao € finito;

5. fix € topologicamente transitivo, isto €, dados U, V' com interiores nao vazios

em K, existe n € N tal que f"(U)NV NK #(;

6. K1 e K9 sao nao vazios.

Dado A C I, denotar-se-& por [A] o menor intervalo que contém A. A seguir
prova-se que os intervalos [K;| e [Ks] sao disjuntos, f(K;) = Ky e f(Ks) = K;. As

demonstragoes apoiam-se em [11].
Lema 5.9 Tem-se sup(K;) < inf(Ky).

Demonstragao: Seja p o infimo de K5 e suponha-se que existe ¢ € K; tal que ¢ > p.
Definindo
A={z €K, :z>p},

e considerando 7 € A tal que f(r) é méximo, tem-se claramente r > p e r € K,
donde, uma vez que f(p) < p e f(r) > r, existe s € [p,r| tal que f(s) = s. Sejam
t=sup{x <r: f(x) =2} e B=KnNI[t f(r)]. Se existe z € B tal que f(x) > f(r),
entdo x < f(x), logo z € K; e consequentemente f(z) < f(r) para todo x € B. Os
conjuntos 5B e K\ B tém interiores nao vazios em K, donde, pela transitividade de f|,
existem n € N e z € B tais que f"(z) ¢ B. Considerando entao ng o menor natural
tal que f™(z) ¢ Bewu = fr!(z), tem-se u € B e f(u) ¢ B e consequentemente
f(u) < t. Assim, dado que, pela defini¢ao de t, u € [r, f(r)], f([t, 7)) N f([r,u]) D [t, u],
donde, pela Proposicao 1.4, f admite um ponto periédico de periodo 3, o que contradiz

P(f) = {2 i e No}. O

Mais, como a aplicacao f é continua e K é um conjunto fechado, sup K; € K; e

inf Ky € K5, donde sup K; < inf K.

Lema 5.10 Tem-se f(Kl) = K2 € f(KQ) = Kl-
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Demonstracao: Suponha-se que existe p € K; tal que f(p) € K;. Considerando
qg=sup{z € K : f(z) € K}, tem-se q € K.

Comece-se por provar que existe r € Ky tal que f(r) < ¢. Se ¢ = min K, entao,
dado que f(K) = K, existe r tal que f(r) = ¢, tendo-se r € K. Caso contrario, pela
transitividade de fj,, tomando U = K, e V = [min(K), ¢), tem-se que

dneN,dae Ky: f(a) <q.

Considerando ny € {1,---,n — 1} o maior natural tal que f"(a) € K,, tem-se
fmt(a) < -+ < f"(a) < q, pelo que basta tomar r = f"0(a).

Definindo t = inf{zx € K, : f(z) < ¢} € Ky, o préximo passo é encontrar u €
lq,t] N K tal que f(u) > t. Supondo que ¢t = max K, se f(t) < ¢, entao existe 6 > 0
tal que Bs(t) N K = {t}, pelo que o conjunto {t} é aberto em K, caso contririo
f(t) = ¢ = min K e neste caso basta tomar u tal que f(u) = max K. Com efeito,

dados U = [¢,t] N K e V = [t,max K| N K tem-se que
IdmeN, e [g,t]NK: f"(a) >t

Note-se que para = € [¢,t] N K, se © € K;, entdo f(z) > x > ¢, caso contrario,
atendendo a definigao de t, f(x) > ¢. Sendo mg € {1,---,m — 1} o maior natural
verificando f°(a) < t, basta considerar u = f™°(a), tendo-se claramente u € Kj.

Mais, existe v tal que sup K; < v <inf Ky e f(v) = v.

Figura 5.3

Assim, f([g, u]) 2 [v,1], f([u,0]) 2 [v,¢] e f([v,t]) 2 [g, v], donde f([g, u])Nf*([u, v]) 2
[q,v], pelo que f? admite um ponto periédico de perfodo 3 e portanto, do Teorema 2.1
e da Proposigao 1.15, vem h(f) = %h(fQ) > 0, o0 que é uma contradicao. Desta forma

tem-se f(K;) C Ks.
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Utilizando argumentos analogos prova-se que f(K3) C K;. Finalmente as igualda-

des ocorrem porque

0

Nota 5.1 Os conjuntos K; e K, sao fechados e invariantes pela aplicacao f? e as

aplicacoes f‘QK e fﬁK sao topologicamente transitivas, consequentemente apresentam
1 2

as mesmas biseccoes perante f2, donde, para cada n € N, tem-se

sendo f*"(K7) = K7, para todo j € {1,---,2"}.
Proposicao 5.11 FEuxiste v € K tal que x € recorrente.

Demonstragao: Para n = 1, existe i; € {1,2} tal que |[K} ]| < 1= ] . Dadon>1e

considerando K7* com |[K}']| < Bl oxiste K"+1 C K} verificando |[K”+1]] < —21'"”

2’I’L7 S

gﬁl, pelo que definindo K = ﬂ K} existe x € K tal que Ky = {z}.
n=1

Sejam ¢ > 0 e n € N tal que 2,%1 <e Comoz € K' e f*"(K") = K[, tem-se

¥ (z) € K" C Be(z), donde z € w(z) e portanto = é recorrente. O

Sendo S,, uma aplicagdo afim com patamares, denotar-se-& por Ey(.S,,) o conjunto
formado pelos extremos dos patamares e por Fi(S,) o conjunto constituido pelos
extremos de I e pelos pontos de viragem de S,. Considere-se E(S,) = Ey(Sy,) U
Ey(Sy).

Lema 5.12 Seja S, uma aplicagao afim com patamares. Se P(S,) = {2':i € Ny},
entio A(S,) N E(Sy) = A(Sy) N Ey(Sy) # 0.

Demonstracao: Dado que os extremos do intervalo I sao pontos periédicos, ou pré-

periddicos e todos os pontos de viragem, caso existam, sao pontos pré-periddicos, pelo
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Lema 5.4, ndo pertencem a A(S,), donde A(S,) N E1(S,) = 0. Como h(S,) = 0,
tem-se S, # Sy e portanto Fy(S,) # 0.

Admita-se que A(S,) N E(S,) = 0. Sejam 0 < ¢ < d(A(Sw),E(Sy,)) e K o
conjunto definido em 5.1 (de notar que S,, é uma aplicacdo multimodal com P(S,,) =
{2:i e N,}). Como K C A(S,), tem-se que d(K, E(S,,)) > ¢. Pela Proposicao 5.11,
existe x € K ponto recorrente, donde, atendendo a Nota 5.1 e a demonstracao da
Proposigao 5.11, existe [ = 2%, com k > 1, tal que |S, (z) — x| < ge. Novamente pela
Nota 5.1 pode-se supor que z < S2(x) < S! (z), caso contrario substituir-se-ia z por
um elemento da sua érbita. Seja V' a maior vizinhanga de x na qual S! é monétona.

Como (5% (z) — €, S%(z) +€) N E(S,) = 0 para todo i € N, tem-se para j € {1,---,1},

(:c—d x+dj>mS;j(E(Sw))=@,
donde
(:c — %,x + %) NS, (E(Sy)) =0

e portanto V' 2 (x — 5,2+ 5).
O médulo da derivada de SL em V é d'. Admita-se inicialmente que S’ ¢ monétona

crescente em V. Como S! (z) >z e

7 1 7 3 7 €
l l
SU}(Z'—gE)<SU)(I')—§€<x+§€—§€:$—16<$—§E,

) tal que S! (p) = p, donde

We(p,S.) D (x — %,x + %)

e assim, visto que S,,(W*(p,SL)) € W¥(p,S,) e W¥(p,S',) é um conjunto conexo,

tem-se W*(p,S.) 2 (z — 5,5, (x) + €). Designando por W a maior vizinhanca de
SL(x) na qual S, é monétona, tem-se W 2 (S, (z) — 5, 5L (z)+ %), mas S, (S, (x)) <

S! (z), portanto = nio pertence a W, donde S (z) — % > x. Mais, um dos pontos

S8y () = ) e S, (S, (x) + ) ¢ igual a

1 7 7
SL(SL(@"))—E<SL($)—e<x+§e—e:x—§e<x—§a<p
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e S,(x) > « > p, donde existe y € (x,S,(x) + &) € W¥(p,S,) tal que y # p e
S! (y) = p, consequentemente, pelo Lema 3.2, S, admite um ponto homoclinico e
portanto, pelo Teorema 3.1, h(S,) > 0, o que é uma contradigao.

Se S!, ¢ monétona decrescente em V', entdo existe um ponto fixo de S!, no intervalo
(z,2 + ). A variedade instavel de p em S., W*(p,S.), contém (z — 5,2+ &) e
portanto também (S! (x) — ¢, S',(z) + ¢€). Sendo W a maior vizinhanga de S! (z) na
qual S!, é monétona, tem-se W 2 (S, (z) — &, 5. (x) + ). Se Sil(x) > S, (x), entdo
S2(z) ¢ V, caso contrario S3(z) < S (x) e S¥(x) < S?(x), donde S! (x) ¢ V. Em

ambos os casos nem x, nem p pertencem a W. Um dos pontos S, (5% (z) — &) e

SL(SL(x) — %) é menor que p e o outro ¢ igual a

SL(SL(z)) +e>x+e>p,

donde existe y € (S, (z) — &, S, () — %) tal que S!,(y) = p e portanto S,, admite um
ponto homoclinico, o que contradiz h(S,,) = 0.

Assim A(S,,) N E(S,,) # 0. O

Esté-se agora em condigoes de demonstrar o resultado principal deste capitulo.

Demonstracao do Teorema 5.3 Seja ¢ > 0. Prolongando os ramos afins nao
constantes separados por um patamar do modo como ¢ indicado pela Figura 5.4,
obtém-se uma aplicagdo afim com patamares S,/, onde w' € B.(w). De notar que é
suficiente mover os patamares cujos extremos pertencam a A(.S,). Denote-se por A o
conjunto formado pelas orbitas periédicas em que um dos seus elementos pertence ao
interior de um dos patamares de S,,. Se y € A(S,,), entdo existe & > 0 tal que Bs(y)
nao contém qualquer elemento do conjunto A. Se assim nao fosse o facto de S, ser
continua e admitir um nimero finito de patamares, implicaria que A(S,,) conteria um
ponto periddico, o que é uma contradicao. Além disso, qualquer 6rbita periddica que
nao pertenga a A é ainda uma 6rbita periédica de S, donde K C A(S,) C A(Sy).
Como K N E(Sy) € A(Sy) N E(Sy) =0 e Sy,(y) = Sw(y), para todo y € K, pela

demonstracao do Lema 5.12, S,y tem um ponto homoclinico e portanto h(S,) > 0.
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Figura 5.4

Por um processo inverso, ilustrado na Figura 5.5, obtém-se S,,» verificando w” €
B.(w). Admita-se que h(S,~) > 0. Assim, pelo Teorema 3.1, S,» admite um ponto
homoclinico e portanto, pelo Lema 3.2, para algum n € N, existe um ponto fixo p de
SP, e um ponto z € W*(p,Sr,) tal que z # p e SI,(z) = p. De notar que p nao
pode pertencer ao interior de algum dos patamares de S, donde 2 é ainda um ponto
homoclinico de S, o que contradiz h(S,) = 0. Por outro lado, se P(S,») ={2':i €
Ny}, entdo usando os argumentos utilizados para comparar S, e S, conclui-se que

h(Sw) > 0, o que é uma contradi¢ao. Logo P(S,~) é um conjunto finito. O

Figura 5.5
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Como consequéncia directa obtém-se o seguinte resultado.
Corolario 5.13 O Conjunto {w : P(S,) = {2" : i € Ng}} tem interior vazio.

Termina-se este capitulo apresentando a demonstracao da Proposicao 5.8.

Demonstracao da Proposicao 5.8:

1. Sejaz € K e § > 0. Assim, existe y € Bs(x) N K, pelo que Bs(z) € V, ey € K,
donde, pela definicao de K, u(Bs(xz)) > 0. Logo x € K e portanto K é um

conjunto fechado.

2. Seja F' C A(f) um compacto minimal tal que u(F') = 1. Admita-se que existem
x € Fed >0 tais que u(Bs(z)) = 0. Donde F'\ Bs(x) é ainda um conjunto
fechado, F'\ Bs(z) € F e pu(F \ Bs(z)) = 1, o que é uma contradi¢ao. Logo
F C K e portanto u(K) = 1.

3. Por 2. K # (. Utilizando a continuidade de f prova-se que f(K) C K e

portanto, como K nao contém orbitas periddicas, K é um conjunto infinito.

4. Para concluir que K = f(K) resta provar que K C f(K). Por 1. K é compacto
e portanto f(K) C I é ainda compacto, em particular é um conjunto fechado,

pelo que I\ f(K) é aberto. Considerando z € K tal que z € I'\ f(K), tem-se
36 >0 Bs(x) € I\ f(K),
pelo que f~'(Bs(z)) C I\ K, donde
0 < p(Bs()) = p(f~H(Bs(2))) < u(I\ K) = 0.
Assim K C f(K) e portanto f(K) = K.

5. Sejam U e V conjuntos com interiores nao vazios em K. Pode-se assumir sem
perda de generalidade que U,V C K, tendo-se u(U) > 0 e u(f~1(V)) = u(V) >
0 . Admita-se que

VneN, fAUYNY =0, (5.2)
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pelo que considerando Y = ﬂ YK\ V), tem-se f71(Y) D Y e portanto
neN

pw(Y)=0ou u(K\Y)=0. MasU C Y, porb2, e fH(V)C K\Y,o0queé
uma contradicao, donde f|, é topologicamente transitiva.

6. Basta notar que min(K) € K; e max(K) € K. O

E importante salientar que as propriedades 1, 2, 4 e 5 sao ainda validas num

contexto mais geral.

63



64



Capitulo 6

Pontos recorrentes, entropia e

renormalizacao

Neste capitulo, cuja Tese de Doutoramento de F. J. Moreira ([10]) constitui a princi-
pal referéncia bibliografica, procede-se a apresentacao das nogoes de aplicacao renor-
malizdvel e infinitamente renormalizdvel, de intervalo errante e de ponto critico nao
degenerado. Estabelecem-se ainda relacoes entre entropia, pontos recorrentes e renor-
malizacao, nomeadamente, se uma aplicagao f € C°(I,I) admite um ponto recorrente
nao periédico e h(f) = 0, entdo f é uma aplicacdo infinitamente renormalizével (Teo-

rema 6.3).

Definigao 6.1 Dado f € C°(I,I), diz-se que f € renormalizavel se existem um in-

tervalo J C I e p > 2 tais que
1. os intervalos f'(J), i € {0,1,---,p — 1} tém interiores disjuntos ;
2. fP(J)=J.

A aplicacao f¥ : J — J diz-se uma renormalizacao de afirmando-se ainda que f €
¥ > ’

p-renormalizavel.

Se ff] é renormalizavel diz-se que f é duas vezes renormalizdvel, pelo que, natu-

ralmente, surge a definicao de aplicacao infinitamente renormalizdvel.
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Definigao 6.2 A aplicagio f € C°(I,1I) diz-se infinitamente renormalizével quando
existem uma sucessao decrescente (para a inclusio de conjuntos) de intervalos J; 2
Jy D D Jy 2 - e uma sucessao (ap)nen de inteiros maiores ou iguais a 2, tais

que, para cada n € N,
1. os intervalos J,,, f(Jn), -+, [ "Y(J,) tém interiores disjuntos;

2. foran () = J,.

Quando tal for necessario dir-se-a que a aplica¢ao f é (a,)nen-infinitamente renor-
malizavel. Os intervalos fi(.J,), para 0 < i < ay---a, — 1, designam-se dtomos da
gerac¢do n para f.

Esté-se agora em condicoes de cumprir o objectivo proposto na introducao do

capitulo.

Teorema 6.3 Seja f € C°(I,1). Se h(f) =0 e a aplicagio admite um ponto recor-

rente nao periodico, entio [ é (2)nen-infinitamente renormalizdvel.

A demonstragao do Teorema 6.3 sera feita aplicando indutivamente o lema que se

segue.

Lema 6.4 Seja f € C°(I,I). Se h(f) = 0 e f admite um ponto recorrente nao
periodico xg, entdo f € 2-renormalizdvel e os dois dtomos de tal renormalizacao contém

a orbita de xg.

Demonstracao: Definindo a classe A de intervalos fechados J C I por

f(J)ycJ

l’oez]

Je A&

e considerando

o=,

JeA

tem-se Jy fechado, Jy € A e é o menor elemento de A relativamente a relacao inclusao

de conjuntos. Desta forma, como zy é um ponto recorrente, xg € f(Jy) = f(Jo), logo

f(Jo) € A e consequentemente f(.Jy) = Jy.
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Sendo Jy = [ag, bo], comece-se por provar que a aplica¢do f admite um ponto fixo

po € Jo, tal que, para algum ny; € N,
ag < Tpy < po < Tpyg1 < bo.

A sucessdo (2,)n>0 ndo pode ser mondtona, pois O(zg) C w(xy), pelo que existe
ny € N tal que f(zn,) = Tpye1 > Tny € f(Tn41) = Tpiao < Tpya1 € portanto existe
Po € (Tpy, Tn,+1) verificando f(pg) = po.

Se f(x) > po, para todo x € (ag,po), e f(x) < po, para todo z € (pg, by), entao o
lema esta provado, caso contrario existe gy € (ag, by) tal que go # po e f(q) = f(po) =

po. Admita-se, sem perda de generalidade, que gy € (po, ). O conjunto

J1 = U S ([po: qo0))

n>0

é f-invariante, isto é, f(J;) C J; e, além disso, para cada n € Ny, tem-se py €
f™([po, qo]), donde J; é um intervalo. Assim, o intervalo fechado J, = J; UdJ; é ainda
um conjunto f-invariante, pois a aplicacao f é continua.

O préximo passo é provar que Jo C [ag,qo]. Se tal ndo acontecesse, existiriam
y € (po,q) e n > 0 tais que f"(y) > qo, donde f"([po,y]) N f"([y,q0]) 2 [po. 0] e
portanto f" admitiria um ponto peridédico de periodo 3, o que contradiz o facto de
h(f) = 0.

Como Jy C [ag,q] € Jo e f(J2) C Ja, pela minimalidade de Jy conclui-se que
xo & Jy, donde, uma vez que J; é fechado e f-invariante, O(xo)NJo = (). Considerando

a classe B de intervalos definida por

Jo CJ C Jy
JeEB& f(J)CJ
O(xg)NJ =10

e J3 = U J, tem-se J3 € B e é o maior elemento de B no sentido da inclusao de

JeB
conjuntos. Como Jy é fechado e a aplicagao f é continua, segue que

Jy C I3 CJye f(J3) C s
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Sendo 0J; = {ps3,q3} (ps < q3), se f(p3) € (p3,q3) ou f(q3) € (ps,qs3), entdo existe
um intervalo K € B tal que J3 C K, o que contradiz a definicao de J;. Desta
forma, conclui-se que f(9J3) C dJ3. Mas xy é um ponto nao periddico, pelo que
O(z0) N 0.Js = 0, donde J5 € B e consequentemente J3 = Js.

Note-se que, como x,, € [ag, ps] N O(xg) € xp, 41 € [g3,b9] N O(x), entao existem
infinitos elementos da drbita de xy em [ag, ps] e [g3, bo|, donde f([ag, ps]) N g3, bo] # O
e f([g3, bo]) N [ao, pa] # 0.

De seguida quer-se demonstrar que f(ps) = g3 e f(g3) = p3. Admita-se que
f(g3) = g3. Sendo J3 méximo em B, existe y € [gs,bo] tal que f(y) > g3 (caso
contrario existiria € tal que f([ps,qs + €]) C [p3,q3]). Assim, dado que o intervalo
(g3, bo] nao é f-invariante, existe g € (g3, bo) tal que f(g) = ¢g3. Como g3 é um ponto

fixo, o conjunto

L= (g q)

n>0
¢ um intervalo e estd contido em [ag, g, pois h(f) = 0. Considerando o intervalo
f-invariante L; = J3 U L, tem-se f(L;) C L; e L1 C Jy, donde, pela definicao de .Jp,
1o ¢ Ly e portanto O(z¢) N Ly € O(xo) N Ly = (. Assim L, € Be J3 C Ly, o que

contradiz a definigao de J3, logo f(q3) # g3 e portanto f(g3) = p3. Analogamente se
conclui que f(p3) = gs.

Para finalizar a demonstracao resta provar que f([ao, ps]) = [g3,b0] € f([g3,b0]) =
[ao, ps]-

Admitindo que f([gs,b0]) € [ao,ps], considere-se y € [gs,bo] tal que f(y) > ps.
Uma vez que f([gs, bo]) € [ps, bol, existe g3 < ¢ < by tal que f(g) = ps. Definindo

Ly = [ r™([ps, ),

tem-se L3 é um intervalo, porque, para cadan € Ny, ps € f"([ps,q]) e J3 C L3 C [ao, q]-

Se tal nao acontecesse, como f([ps,qs]) C [ps, gs], existiriam y € [g3,q] e m € N tais

que f™(y) > q, donde f™([gs,y]) N f™([y,q]) 2 [g3,q], 0 que contradizia P(f) C {2°:

i € Ng}. Desta forma Lz é um intervalo f-invariante e Lz C Jy, donde, pela definigao

de Jo, xo ¢ Ls e portanto Ls € B, o que contradiz o facto de J; ser méximo. Logo
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f([gs,bo]) € laog,ps]. Analogamente se prova que f([ag,ps]) C [g3,b0]. A igualdade
acontece porque f(Jo) = Jo, Jo = J3 U [ag,ps] U [gs, bo] e f(J3) C Js. 0

Demonstracao do Teorema 6.3 Pelo Lema 6.4 existem intervalos K, Kj tais
que f(K;) = Ky, f(K3) = Ky e O(zg) € K7 U K;. Denote-se por I o intervalo K; ao

qual x( pertence e I; o outro intervalo. Assim, considerando
O%(z0) = {f*"(z0) : n > 0} e O'(xo) = {f*""(w) : n > 0},

tem-se O%(zg) C Iy e O'(zg) C I1.

Aplicando o Lema 6.4 a f‘QIO : Iy — Iy, obtém-se intervalos Iy, fp,; com interiores
disjuntos tais que f*(loo) = Io1 e f*(lo1) = Ioo. Tomando os intervalos Iy =
f(Iog) e [11 = f*(Inp), pela demonstragao do Lema 6.4 tem-se que I e I;; tém
interiores disjuntos, donde Iy, Iy 1, 11,0, 11,1 sao atomos da segunda geragao para uma
renormalizacao de f.

Aplicando sucessivamente o Lema 6.4, conclui-se que f é (2),en-infinitamente

renormalizavel e os &tomos da geracao k sao os intervalos
Loy aps
onde a; € {0, 1}, para cada i € {1,---, k}, tal que
IoiaroUlay a1 © 1oy gy

Dado k€ Nen=by+by-2+---+b-2% com (by, by, --,b) € {0,1}F tem-se
f”(x) € ]bo,b1,~~~,bk' O

No capitulo anterior provou-se que uma aplicagao multimodal f € C°(I, 1), com
P(f) = {2" : i € Ny}, admite um ponto recorrente nao periédico (Proposigao 5.11).

Combinando este resultado com o Teorema 6.3, obtém-se o coroldrio seguinte.

Corolério 6.5 Seja f € C°(I,I) uma aplicagdo multimodal. Se P(f) = {2":i € Ny},

entio [ é (2)nen-infinitamente renormalizdvel.
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O proximo objectivo é o estudo de condigoes suficientes para que a amplitude dos
atomos da geracao n convirga para 0, quando n — 400, deste modo as defini¢oes que

se seguem estabelecem algumas nogoes importantes a ter presente.

Definigao 6.6 Seja f € C°(I,1). Um intervalo aberto nao vazio J C I diz-se um

intervalo errante se
1. f(J)n f™(J) =0, para qualquer n #m, n,m € N ;
2. o w-limite de J,
w(J)={xel:3In; — +oo ey e J tal que [ (y) — z},
nao € uma orbita periodica.

Definicao 6.7 Seja f : I — I uma aplica¢do continua com deriwada em ¢ € I. Diz-se

que ¢ € um ponto critico de f se f'(c) = 0.

Definigao 6.8 Seja f € CY(I,I). Um ponto critico ¢ diz-se nao degenerado se ex-
istem o > 2, U(c) € V. e um difeomorfismo ¢ € C*(U(c),(—1,1)) tais que ¢(c) = 0
e

f(x) = fe) £ |o(x)|* Ve € Ue).

Nota 6.1 ([9]) Seja f € C*°(1,I) e ¢ um ponto critico de f. Se, para algum n € N,

f™(c) # 0, entdo ¢ é um ponto critico ndao degenerado.

Proposigao 6.9 Seja f € CO(I,1) uma aplicagdo infinitamente renormalizdvel. Se f
nao admaite intervalos errantes, entao a amplitude dos atomos da geracao n convergem

para zero, quando n — +00.

Demonstracao: Admita-se que existe uma sucessao decrescente de dtomos (A, )n>1,

em que A, pertence a geracao n, tal que

A = ﬂ A,
n>1

70



[¢]
nao é reduzido a um ponto. Assim A, é um intervalo errante, o que contradiz a
hipétese. O
O Teorema que se segue estabelece uma condicao suficiente para a nao existéncia

de intervalos errantes.

Teorema 6.10 Seja f € C*(I,1). Se todos os pontos criticos sio nio degenerados,

entao f ndao admite intervalos errantes.

Demonstragao: Ver, por exemplo, em [9], p.267-325. 0

Corolério 6.11 Seja f € C*(I,1) uma aplicacao infinitamente renormalizdvel. Se f
nao admite pontos criticos nao degenerados, entao a amplitude dos dtomos da gera¢ao

n convergem para zero, quando m — +00.

O coroldrio seguinte, presente em [7], é consequéncia imediata dos Corolérios 6.5

e 6.11 e da Nota 6.1.

Corolério 6.12 Seja f : I — I uma aplicacio polinomial real. Se P(f) = {2":i €
No}, entao f € infinitamente renormalizdvel e a amplitude dos dtomos da geragio n

convergem para zero, quando n — +00.
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