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Resumo

Este trabalho tem como objectivo principal a modelacdo mateméatica da distriblai¢gémperatura
em pés em pessoas saudaveis. Para tal, consideram-se imagens téamlaatadios pés de quinze
voluntérios entre os 21 e 43 anos.

As imagens obtidas através da camara térmica FLIR 365, foram proassgéidando duas técni-
cas de processamento de imagens distintas: a técniRegien Growing Watershad Neste procedi-
mento conclui-se que se obtinha melhores resultados usando a técRiegiole Growingobtendo-se
a matriz da distribuicdo da temperatura de cada pé.

Com a matriz obtida, usando a técnica descrita anteriormente, foram testzmtamodelacdes
diferentes combinadas com cinco técnicas de optimizagdo néo linear.

Dos resultados obtidos pode-se concluir que as melhores modelacdesssadas na soma de

quadrados de funcdes trigonométricas.

Palavras chave Optimizacao nao linear, métodos de penalidade, termografia, processaaen

imagem, segmentacao.






Abstract

The main objective of this work is to find a mathematical model of temperature disbrikin feet in
healthy people. We consider feet thermal images of fifteen volunteerge®etl and 43 years.

The images obtained though the thermal camera FLIR 365, were proagsisgdwo diferent
image processing technigues: the techigue of Region Growing and Wadershthis procedure, it
was concluded that better results are obtained using the technique ohR&giwing to obtain the
matrix of temperature distribution of each foot.

With the temperature distribution matrix, obtained using the technique descrilosd,abere
tested five different modeling combined with five nonlinear optimization techeique

From our results, we can conclude that the best modeling is based onnthefssquares of

trigonometric functions.

Keywords: Nonlinear optimization, penalty methods, thermography, image procesemgges-

tation.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivagao

Ulceras nos pés diabéticos é uma das principais complicacdes em pess@agatologia de diabetes,
afectando seriamente a sua vida. E necessario estabelecer métodn®dedw e diagnostico precoce
para prevenir este tipo de situacdes [28].

As lesdes no pé diabético resultam de uma combinacao de varios factoisdpie actuam em
simultaneo e pode ser desencadeada por neuropatia diabética periféeicga vascular periférica e
alteracdes biomecénicas [32].

As amputacdes de membros inferiores em diabéticos séo resultado daoizode Ulceras, lesdes
de pele caracterizada pela perda do epitélio, que se estende até a dgrassae atinge os tecidos
mais profundos, atingindo, em alguns casos, 0s 0ssos e musculos [31].

Estudos recentes, mostram a necessidade de avaliar os pés dos digdagtiddentificar factores
de risco que possam ser modificados, reduzindo, assim, o risco dagdloeramputacdo dos membros
inferiores dos diabéticos [22].

A diminuicdo da funcéo sensorial no pé e limitacdo da mobilidade articular,|gédnsasinais
precoces para o aparecimento de Ulceras nos pés, o que significieaa@aide alto risco de desen-
volvimento de complicacdes. Estas mudancas podem ser avaliadas atraséasitécnicas, podendo
evitar o aparecimento de Ulceras e reduzindo o risco de amputacdo dij.pé [1

Recentes avancos na tecnologia, permite a utilizacdo da termografia peificateo risco de

ocorrer ulceracao nos pés de pessoas com diabetes. Assim com ot@aademperatura numa

1



2 1.2 Estrutura do relatério

determinada regiao do pé, € indicativo de ocorréncia de uma inflamacsoates, 0 que pode tornar
possivel a formacao de ulcera nessa regiao [26].

A termografia permite observar a distribuicdo da temperatura de um ctngp@Esada detecgdo da
radiacao infravermelha emitida naturalmente por um corpo, com uma inte@giged a temperatura,
isto é, permite a obtencdo de imagens térmicas e a medicdo da temperatura dpaisnctempo
real.

A termografia pode ser utilizada para estimar a circulacdo sanguinearaeapéidade vascular
através da observacéo da distribuicdo da temperatura. Com isto, @ gaugumetodo néo invasivo,
nao requer um exame de contraste e com resultados em tempo real, taeramografia como um
método ideal para avaliar o risco de ulceracao do pé diabético [26].

Como objectivo deste trabalho propunha-se a identificacdo de um modelnatiatepara a dis-
tribuicdo da temperatura do pé de pessoas saudaveis, através deltittisde imagens térmicas

dos pés, combinados com estratégias de optimizacao nao linear.

1.2 Estrutura do relatério

Este relatorio possui a seguinte estrutura. Inicialmente apresenta-seagé@otio trabalho e a estru-
tura do relatorio.

No Capitulo 2 aborda-se o que € a termografia. Apresenta-se um pouco da suah&sua
utilidade e os conceitos basicos que estao na base do aparecimento daafamdgste capitulo sdo
também referidas duas técnicas de processamento de imagens, usadashpancao de dados, para
a realizacdo deste trabalho.

No Capitulo 3 apresenta-se, de uma forma resumida, o que é a optimizacdo. Neste capitulo
estdo presentes 0s tipos de optimizacdo que existem na literatura, bem cameasatgcnicas de
optimizacéo.

No Capitulo 4 sdo descritas as técnicas de optimizacdo nao linear com restricbesjdapvien
cipal incidéncia nos métodos de penalidade e na funcdo lagrangeanstadandleste capitulo estao
presentes, também, os algoritmos de penalidade combinados com as difienegies de penalidade.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados computacionais, obtidos pela implemestacéo
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Matlab, dos algoritmos presentes no Capitulo 4. Estdo, também, preserdssltzzins obtidos pela
implementacdo, em Matlab, das técnicas de processamento de imagemsefe@ipitulo 2.

No Capitulo 6 é descrita a conclusédo, bem como, sugestdes para trabalho futuro.






Capitulo 2

Termografia

2.1 Historia da termografia

Nos tempos mais remotos da histdria, os antigos fildsofos e médicos grapogpaoexemplo Platao,
AristoOteles e Galeno, fascinaram-se com o reconhecimento da relacémesdlor e a vida. Eles
tentavam perceber os meios pelos quais o calor era libertado pelo conpo®{B5, 1].

A primeira medic&o de temperatura de um corpo foi documentada em aprexmaate 400 a. c.
pelo médico grego Hipdcrates. Ele verificou a variacdo da temperaturderamtes zonas do corpo
humano, considerando o aumento de calor em certas zonas do corpmhgorao sendo o principal
diagnostico de doencas. Considerado o pai da medicina, Hipdcrategeastem qualquer parte do
corpo onde houver excesso de calor ou frio, a doenca estaré |&gradascoberta’™. Para obter a
confirmacdo cientifica da existéncia de diferentes temperaturas no aor@amb, ele cobria o corpo
com lama e observava qual a zona onde a lama endurecia primeiro [3%, 1, 1

O fisico italiano Galileu Galilei foi o pioneiro na histéria do termémetro pois em 15&htou
um termoscopio utilizando um tubo de vidro fino com uma das extremidadesunttacem um bulbo
fechado contendo liquido. A temperatura era avaliada pela ascens@edaidp pequenos granulos
ou sementes dentro do fluido. O termoscopio apenas indicava a mudastadauemperatura, e nao
apresentava nenhuma escala de medida, e era bastante influenciadegséla ptmosférica [35, 1].

Em 1664, Robert Hook, introduziu um pigmento vermelho no liquido, definimda escala com
incrementos dé /500 do volume do liquido do termdmetro. Esta escala dava para termémetros de

diferentes dimensdes, e 0 seu ponto fixo era o ponto de congelacdoadaVéajs tarde, Fahrenheit,

5



6 2.1 Histdria da termografia

Célsius, Joule contribuiram para o desenvolvimento das escalas termaosr&frica

Em 1715, Gabriel Fahrenheit, verificou as enormes vantagens quecarineapresentava como
meio termométrico, pois o mercUrio apresentava uma expansao térmica aaemuitborme, ndo
aderia ao vidro, conservava-se no estado liquido para uma gama aldegéginperaturas e possuia
uma aparéncia que facilitava a sua leitura. Considerou como zero daa&gcsgdo do termémetro
colocado numa mistura de cloreto de sédio, gelo e agua. Obteve, ainda,omi@is ge escala, con-
siderou a posi¢do 30 a temperatura apresentada por uma mistura de gelm e @&gposicdo 96
representava a temperatura da boca de um homem saudavel. Posteepajostou-se a escala, cuja

unidade era o Fahrenhe?F) [8].

No entanto, em 1742, Anders Celsius, insatisfeito pela escala apres@otaBahrenheit, apre-
sentou uma nova escala, na qual o valor 100 correspondia ao pontséadeda agua e o 0 ao ponto
de ebuligdo. Trés anos mais tarde, Carolus Linnaeus reformulou a apoedantada por Celsius, em

gue o 0 era o ponto de fusédo da agua e 0 100 era o ponto de ebulicaced8&8lag

A existéncia da radiagéo infravermelha ndo era sequer suspeitada 196, com os trabalhos
realizados por Frederick William Herschel, musico e astronomo inglés denor@dema, é que foi

possivel identificar a radiag&o infravermelha [16].

A descoberta aconteceu acidentalmente, durante a procura de um rtevialndatico. Herschel
estava a procura de um material que funcionaria como filtro optico, pdwaire brilho das imagens
do sol, durante as suas observacdes efectuadas por telescopiantertgestava diferentes amostras de
vidros coloridos que deram reduc8es semelhantes no brilho, ficou darggedescobrir que nalgumas
amostras passava pouco calor, enquanto noutras amostras passawealoyitmom risco de danos

oculares em apenas alguns segundos de observacéo [16].

Herschel ficou convencido que era necessario criar uma novaiéxgar com o objectivo de
encontrar um Unico material que daria a desejada reducao do briliro, @sso a redu¢do maxima
do calor. Na sua experiéncia, Herschel observou o efeito do cadociado as diferentes faixas
espectrais da radiacao solar. Com auxilio de um prisma e trés termdémetrogalgione€om os
bulbos pintados de preto, Herschel mediu a temperatura das varias @antgmde cor da luz visivel

refractadas através do prisma [16].
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Foi medindo as temperaturas ao longo do espectro, e 0s resultados amostnaaumento cons-
tante da temperatura, desde o final do violeta até ao final do vermelho. &straaum resultado
totalmente inesperado, uma vez que um pesquisador italiano, Landini, npetéexia semelhante
em 1777 havia observado o mesmo efeito. Herschel foi, contudo, queariraeiro lugar reconheceu
que deveria haver um ponto onde o efeito de aquecimento atinge 0 maxinereedidas restritas a

porc¢dao visivel do espectro ndo conseguiriam localizar esse pont87JL6,

Movendo o termOmetro para a regido escura, para além do extremo vermoedispectro, Her-
schel confirmou que o aquecimento continuou a aumentar. O ponto maxinmelogfieaencontrado,
situava-se muito além do extremo vermelho - o que hoje é conhecido como comiprolesonda do

infravermelho [16, 37].

Quando Herschel revelou a sua descoberta, deu 0 nome a regidpeatgr&germomeétrico, e a
radiacdo o nome de "Calor Negro". Décadas mais tarde, essa regi&peitre electromagnético
ficou conhecida como regido do Infravermelho, e a radiacdo foi cheadadiacéo infravermelha
[16, 37].

Ao utilizar o prisma de vidro na sua experiencia original, Herschel origihgumas controvérsias
com os seus contemporaneos sobre a existéncia dos infravermelheseniZ$ pesquisadores, na
tentativa de confirmar o seu trabalho utilizaram varios tipos de vidro de fowmiscriminada, com

diferentes transparéncias no infravermelho [16, 37].

Herschel, depois da suas experiéncias, ficou ciente das limitacbes glre apresentava para a
recém-descoberta radiacao térmica, e foi forcado a concluir que a @ptia o infravermelhos, seria
condenada a utilizacdo de elementos reflexivos, isto é a utilizacdo deasspethios. Felizmente,
isso provou ser verdade apenas até 1830, quando o investigadowitsliédioni, fez a sua grande
descoberta, que ocorreu naturalmente, a utilizacdo de sal (NaCl)st@va éisponivel em grandes
cristais naturais, em quantidades suficientes para serem feitos lentaaa&spe apresentava uma car-
acteristica muito interessante, é extremamente transparente para os resrirtgtaos. O resultado
foi que o sal se tornou no principal material 6ptico para os infraverraglté a década de 30, época

em que houve o aparecimento dos cristais sintéticos [16, 37].

A utilizacdo de termdmetros como detectores de radiacao, permaneceustadateé 1829, ano
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em que Nobili inventou o termopar, que consistia num sensor de contatiado pela juncéo de dois
metais distintos e baseado no efeito termoeléctrico, descoberto por ThoelesiSem 1821. Em
seguida, Melloni permitiu um grande avango, ao ligar um nimero de teregpar série, criando
a primeira termopilha. O novo dispositivo era 40 vezes mais sensivel do apetghor termémetro

[16, 37].

A primeira "imagem de calor"foi possivel em 1840, e resultou do trabat®idJohn Herschel,
filho do descobridor dos raios infravermelhos. Com base na evamowdiferencial de uma fina
pelicula de 6leo quando exposto a um foco de calor, a imagem térmica podstseelo reflexo
da luz, onde os efeitos de interferéncia da pelicula de 6leo tornam a imageet aislho nu. Sir
John também conseguiu obter um registo primitivo da imagem térmica em papet/leecb nome de

"termografia"[16, 37].

Entre os anos de 1900 e 1920, os investigadores do mundo "‘desoobro infravermelho.
Muitas patentes foram emitidas para dispositivos que detectavam pemsitlaaiia, avides, navios
e até mesmo icebergs. Os primeiros sistemas operacionais comecaramseseoldiglos durante
a guerra dd 914 — 1918, quando ambos os lados tinham programas de pesquisa dedicado a explo-
racdo militar dos infravermelhos. Estes programas incluiam sistemas expaigsttendeteccdo de
inimigos, deteccéo remota de temperatura, comunicacdes seguras, aoe¥ega de torpedos. Um
sistema de busca por infravermelhos testado durante este periododpidmpetectar um avido a

aproximar-se a uma distancia de 1.5 km, e uma pessoa a mais de 300 metros\dad&ia

Os sistemas mais sensiveis, até este momento, tém como base a ideia do bord@netrégdo
entre as duas guerras viu o desenvolvimento de duas novas técnwasiomarias para a deteccado
dos infravermelhos: conversor de imagens e o detector de fotGesinNarpr o conversor de imagens
recebeu a maior atencao por parte dos militares, porque permitiu a umarhsepela primeira vez
na historia, literalmente "ver no escuro”. No entanto, a sensibilidade dermsmn de imagem foi
limitada pelo comprimento de onda dos infravermelhos e pelos alvos mais ftegjnerramo militar,

a deteccao de soldados inimigos. Isto porque, com o desenvolvimentormi@ssores de imagens,
envolvia o risco de doar a posicado do observados a um observadorarnigne/mente equipado, por

isso era compreensivel que o interesse no conversos de imagem kwentaaliminuisse [35].
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O primeiro diagnéstico médico utilizando a termografia foi realizado em 1956| Rwson, des-
cobriu que uma mama com cancro apresentava uma temperatura mais elegagaademperatura
de uma mama normal. Com esta descoberta, os equipamentos foram evaileisde®,0os 15 mi-
nutos que inicialmente demorava a obter um termograma, até chegar as imagenspe real dos

equipamentos actuais [35].

2.2 Termografia

A termografia é uma técnica ndo invasiva, que permite observar a distabdécéemperatura de
um corpo, através da deteccdo da radiacdo infravermelha emitida nantelpoe um corpo, com
uma intensidade igual a temperatura, isto é, permite a obtencéo de imagensstérmiveedicdo da
temperatura de um corpo em tempo real [35, 43].

O corpo humano absorve radiacao infravermelha, e emite parte desgia ¢frenica sob a forma
de radiacdo infravermelha. Este facto, torna possivel determinar a wWiigiobda temperatura na
superficie corporal, através da medi¢do da radiacéo emitida pelo compa ewta distancia, dando a
informacao do estado micro-circulatorio do paciente [35, 43].

Sendo umatécnica de imagem médica, a termografia permite a investigagcaastitagpartindo
de uma analise das alteracdes da temperatura na superficie corporahdiiduo que ndo apresente
nenhuma patologia, a temperatura do corpo pode variar ao longo do teorgatanto, a distribuicao
da temperatura na superficie corporal apresenta tracos caractemstiot simetria bilateral consis-
tente. Com a termografia é possivel visualizar esses padroes ou deteveimaais desvios a esses
padrées, que podem resultar de alterac8es patolodgicas. Em terniesaygmanografia permite detec-
tar patologias antes de qualquer outra técnica de diagndstico, devidduabgagdes que a existéncia
de uma patologia provoca na distribuicdo normal da temperatura no localaopatologia se situa
[35].

Durante um exame de termografia, o dispositivo utilizado converte a enéngiiga emitida pela
superficie de um corpo, em impulsos eléctricos, que se tornam visiveisvgu teal, na forma de
imagens coloridas, usando pseudo-cores, ou em tons de cinza EBibhayem (2.1) esta representada

uma imagem térmica.
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Figura 2.1: Imagem térmica

A termografia € um método de diagndstico com um aumento de utilizacdo denidipalmente,
as suas caracteristicas, isto porque, € um exame que nao utiliza radrazaot& € um exame onde
ndo existe qualquer tipo de contacto entre o paciente e o equipamento e pétaitenagens em
tempo real. No entanto, uma vez que apenas permite a obtencdo da infosnbg&os processos
metabdlicos e circulagcéo, € necessério a utilizagdo de exames complemeatdr@gndstico, por
exemplo uma radiografia, que permite complementar a informacé&o obtida naftafismogm infor-
macao sobre as estruturas anatomicas [35].

A termografia é maioritariamente aplicada para diagndstico de patologias no sistecuiar,
muscular, nervoso e esquelético. Pois permite definir a extensdo dasdesdé tenham sido locali-
zadas, identificar novas lesdes mesmo aquelas que clinicamente aindamayielentes, ajudar na
monitorizacdo do processo de cura de um paciente [35, 30].

Uma das possiveis utilizacdes da termografia é na identificacdo de regifiepassa acontecer
uma vascularizacdo anormal, com a deteccéo de pontos quentesgjizgs omde existe um processo
metabdlico mais intenso, e para a detec¢do de pontos frios, regides oasleutakizacao pode ser
insuficiente ou ocorre um processo de necrose. Isto significa quea negido onde existe uma
temperatura maior que o normal pode derivar de uma maior circulacédoiseaqesse local, que
pode resultar de um processo inflamatério. Numa regido onde a tempe¥anas baixa que o

normal pode indicar um edema ou trombose vascular, por exemplo [35, 30]
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Areas médicas, tais como oncologia, cirurgia, reumatologia, neurologecaigia, oftalmolo-
gia, pneumologia, medicina desportiva, entre outras, tém aumentado a adlidagtermografia
como uma importante técnica de auxilio ao diagndstico clinico, permitindo avalensd&/doencas
[35, 43, 30].

A termografia é obtida através da utilizacdo de camaras térmicas, que adescdp captar, por
meio de uma rede de sensores, a radiacdo infravermelha, emitida por pop eaonverté-la em
sinais eléctricos. Os sinais eléctricos sdo processados por um saoftwepresentados na forma de
imagem, um termograma, onde cada pixel da imagem é associada a um valopdeatara [35].

Para compreender o que é a termografia, € necessario entendetosanggortantes, tais como
0 que é a temperatura, os modos de transferéncia de calor, onde sga@&nconceito de radiacdo

térmica.

2.2.1 Transferéncia de calor

A temperatura é um parametro fisico que esta associado as nocdes dedtay, doem como as
transferéncias de energia térmica entre dois corpos. Pode-se defipgrégéura como a quantidade
de energia cinética associada ao movimento aleatdrio das particulas quesnoonpddeterminado
sistema fisico, pode dizer que, quanto mais alta for a temperatura de um ohpstenergia os
atomos desse objecto possuem [35, 14].

A temperatura deve-se a transferéncia de energia térmica entre dois oobjeai®s. Quando
dois corpos apresentam a mesma temperatura, ndo existe transferé&atta datre eles, isto porque
estdo em equilibrio térmico. No entanto, quando dois corpos apresentaeratumas diferentes,
vai ocorrer transferéncia de calor do corpo que apresenta tem@erasis elevada para o corpo
com temperatura mais baixa, até ser atingido um equilibrio térmico. A transieida calor pode
acontecer de trés maneiras distintas, por conducao, conveccadanaced5, 37, 14].

A transferéncia de calor por conducéo pode ser definida como oggmpelo qual a transferéncia
de calor ocorre através da matéria sem ocorrer o transporte destigtstica que, existe transferén-
cia de energia das particulas mais energéticas para as particulas comemangiss de um objecto,

devido ainteraccao entre ambas. A fonte de calor excita directamentgieslpamais proximas, que
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transferem parte da energia recebida as particulas vizinhas, e essaa pez transferem para outras
particulas. A Intensidade do fluxo de calor depende da condutividadie#édo material [35, 37, 14].

A conveccdo, é a forma tipica de transporte de calor nos liquidos e gasessiste na transfe-
réncia de calor por transporte de matéria. Isto €, a energia é transfan@acao mais quente para a
porcao mais fria de um fluido através da ac¢do combinada de: condeicatpd armazenamento de
energia, movimento da matéria [35, 37, 14].

A transferéncia de calor por radiacdo € efectuada por ondas elegtrétitas, principalmente
os raios infravermelhos, que viajam na velocidade da luz. Neste poodessansferéncia nao é
necessario material para ocorrer a propagacéo do calor. Este mé&qophgacdo de calor é o
fundamental para a medicao da temperatura de um objecto utilizando a tdieyquyria a termografia

resulta da deteccao da radiacao infravermelha proveniente do objeartédise [35, 37, 14].

2.2.2 Radiacao Infravermelha

A luz visivel ao olho humano caracteriza-se por um comprimento de ondaeenaido desde apro-

ximadamente 400nm (azul) até 700nm (vermelho), como pode ser ohs@a&igura 2.2.

Especiro visivel ao olho humano

400 v | 450 nm | 800 nm | 550 nm .Bﬂﬂnm | 650 nm | 700 nm

s : 3 : ; Lo
Ralos | Hales faios X _u'% infravermalha Radar UHF | | Ordas weidias | | Freoléncia
cosmices | Gama | ABIC WHF  Ondss oates  Gndes| | extlEMaments

L ket — EECTOCAdas — Wigly — o |k

i Tpm W inm m 1w fom 1m ki Tham
Sompemanta 4915 4™ 4071 402 101 10 10* 10% 107 10® 109 gt 10 et 0! 1w 10! 10t 10t 10t w0t a0t ol

Fregiidncia () $0%° 1027 1077 107 10" 10" 107 10 10" 10" 10" 10" 10" 10" 107 w® 107 10° 40f w0 w0 10?
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Figura 2.2: Faixa de frequéncia do espectro electromagnético (Adaged@5])

A radiacao térmica pode ser emitida desde a faixa dos ultravioletas até adaiard-ondas no
espectro electromagnético. No entanto, a maior parte da radiagédo térmica énsitida forma de
radiacao infravermelha, invisivel ao olho humano, pois possui um compuigrde onda muito longo
[35, 37].

No espectro electromagnético, o intervalo onde se encontra a radiageinielha situa-se logo
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a seguir ao intervalo da luz visivel, com o comprimento de onda a variar enr&don a 1mm

[35, 37].

A radiacao infravermelha é emitida espontaneamente por todos 0s objeetpesguem uma
temperatura superior ao zero absolut8K) devido a agitacdo dos seus atomos e moléculas. Quanto
maior for a temperatura do objecto, maior é a agitacdo das particulas 0 goeguon aumento da

radiacdo emitida por esse objecto [35, 37].

O espectro infravermelho pode ser dividido em sub-regifes, existiadasvpropostas na lite-
ratura para essa diviséo [35, 37, 3]. Uma dessas propostas, fagédlos raios infravermelhos em

4 regibes, com base no comprimento de onda, como é possivel ver ha Zdbe

Tabela 2.1: Comprimento de onda das diferentes regides do infravermelaptédo de [35])

Tipo comprimento de onda

Préximo (NIR - Near InfraRed) 0.75um a3um
Médio (MIR - Middle InfraRed) 3um abum
Distante (FIR - Far InfraRed) 6pm album

Extremo (XIR - eXtreme InfraRed) 15um a1000um

Para além da temperatura do objecto, a quantidade de radiacdo emitida pbjegto também
depende da capacidade desse objecto em emitir radiacdo. A capacidada gbjecto apresente em
emitir ou absorver radiacao é conhecida por emissividade. Os valoessisievidade de um objecto
variam entre 0 (reflectido por um espelho) até 1.0 (corpo negro, omhergia € completamente
absorvida). Muitos materiais organicos, revestidos ou com superfixigsdas apresentam valores
de emissividade préximos de 0.95. A emissividade da pele é muito préxima derporegro ideal,

apresentando uma valor de emissividade de 0.98 [35, 14].
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2.3 Processamento de imagens

O processamento de imagens tem como objectivo principal, desenvoleedjmentos para extrair
informacao de interesse da imagem em analise. A utilizacdo de técnicascdeganmento permite
melhorar a qualidade das imagens, bem como, preparar as mesmas pabbenacao das informacoes
fornecidas pelas diferentes técnicas de observagéo e a realizap@&adlides quantitativas [2, 23].

A segmentacédo de imagens, € uma classe de métodos de processamentorte guageermite
identificar ou extrair areas de interesse que estao nas imagens. Aditmgdapde métodos de seg-
mentacdo a umaimagem, resultam regiées em gpeksque a constituem apresentam propriedades
semelhantes [2, 23].

Na &rea das imagens médicas, a segmentacdo pode ser utilizada para ead@atifa posicéo
exacta do tumor, calcular o volume do tumor e identificar areas de risco. dfdteamento prévio
permite um melhor planeamento do tipo de tratamento a usar, nos casos de tLimor [2

Os algoritmos existentes para a segmentacao de imagens baseiam-se emialsiabagde. Uma
delas é identificar a descontinuidade numa imagem, o0 que permite encontatasas da imagem;

a outra ideia é o0 agrupamento de regides através da similaridade de tstieateapresentados pelos
pixels até que o objecto de interesse seja reconstruido [2, 23]. Para alematiistos algoritmos
de segmentacdo usam uma abordagem semi-automatica, o que faz concepsite@ de alguma
interaccao com o operador. Outros métodos sdo totalmente automaticosnieo agenas tem um
papel de verificar os resultados [2, 21].

Existem diversas técnicas de segmentacdo de imagens, mas ndo existe metbdo Gnico que
possa ser aplicado a todos os tipos de imagens. Assim, sdo distintas asstdensemmentacao,
podendo dar como exemplo as baseadas em limiarizagdo, cresciment@de fegion Growing,
transformada de FourievWatershegdentre muitas outras. Neste trabalho apenas se utilizaram duas
técnicas de segmentacadregion Growinge o Watershed?2, 23].

Uma técnica de segmentacéo de imagem bastante conhecida é a segmentagieiptento de
regido, conhecida pdRegion Growing Neste método, a regido é segmentada a partir de um pixel
de partida ¢eed, que vai verificar opixelsvizinhos, analisando se as caracteristicas dquzels

sdo semelhantes as caracteristicas desejadas. Enquanto pirelggue apresentem caracteristicas
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semelhantes, o algoritmo continua a adicigmiaels[27].

O método deNatershedinicialmente proposto por Digabel e Lantuejoul, tem sido amplamente
utilizado como método de segmentacao de imagens. A metodologia bééelsheccomo técnica
de segmentacao, tem sido desenvolvida e aperfeicoada ao longo dos atiosdg].

Contudo, a técnica dé/atershedhdo se limita a ser uma técnica de segmentacao de imagem,
também pode ser considerada como uma técnica de pre-processamenfopgiariores analises,
usando outras técnicas de processamento de imagens [7].

A técnica deWatershegode ser utilizada, principalmente para identificacdo dos contornos numa
imagem. Para compreender o algoritmoWatershegdconsidere-se a imagem inicial em niveis de
cinza, como uma superficie topografica. E efectuado um furo no minimaldesogerficie por onde
a agua entra a uma taxa constante. Quando frentes de agua distintagestEogse encontrar, é
construida uma barreira para evitar esse encontro. No final do algodpeoas ficam visiveis as

barreiras construidas, correspondendo aos contornos dassrdgifieagem original [19].






Capitulo 3

Introducéo a optimizacao

3.1 Introducao a optimizacao continua

A optimizacdo é uma ferramenta importante na ciéncia da deciséo e na andlseldsisistemas.
Para usa-la, deve-se em primeiro lugar identificar os objectivos do sigtatefinir uma medida
gquantitativa do desempenho do sistema em estudo. Os objectivos poddensaias formas, por
exemplo, o lucro, tempo, energia potencial ou qualquer quantidade ourag&b das quantidades
que podem ser representadas por um niimero [20].

O objectivo da optimizacao é encontrar os valores das variaveis que optinszaé , maximizam
ou minimizam, dependendo das variaveis em andlise, as funcdes objEstias funcdes podem estar
sujeitas a restricdes que limitam a seleccdo dos valores das variaveisiéepobservar problemas
de optimizacdo em diversas areas, como por exemplo em ambiente empoesargaobjectivo de
aumentar a taxa de lucros; na natureza onde os sistemas tendem patadosmesimo de energia;
na engenharia biomédica, para melhorar sistemas se saude; entr206u88§[

As técnicas de optimizacao sdo consideradas técnicas de andlise quanptasi\estas apresen-
tam resultados numéricos para aproximacgdes da solucao exacta donarebteanalise.

Na area de optimizacao, o passo mais importante é a constru¢cao de um modesmacdefinindo
toda a informacg&o necesséria para a obtencdo de bons resultaddiicéd@o dos objectivos; va-
riaveis e restricdes que as variaveis estao sujeitas, contudo, se aypdbianuito complexo pode-se

tornar demasiado dificil de resolver.

N&o existe um algoritmo de optimizagéo universal, existe sim, um conjunto démlg® que se

17
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adaptam um tipo especifico de problemas de optimizacdo. A escolha do algbd@m@sponsabili-
dade de quem o vai aplicar [29].
Tipicamente, um problema de optimizac&o pode ser descrito da seguinte &&ma [

min f(x)
saci(zx)=0, i€k (3.2)
ci(x) <0, iel

onde f é a funcdo objectivag; as restricbes que a fungéo objectivo esta sujeitakeeno I sdo 0s
conjuntos de indices das restricdes de igualdade e desigualdadetivaspente.

O problema geral representado em (3.1) pode ser classificado de @oon a natureza da funcéo
objectivo e das funcdes de restricdes (lineares ou ndo-linearagyero de variaveis e propriedades
das funcdes envolvidas (diferencidveis ou nédo). Provavelmente acéistinais importante nos pro-
blemas de optimizacao é identificar se o0 problema possui restricdes ouwhao [2

Os problemas de optimizacdo sem restricdes resultam directamente de muitadapljraticas.
Surgem, também, da aplicacdo de métodos de resolugéo de problemas de ¢ftimira restricdes,
em que as restricdes sdo substituidas por termos de penalizacdo cogtiomtgediminuir a violacao
das restrigdes [20, 29].

Problemas de optimizacdo com restricdes surgem a partir de modelos qeenmektricdes ex-
plicitas sobre as variaveis, podendo ser simples, lineares ou néo lirdmaigsaldade e/ou desigual-
dade [20, 29].

Para além desta classificacéo, € possivel classificar os problemasweag@o como problemas
de optimizacao linear ou problemas de optimizacdo néo linear. Este tipo de cdgssifidepende
do tipo de funcéo objectivo e das funcdes de restricbes. Se a fubjEtivos e as restricdes forem
lineares esta-se perante um exemplo de problemas de optimizacao linefun&&ceobjectivo ou as
restricbes forem fungdes nao lineares entdo esta-se perante uenpate optimizacdo nao linear

[20, 29].

3.2 Optimizacéo linear

A programacao linear é uma area da optimizacdo que estuda a resolug@atertsiicas de pro-

blemas de optimizacéo linear. Este tipo de problemas pode néo ter restriggEssuir restricoes



3.2 Optimizacéo linear 19

de igualdade ou desigualdade. Assim pode-se definir matematicamentehlem@ae optimizacao

linear da seguinte forma:
min f(x
saAx=1b (3.2)
cr <d

onde,f € a funcdo objectiva; € R™ o vector das variaveisj € R™*"™, b € R™, c € RP*" ed € RP.

Existem na literatura diversos métodos que resolvem os problemas de oglionlirear, sendo o
mais utilizado o método simplex. Além deste método, pode-se utilizar, também, o métpdatds
interiores [29, 10].

O trabalho realizado por Dantzig, e®47, permitiu o desenvolvimento do método de Simplex. A
descoberta deste método coincidiu com o desenvolvimento dos primeirostediomes, que fez com
que o método simplex tenha sido a primeira aplicacdo para esta nova tecnblegie essa altura
até aos dias de hoje, a implementacao do método Simplex tem sido melhoradada refisalvendo
problemas oriundos das areas da gestéo, economia, finangas,aayentire outras [42, 10].

Em termos geométricos, o método simplex consiste em percorrer os verticesm@iedro cri-
ado pela representacado grafica da funcao objectivo e as restag@egie seja encontrado o vértice

(14

optimo

. Isto significa que, o método comeca com uma solucéo basica adinisgjeevai determi-
nando sucessivamente, novas solu¢cdes admissiveis, até encongfarcaecorresponde ao melhor
valor para a funcao objectivo [42, 10].

Pode-se dividir o método Simplex em trés passos: teste de optimalidade, dalpalsso e analise
do pivot [42, 10].

Embora o método Simplex tenha um bom desempenho, em 1972 Klee e Minty,ranosdteavés
de exemplos, que para certos programas lineares o método Simplex vai @xeaua vértice. Este
estudo provou que, na pior das hipoteses, o método Simplex apresentamiamero de iteragfes
exponencial ao tamanho do problema. Com estes resultados, muitos ird@&syacreditam que
um bom algoritmo seria um método cujo nimero de passos seria polinomial &pd@wercial, em
relacdo ao tamanho do problema apresentado [42, 10].

Em 1984, através dos trabalhos realizados por Karmarkar, apareceiwvo metodo de opti-
mizacao linear, com o intuito de melhorar a eficacia do método simplex. Esse mé&igna-se por

Método de Pontos Interiores [29, 10].
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Ao contrario do Simplex, o algoritmo apresentado por Karmarkar, basaarsleterminar pontos
interiores da regido admissivel, e efectuar sucessivas transfornpg@désvam a determinacéo da

solugéo ideal [29, 10].

3.3 Optimizacao nao linear

Designa-se por problema de optimizac&o néo linear ao problema ondeda fuivjectivo ou as res-
tricdes sdo funcbes ndo lineares. Tipicamente um problema de optimizaxhioead é apresentado

na seguinte forma:
min f(z)
saci(zx)=0, i€k (3.3)
ci(x) <0, el

ondef : R®" — R, e F eI sdo os conjuntos de indices das funcbes de restricdes de igualdade e de
sigualdade, respectivamente. Sdo muitas a técnicas para a resolugéloleimas de optimizacdo ndo
linear, que variam consoante o problema apresenta ou nao restrigbagréblemas sem restricbes
sdo usados métodos como por exemplo o0 método de Newton, quasi-Newtasr;Mekt, entre out-

ros [29, 9]. Para os problemas com restri¢cdes sao utilizados os mémgeralidade, o método SQP,

entre outros [29, 9].

3.3.1 Método de Newton

O método de Newton procura encontrar a melhor solugéo através de cesguoaterativo, isto €, dado
um ponto inicialxg, ele procura, passo a passo, pontos que diminuam o valor da furje@tivabem

relac&o ao ponto anterior [29, 9, 15]. Considere-se o seguinte pralde optimizacéo sem restricoes:

em quef : R™ — R é uma funcéo ndo linear nas variaveis e duas vezes continuamentacideel.
O método de Newton pretende determinar um ponto estaciondrio, pontoeoadela o gradiente da
funcdof. Se nesse ponto estacionario a matriz Hessiana for definida positivaestdd@ncontrado
um minimizante local.

Assim, o0 método de Newton comeca por célcular a direcggajeterminada pela resolucéo
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seguinte sistema:
V2 f(xr)pr = =V f(x) (3.5)

ondeV?f(x) é a matriz Hessiana no pontg, o V f () € o vector gradiente da funggozy) e k é
o indice de iteracdo. Para o método de Newton convergir para a solugéo geie a direccde. seja
decrescente, isto s0 se verifica se a matriz Hessiana for definida pdSitievo pontary 1 € obtido

pela expresséao:

Tyl = Tk + QgPy (3.6)

ondeqy, € o comprimento do passo.

A rapida convergéncia do método de Newton deve-se ao facto de seromrexgencia local e
quadratica. No entanto, se a matriz Hessiana for singular pode fazegumm método de Newton
seja ineficaz, e que ndo determine a solucéo [29, 9].

Uma das grandes desvantagens do Método de Newton é a necessidadieutde as segundas

derivadas da fungéo objectivo em todas as iteracdes do método.

3.3.2 Meétodo de Quasi-Newton

Devido hé limitacao apresentada pelo método de Newton foi deduzido o MgtadoNewton, pois
substitui o célculo da matriz Hessiana, verificado no método de Newtonmzoestimativa da matriz

Hessiana inversa [29, 9]. Essa estimativa € dada por:
By, = [V f(x1)]

Assim sendo, para o calculo da direcgsg para o método quasi-Newton é dado da seguinte

maneira:
pr = —BpV f(xy) (3.7)
usando esta nova direcgdo para o célculeds, fica:

Tpy1 = Tk + QgPy (3.8)

ondeqy, é 0 comprimento do passo. O valordepode ser determinado usando diversas técnicas de

globalizacdo. Algumas dessas técnicas sao a condicdo de Armijo ou a tetmicst region[29, 4].
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3.3.3 Método SQP

Um dos métodos mais eficazes para a resolucao de problemas de optimaagéstricdes € o SQP
(do inglés 'Sequential Quadratic Programmitig A ideia base deste método, consiste na criacado e
minimizacédo de subproblemas quadraticos.

Este método, resultou de trabalhos realizados por Wilson em 1963, nécerip@nas se tornou
mais popular nos anos 70, com os trabalhos realizados por Han e Poestle Bssa altura, muitas
modificacdes e extensdes tém sido publicadas sobre o0 método SQP [39, 17]

Considere-se o problema de optimizacdo néo linear (3.3). A ideia essdadiatodo SQP é
modelar o problema de optimizagdo em cada iteragdo, criando um subpraojoladnatico, calculando
0 minimo desse subproblema para definif.Q;.

Uma das derivacdes do método SQP é observado como uma aplicacao do dehdelvton as

condigdes de optimizagado KKT para (3.3) [29, 39, 17].



Capitulo 4

Metodos de penalidade e funcéo
lagrangeana aumentada

4.1 Introducéo

Os métodos de penalidade sdo uma importante classe de métodos para aoaidesgiicdo de
problemas de optimizacéo néo linear com restricbes. De uma forma geraltaomde penalidade
transformam o problema original com restricdes uma sequéncia de bléypeas sem restricdes. Sob
determinadas condicfes, a sucessao das solu¢cbes desses soigwebleconvergir para a solugéo
do problema original.

Os subproblemas criados pelos métodos de penalidade envolvem uma diengénalidade que
incorpora a fungao objectivo e as restricbes que o problema esta sAgitarias técnicas de penali-
dade diferem na forma como a funcéo auxiliar esta definida. A funcgélesuxclui, também, um ou
mais parametros de penalidade que determinam a importancia relativa destai¢éa, ou conjunto
de restricdes, dependendo do método que esta a ser utilizado. Quessjoag&metros sao alterados
apropriadamente, sao gerados sequéncias de problemas onde sdefeitestricdes tornam-se cada
vez mais evidentes.

Pode-se dividir as técnicas de penalidade em dois grandes grupostomd®barreira, também
conhecidos por métodos dos pontos interiores que obrigam as aprogsrnaglucdo ser admis-
siveis; e métodos de penalidade externa, que impde uma penalidade pdeg@ovitas restricdes,
considerando que os pontos gerados podem ser, ou ndo, admisbyeis [

Osmeétodos de barreirasdo métodos iterativos que, durante o processo iterativo, a aproximacéo

23
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situa-se sempre no interior da regido admissivel. Neste método, existe adordegma barreira
gque permite manter o iterado afastado da fronteira da regidao nao admissielniBializar o algo-
ritmo deste método é necessario que o ponto inicial pertenca a regido admlsgivgermite que a
sequéncia de subproblemas criados neste método convirjam para a stdygéblema a partir do
interior da regido admissivel. Por esta razao, este método exige que o idteregidao admissivel
seja um conjunto néo vazio havendo a dificuldade de identificar um pomtissitel, o que faz com
gue este método nao seja apropriado para problemas com restricoealdadgy36].

Osmeétodos de penalidade exteriosdo utilizados para a resolugcéo de problemas com restricbes
de desigualdades e restricdes de igualdades. Ao contrario dos méeotaseira, estes resolvem
sequéncias de problemas de optimizacao sem restricdes, cuja solugamaémente ndo admissivel
relativamente ao problema original com restricdes. Neste métodos, exitternode penalidade que
ao aumentar gradualmente, forca os minimizantes na direc¢éo da regidoiegmide interior da
regido admissivel, o termo de penalidade deve ser muito pequeno, permisimdpcage 0 minimo da
funcao objectivo seja muito parecido com o minimo da fungéo penalidade. Benadtagens deste
método, em comparacdo com o método de barreira, € permitir a inclusadrd@®essde igualdade,
isto porque a aproximacao ndo precisa de se encontrar estritamentedderggifio admissivel [36].

Considerando-se o seguinte problema:

min f(x)

sax e (4.1)
onde f(z) é uma funcdo continua,@ é o conjunto formado pelas restricbes de igualdade e/ou de-
sigualdade, isto &) = {z € R":¢; =0,i€ EA¢; <0,i€ I}. Aideia principal dos métodos
de penalidade é substituir o problema inicial com restricbes, numa seqgaéngiablemas sem re-
stricdes. Assim, a funcao penalidade com um parametro de penalideelsgratkefinida da seguinte

maneira.

oz, ) = fz) + pip(x) (4.2)
onde¢(x, 1) é a fungdo auxiliar de penalidade,é uma constante positiva, chamada de parametro
de penalidade, €(z) € uma funcéo onde se encontram as restricbes de igualdade e/ou ldesigua

Os métodos de penalidade vao resolver uma sucesséo de problemastsiediese minimizando a

funcéo auxiliar.
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Assim, em cada iteracdq cada subproblema é definido por:

min ¢(, i) (4.3)

Na funcéo de penalidade (4.2), existe a fun¢do), que representa as restricdes do problema
(4.1). Esta funcao vai variar consoante o tipo de restricbes que estenpes no problema de opti-

mizacao original [41]. Assim, podem-se definir trés tipos de funcdes:

e Funcéo para problemas com restricdes de igualdade

U(z) =Y lei()|” geN (4.4)

el

e Funcéo para problemas com restricdes de desigualdade:

P(x) = (max(0,¢i(x)))? g€N (4.5)

el

e Funcéo para problemas com restricbes de igualdade e desigualdades:

Y(x) = lei(@)|? + Y (max(0,ei(2))" g €N (4.6)

el i€l
4.2 Funcoes de penalidade

E possivel classificar os métodos de penalidade em penalidade exaotlidgue inexacta, onde a
grande diferenca neste métodos esta no nimero de subproblemas paicdabtencdo da solucéo
do problema original com restri¢des. Assim, nos métodos de penalidatta sfia criados um nimero
finito subproblemas, que permitem a obtencéo da solucdo do problemalpag@sum naimero finito
de iteragdes [11].

Nos métodos de penalidade inexacta existe a resolu¢do de uma sequént@alimBubproblemas
sem restricBes para o célculo da solugcéo do problema, determinandms®lucéo aproximada do
problema. Exemplos de métodos de penalidade exacta conhecidos sdo o demehalidadé,

[29, 11].
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Neste trabalho foram aplicados a penalidade penalidade quadratica, penalidade hiperbdlica,

penalidade exponencial e a penalidade dinamica e a funcdo Lagraregeaantada.

4.2.1 Funcéao de penalidadé

Como jé& foi dito, existem métodos de penalidade que apds uma sucessaosdfipiabtemas sem
restricbes obtém-se a solucao do problemas de original (4.1) [29].

O método de penalidade € um método de penalidade exacta de minimizacao local e permite
resolver problemas de optimizacéo nédo linear com restricdes [29]. Estdowégmlve problemas de

minimizagdo com a seguinte fungéo de penalidade:

O(z, ug) = —|— — Z lei(2)] + — Zma:v ci(z 4.7)

'LGE' lGI
Assume-se que todas as fun¢des sdo continuamente diferencidveitingétaé designada por
funcéo de penalidade porgue o termo de penalidade é de noimdEmbora seja continua, a fungéo
de penalidadég néo é diferenciavel em todos os pontos, o que faz com que a utilizagéétddos que
utilizem a informacgé&o da derivada para a resolucdo dos subproblemsa®(teo o método de Newton)
seja impossivel. Esta caracteristica € uma das grandes desvantagemsé&juodmde penalidade
apresenta [29].

O algoritmo generalizado para este problema pode ser:

Algoritmo: Método de penalidade com a fun¢éo de penalidade

Passo 1. Dadpy, uma aproximacao inicialy, k = 0ec < 1

Passo 2. Resolver

min ¢(x, pg) = —|— — Z i ()] —l— — Zmax ci(x

’LEE ze[

Passo 3. Actualizgty, 1 = cur ek =k + 1,

Passo 4. Enquanto o critério de paragem néo for satisfeito voltar passo P.
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4.2.2 Funcéo de penalidade quadrética

Entre os métodos mais utilizados para a resolucdo de problemas de optimidagéeear com res-
tricbes esta 0 método de penalidade quadratica. A funcdo de penalidattatipa € a funcao mais
simples dos métodos de penalidade exterior, na qual o termo de penalidazle fnédl"de violacdo
das restricdes [29]. Considerando-se o0 seguinte problema de optiowkzac#ode-se definir a funcéo

de penalidade quadratica da seguinte forma:
1 1
Qi) = f(2) + 5= D (@) + 5 ) maz [ei(x), 0 (4.8)
HicE =yl
ondeyn > 0 é o parametro de penalidade que tende para 7¢€19,é a funcéo objectivo e g (=) sdo
as restricbes do problema original (4.1).

Na iteracads, é necessario resolver o subproblema definido por:
min Q(; p,) (4.9)

O parametro de penalidade,, € um parametro positivo e € actualizado a cada passo do algoritmo
do método de penalidade. Este pardmetro tem como objectivo obrigar quesad&uo de problemas
tendem para a regido admissivel do problema. A solugéo do problemaed@sapde satisfazer as
restricdo, mas com a diminuigdo do parametro de penalidade obriga quecdwidks restricbes seja
cada vez mais dificil [29].

A sequéncia do parametro de penalidade pode ser escolhido de forptatizdabaseado na difi-
culdade de minimizar a funcéo de penalidade em cada iteracdo. Quaretiisa gyue a minimizacao
de Q(z; i) € dificil, pode-se escolher um,;1 que seja uma redu¢do modestageassim, a actu-
alizagéo deuy4 ficaria: ug+1 = 0.7u. Se, pelo contrario, a minimizagéo dgx; 1) € acessivel,
entdo pode-se aplicar uma reducaqugdenais ambiciosa, ficand@ix 1 = 0.1 [29].

O algoritmo generalizado deste método pode se definido como:

Algoritmo: Método de penalidade quadratica

e Passo 1. Dadp, uma aproximag&o iniciaky, k =0ec < 1



28 4.2 Funcbes de penalidade

e Passo 2. Resolver
min Q(z; uy) = f(x) + L Zc%x) + L Zmax [ci(x), 0]
, bk fop 2uk o 7

e Passo 3. Actualizaty 1 = cup ek =k + 1,

e Passo 4. Enquanto o critério de paragem néo for satisfeito voltar an Pass

4.2.3 Funcéo de penalidade hiperbolica

Os métodos anteriormente referidos, sdo dos métodos mais utilizados psotuade de problemas
de optimizacdo com restricbes. Recentemente foi desenvolvido um novdariE@enalidade para
a resolucéo de problemas com restricdes de desigualdade [34, 44].

Assim, considere-se 0 seguinte problema de optimizacao:

min f(x)

sac(x)<0, el (4.10)

Para a resolucao deste tipo de problemas pode utilizar, para além dos sn@tedferidos, o
método de penalidade hiperbdlica [34, 44]. A funcédo hiperbdlica é cantieate diferenciavel e é

dada por:

Pla, A, 7 = f@) + 3 i) + /O @) + ()’ (4.11)

iel
onde\; > 0 el > 0 s&o os parametros de penalidade. Os parametros de penalidade d&adosia

da seguinte forma:

bl K1 _ _k .
{)\i =r\F e 7H=7F se max ¢i(xp) >0 (4.12)

P = grF e A1 = \F caso contrario

Visto ser uma fungdo continuamente diferenciavel, a funcdo de penaligatbdlica permite a
utilizacdo de métodos de optimizacdo que utilizem a informacgéo da derivada, pmr exemplo o
método quasi-Newton, para obter a solu¢do do problema [34, 44].

O algoritmo generalizado para este método definido por:

Algoritmo: Método de penalidade hiperbdlica

e Passo 1. Dadox’ > 0 e7% > 0, uma aproximaco iniciak, k = 0,7 >0e0 < ¢ < 1
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e Passo 2. Resolver

min Pz, \'r¥) = f(2) + 3 (A?ci(x) + \/ (AF)* [eal@)) + (n-’“)Q)

el

e obterzy,

e Passo 3. Actualizax' ! e 71, que é dado por:

TFHl = gtk e Nft! = )\F caso contrario

7

{ MFL—p)\E e 7R = 7k se max ¢;(xy) =0

e Passo 4. Enquanto o critério de paragem néo for satisfeito voltar an Pass

4.2.4 Funcéo de penalidade exponencial
Considerando-se problemas de optimizacéo nao linear com restricbesigeaddade:

min f(x)
sac(z)<0, iel (4.13)

onde as fungdes e ¢; sdo duas vezes continuamente diferenciaveis. A funcao exponessnalada
a problemas de optimizacao nao linear com restricdes de desigualdade é:
1
B, s VF) = f(2) + 3 —vf [ereil@) 1] (4.14)

— Hk

el
sendoy;, 0 parametro de penalidade/g o multiplicador de Lagrange associado a restrigi®e as
fungdesf e ¢; forem duas vezes continuamente diferenciaveis entéo a funcao pdeadigzonencial
também o é [24].

O algoritmo generalizado para este método € dado por:

Algoritmo: Método de penalidade exponencial
e Passo 1. Dadog, e »°, uma aproximacao iniciakg, k = 0ed > 0

e Passo 2. Resolver

min E(x, ug, yk) = f(x) + Z ivf [eﬂkci(m) _ 1}
ie1 Mk

obterzy,
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e Passo 3. Actualizarf ™ = vFersci@r) ) = duy ek =k + 1;

e Passo 4. Enquanto o critério de paragem nao for satisfeito voltar am hass

Com a actualizacdo dos multiplicadores de Lagrange apresentados mitnddganterior, sery,

for um minimizante d&&(z, 1) e parauy > 1 verifica-se que:
e Sez* é um ponto admissivel entdg ™ < v [24];

e Sez” é um ponto ndo admissivel enta?vzg*frl > vF, fazendo com que aumente o peso da
violagdo da restricéo;, que permite a aproximagao da regido admissivel de uma forma mais

rapida [24].

4.2.5 Funcéo de penalidade dinamica

A grande diferenca entre os método de penalidade dinamica e os métodossignsgudos é que as
restricdes vao estar sujeitas a parametros de penalidade distintos. Igtarénmeetro de penalidade
para as restricdes de igualdade vai ser diferente e é actualizado dieantistenta do parametro de
penalidade para as restricdes de desigualdade [11].
Considerando-se um problema de optimizacdo néo linear com restricda#alela seguinte
forma:
min f(x)

sac(zx)=0, i€E (4.15)
ci(x) <0, i€l

A funcéo de penalidade associada a este método é dado por:

L(z,o*, B = f(2) + Y af [e(@)? + 3 B (max ei(x), 0))? (4.16)
i€E iel
ondeq; e f3; sdo os parametros de penalidade das restricdes de igualdade e dadguaispectiva-

mente.

A actualizacd@o destes parametros, em cada iteragdo, é dado por:
a§+1 = ng +C ‘Cl($)| (417)

B = BF 4 C(maz(0, ¢i(x))) (4.18)
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onde C é uma constante positiva maior que zero [11]. O algoritmo genempizad este método é

dado por:

Algoritmo: Método de penalidade dindmica
e Passo 1. Dadas’ e 3°, uma aproximacao iniciaky, k = 0eC > 0

e Passo 2. Resolver
min L(z,of, 8%) = f(x) + > of [ei(x))* + ) BF(max [ci(z), 0])?
icE iel

obterz,,
e Passo 3. Actualizat ™, gFtt ek =k +1;
ot = of 4 Oei(z)|
Bt = BF + C(max (0, ¢i(x)))

e Passo 4. Enquanto o critério de paragem nao for satisfeito voltar am hass

4.3 Funcao lagrangeana aumentada

O método de penalidade lagrangeana deriva de métodos de penalidadbénTaonhecido por
método dos multiplicadores resulta do trabalho desenvolvido de uma formaiddayie por dois
matematicos, Hestenes e Powell [29, 36, 40].

Inicialmente, o método de penalidade lagrangeana foi desenvolvida ies@l@cdo de problemas
de optimizag&do néo lineares com restricdes de igualdade. Rockafellarpi@neiro matematico
que propds um algoritmo muito semelhante ao método de penalidade lagrangessentado por
Hestenes e Powell, mas aplicado a problemas de optimizacdo com restrigigssgdaldade [29].

O método de penalidade lagrangeana aumentada estd muito relacionado o itma do
método de penalidade quadratica. No entanto, este método reduz a posihiledanau condi-
cionamento dos subproblemas que sao gerados, através da introspliéitaede multiplicadores

de Lagrange a cada passo [41].
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4.3.1 Funcéo lagrangeana aumentada - restricbes de igualtia

Considere-se 0 seguinte problema de optimizacdo ndo lineares com esstiécigualdade:

min f(z)
saci(x)=0, i€k

(4.19)
ondef : R" - R,e¢; : R" =+ R.

Combinacdo a funcdo de penalidade quadrética, ja apresentada, eirecéa fagrangeana, é
possivel obter a funcéo lagrangeana aumentada, que é dada imdestyma:

La(z, AF s M) Z )\kcz

i€E

Z c(x) (4.20)

2” i€E

Neste método, @, € o parametro de penalidade\é o vector de multiplicadores de Lagrange.
E possivel verificar que no método muda para cada valo#désto permite que, tanto a estimativa
inicial para os multiplicadores de Lagrange como para o parametro de &leatiélo necessitem de
ser grandes para que ocorra uma boa aproximagédo a solucao dov@adhigal, facto que acontece
nos métodos classicos de penalidade [29].

E necessario, ao longo do algoritmo, que os multiplicadores de Lagrajaye aetualizados.
A funcdo que permite actualizar os multiplicadores resulta da derivacdongad de penalidade
lagrangeana aumentada, em relagéo a varideem \ e o fixos, ficando:

VaLa(w, A\ p) =V i(x) = [A_C(x)] Vei(x) (4.21)
i€E H

Igualando esta equacd®aobtém-se a equacao de actualizacdo deepresentada da seguinte

maneira:

AEFL = i 6lD) (4.22)
20"

Para mais detalhes podem ser consultados os trabalhos [29, 41, F&s40] sendo, pode-se
aplicar o seguinte algoritmo para resolver os problemas de optimizacéo reiadiiigando a fungéo
de penalidade lagrangeana aumentada:

Algoritmo: Método de penalidade lagrangeana aumentada

e Passo 1. Dadogy > 0 e A\g € R, uma aproximacao iniciak,, ek = 0
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e Passo 2. Resolver
min La(zy, \¥, 1%) Z)\ ci(zk +—kz
i€l el

e obterzy,

7

e Passo 3. Actualiza)tf+1 =\ % Mkl =epp ek =k+1

e Passo 4. Enquanto o critério de paragem nao for satisfeito voltar an Pass

4.3.2 Funcéo lagrangeana aumentada - restricbes de desidnede

Devido ao trabalho desenvolvido por Rockafellar, em 1974, é posgiliehr o método da fungéo
lagrangeana aumentada para problemas de optimizacdo com restric@sgdaldade. Isto porque,
€ possivel transformar uma restricdo de desigualdade numa restricamttiade através da intro-
ducédo de uma variavel de folgg, nas restricbes de desigualdade [29]. Considerando o problema de

optimizacéo néo linear com restricbes de desigualdade:

min f(x)
saci(r) <0, el (4.23)

ondef : R" - R;e¢; : R" —» R.
Transformando as restricées de desigualdade em igualdade adicdaneadavel de folga fica:

min f(z)
sac(zx)+s =0, i€l (4.24)
S 2 0

Esta transformacéo faz com que o problema inicial apresente agoredestle igualdade, bem
como um limite simples, o que permite a aplicacdo do método de lagrangeana aantcaado a
equacéo da seguinte maneira:

1
min L 4(z, A, ) Z)\k (ci(x) + s5) + 2—2(@—1—302

el Hk el (4_25)
S.a

$i =0 para el
Calculando a derivada parcial do subproblema criado em funcag, debtém-se a seguinte

equacao:

M+ (o) +5) =0 (4.26)
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Partindo desta equacao, pode-se calcular a variavel dedglfigando:
si = A} — ci(z). (4.27)

Uma das condi¢Bes necessarias apos a transformacéo das reswidésgdaldade para as res-
tricbes de igualdade € que a variavel de folga sgja 0 parai € I [29]. Entdo pode-se simplificar a

equacao da seguinte forma:

s; = max(upAF — ¢;(2),0), para i€l (4.28)
Considere-se que:
1
A7 si ) = D AP (eil@) + i) + 5—(ci() + 5)° (4.29)
i€l 2'uk

Substituindo os; na equacéo (4.29) pela equacéo (4.28), pode-se definir uma naé&ofde

penalidade para as restrices de desigualdade:

—\k 4 L 7 2 se b — i <0
b, AF, i) ={ ﬁc () + gueil) HieXi = cil@) (4.30)

—su(AF)? caso contréario



Capitulo 5

Analise e discussao resultados

5.1 Analise dos métodos de optimizacao

Este trabalho pode-se dividir em trés fases. Numa primeira fase, a impledera Matlab dos
métodos de penalidade e a verificacdo destes, utilizando problemas de ag@toni@o linear ja
conhecidos.

Na segunda fase de trabalho foi efectuada a aquisicdo e processataeémagens térmicas.
Na terceira fase foram criados modelos matematicos com o intuito de despoddrv que melhor
representaria a distribuicdo da temperatura no pé, para tal foram aglicadnétodos de penalidade
para a identificacdo do melhor modelo.

Numa primeira fase foram resolvidos 25 problemas de optimizacéo néo |seahidos numa
forma aleatdria em que 10 desses problemas eram problemas de optim&adaear com restricoes
de igualdade e/ou restricdes de desigualdade; os restantes 15 pradri@male optimizacdo nao line-
ar apenas com restricdes de desigualdade. O numero de restric@Esfgnedes objectivo estavam
sujeitas eram variaveis. Todos os problemas resolvidos foram retidad@8, 18]. Mais detalhes
relativos aos problemas podem ser consultados em Anexo A.

Esta fase serviu, principalmente, para verificar se os métodos implementateguiam iden-
tificar a solucdo de problemas cuja solucéo ja era conhecida. Assim,dlisaata a robustez e a
precisdo de cada método de penalidade codificado.

Também foi possivel verificar, 0 comportamento que teriam os diferentesloséem relacao ao

tipo de funcoes.

35
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Os métodos de penalidade foram implementados de acordo com os algorit@sensgdos no

Capitulo 4. Natabela seguinte estao descritos os parametros iniciais destdganétodos aplicados.

Tabela 5.1: Pardmetros iniciais dos métodos de penalidade

Il Quadratica| Hiperbolica Exponencial Dinamica | Lagrangeand
Parametros Iniciai§ o =1 | ¢=07 | A°=[1,..,1] po =1 =12,...,2] e=2
c=0.7 po =1 O =0,.,1 | P =102..,2 | B=1]2,.,2]
r=+10 d=1.2 c=20
q=0.1

Na Tabela 5.1 apresentam-se alguns parametros em forma de vectoarigana de tamanho
consoante o numero de variaveis do problema a executar. Nos resultadjostacionais realizados,

foi usado um Computador Intel Core i3, CPU M 300 2.13GHz, com 4.0 GBAM.

Um resumo dos resultados pode observar-se na Tabela 5.2, ondeghificas"Encontrou a
Solucao”, N.E.S. significa que "Nao Encontrou a Solucéo"e M.N.A, "Mgtd@o Aplicado”. Infor-
macdes mais detalhadas sobre os resultados obtidos pelos métodos dageaticanalise podem
ser consultados no Anexo A.

Na Tabela 5.2 é possivel verificar que, através dos cinco métodos impleo®nba possivel
encontrar a solucdo da maioria dos problemas apresentados. Tambénficeugue, a implemen-
tacdo da funcdo lagrangeana aumentada, ndo possuia robustenteyfiaia resolver os problemas
propostos.

Dos métodos testados, aquele que apresenta um menor nimero de prdblemagtodo de
penalidade dindmica. E, também verificou-se que para identificar a s@waéim necessitava de um
maior niumero de iteracdes, o que tornava o modelo mais demoroso do gstaotee

O método de penalidade foi 0 método menos satisfatorio, pois ndo encontrou a solugdo num
maior numero de problemas. No entanto, nos problemas onde identificoucAcgobste método
conseguiu numa forma mais rapida, pois necessitou de um menor nimeraci@dsgpara solucionar
0 problema.

O método de penalidade quadratica foi o algoritmo que apresentou um methpoitamento,
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Tabela 5.2: Tabela resumo relativa aos métodos de penalidade

Métodos de Penalidade

Problema Quadréticaly

1

© 00 N oo o b~ WD

N NN N NN P B R R R R R R R
g A W N P O © 0 N O U M W N B O

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

N.E.S.

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

N.E.S.

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

N.E.S.

E.S.

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

N.E.S.

E.S.
E.S.

N.E.S.

E.S.
E.S.

N.E.S.
N.E.S.

E.S.
E.S.

N.E.S.
N.E.S.
N.E.S.
N.E.S.
N.E.S.

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

Dindmica Exponencial

E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
N.E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
N.E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.

M.N.A.
E.S.
M.N.A.
E.S.
M.N.A.
E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
M.N.A.
E.S.

M.N.A.
N.E.S.

M.N.A.

M.N.A.
N.E.S.

E.S.

M.N.A.

E.S.

N.E.S.
N.E.S.

E.S.

N.E.S.
M.N.A.

M.N.A.

Hiperbdlica
M.N.A.
E.S.
M.N.A.
E.S
M.N.A.
E.S.
E.S.
N.E.S.
E.S.
M.N.A.
N.E.S.
M.N.A.
E.S.
M.N.A.
M.N.A.
N.E.S.
N.E.S.
M.N.A.
N.E.S.
E.S.
E.S.
E.S.
N.E.S.
M.N.A.
M.N.A.
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pois encontrou a solu¢éo na maior parte dos problemas testados, cormeno i@ iteracdes bastante
reduzidos, em comparacao com o0 método de penalidade dindmica. Isto ermié&odo apresentar
um tempo de processamento muito mais baixo do que o método de penalidade dinamica

Considerando que os métodos de penalidade hiperbdlica e exponérreisblyem problemas de
optimizacdo ndo linear com restricdes de desigualdade, os resultaddsisiosétodos séo pratica-
mente iguais entre si. Comparando os dois métodos, verifica-se que o métpdoalidade hiper-
bolica, na maioria da vezes, necessita de um menor nimero de iteraghes@antrar a solugéo, o
que faz com que o tempo de processamento seja significativamente maiNmaemanto, em prob-
lemas que apresentam o mesmo numero de iteracdes, é possivel verdioangtodo de penalidade
exponencial apresenta um tempo de processamento significativament@pidisdo que o método
de penalidade hiperbdlica.

Analisando os casos onde séo aplicados os cinco métodos de penaidédervando o tempo
necessario para encontrar a solucao, verifica-se que o métodoalielpeéel, € o que apresenta, na

maioria da vezes, 0 menor tempo de processamento.

5.2 Técnicas de processamento de imagens

Na fase de aquisicdo e processamento de imagens, foi aplicada a téertmandgrafia para a
aquisicdo de imagens térmicas. As imagens térmicas apresentam a distritutefioperatura da
planta dos pés.

Esta andlise, foi efectuada em ambiente académico onde os voluntariasoseldos ao acaso
eram pessoas saudaveis. O protocolo da aquisicéo de imagens foi sifglpsedido ao voluntario
para se descalcar, e que estivesse com 0s pés descalcos duranteith antes da aquisicao da
imagem, com o intuito de estabilizar a temperatura. A aquisicdo de imagensdiagfe por uma
camara térmica FLIR que se encontrava a uma distancia fixa de um metrosdds péciente. Foi
necessario introduzir na cdmara dados inicias, como por exemplo a distatesigperatura ambiente
e emissividade da pele, para poder calcular a temperatura real. Foadaloma placa de espuma

rigida sobre os tornozelos, com o intuito de isolar a temperatura dos péstdalo corpo. A duracdo
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da aquisicdo de imagens ndo excedeu os 15 minutos. Na Figura 5.1 é Ipagsivposicao dos pés

durante a aquisicao de imagens.

Figura 5.1: Imagem original

Um exemplo de imagem térmica obtida, pode ser analisada na Figura 5.2.

Temp. refl,
Disk
Zampo d
Hurm, rel.

Temp. amb,

Figura 5.2: Imagem térmica

Como € possivel observar na imagem térmica, existem regdes de interegi§ee cujos valores
nao interessam para esta analise. Com isto foram efectuadas duasstécstiotas de processamento
de imagens para isolar os dados da temperatura dos pés. Essas técamasRegion Growinge o

WatershedEsta analise foi efectuada em Matlab, obtendo-se os seguintes resultad
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Figura 5.3: Resultado deegion Growing

Figura 5.4: Resultado d¥/atershed

Como é possivel observar nas Figuras 5.3 e 5.4 obtidas na aplicaco tddesme processa-
mento de imagens, as imagens obtidas através da técnRegiten Growingsao as que apresentam

melhores resultados, sendo possivel isolar os dados da temperatpgsdesquanto que, nas ima-
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gens déWatershedrerifica-se que existem regifes distintas mesmo dentro do pé, bem conesregid
muito pequenas no fundo da imagem.

Uma grande dificuldade presente na execucdo deste trabalho foi ad&addolar totalmente a
temperatura dos pés, quando era visiveis nas imagens, zonas dagjpsmaluntarios cuja tempera-
tura era igual ao dos pés. Este problema pode ser melhorado com uma is@bgiio aquando da
aquisi¢cdo das imagens.

Dos resultados obtidos no processamento de imagens, foram escoligioagens obtidas da

técnica deRegion Growingpara efectuar a modelagdo matemética.

5.3 Modelacdo Matemética

ApOs a aquisicao e processamento das imagens obtidas foram utilizae®sladss para encontrar
um modelo matematico que melhor descreve a distribuicdo de temperatura dalplpéta
Para uma melhor analise foram consideradas trés regides em cadapé possivel observar

na Figura 5.5

100 4

150 +

200 4

50 100 150 200 250 300

Figura 5.5: Divisao de cada pé em trés regides
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Inicialmente, foi efectuada uma analise prévia relativa a cada regigmid3ar foram escolhidas
algumas imagens, ao acaso. Foram considerados os valores da terapeéxitma, minima, média e
0 desvio padréo em cada regido.

Com os resultados da temperatura maxima e da média da temperatural engigaddaigossivel

obter os seguintes graficos.

Distribuicao da temperatura maxima do pé
do lado esquerdo

—¢—Imagem1l —li—Imagem4  —&—Imagem6 =——Imagem7  —#—Imagem8

=@=Imagem12 ====Imagem13 == Imagem 14 Imagem 15 ==#=Imagem 16
35,00

R1 R2 R3

Figura 5.6: Distribuicdo da temperatura maxima do pé do lado esquerdo

Distribui¢do da temperatura maxima do pé
do lado direito

=—t=|magem 1 == magem 4 =fe=|magem & == |magem 7 === |magem &

—O—Imagem12 —+—Imagem1l3 ———Imagem 14 Imagem 15 —¢—Imagem 16
35,00
34,00 o
32,00 p —
31,00 - "’--mi)?'\ —0
30,00 —-><_\-K_’\
29,00
28,00
27,00

R4 R5 R6

Figura 5.7: Distribuicdo da temperatura maxima do pé do lado direito
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Média de temperatura no pé do lado

esquerdo
—|magem 2 —#—Imagem 3 —fli—Imagem 4 —#—Imagem 5
—=—Imagem 6 —=Imagem 9 —@®—Imagem 10 —+—Imagem 11
——Imagem 12 —#—Imagem 13 ~fi—Imagem 14 —d—Imagem 15

32,00
31,00

g §
30,00 e
29,00 -4%
28,00 ﬁi
27,00

26,00

25,00

24,00 T T
R1 R2 R3

Figura 5.8: Média de temperatura no pé do lado esquerdo

Média de temperatura no pé do lado direito
——Imagem 2 =#—Imagem 3 == Imagem 4 =#—Imagem 5
== |magem 6 =t magem 9 =@=Imagem 10 s |magem 11
== |magem 12 ==|magem 13 =f=Imagem 14 ==f==|magem 15

33,00
32,00
31,00 -
30,00
29,00 -
28,00
27,00
26,00
25,00
24,00
R4 R5 R6

Figura 5.9: Média de temperatura no pé do lado direito

Nos gréficos das Figuras 5.6 e 5.7 é possivel ver que a temperatura maisatamperaturas
maxima identificada em cada regido, encontra-se, na maioria das veregianasuperior de cada pe,
isto &, nas regideR, e R,. E possivel observar que, a temperatura maxima vai diminuindo ao longo

do pé, obtendo-se uma temperatura mais baixa nas reide#.

Analisando a média de temperatura por regido, foi possivel verificardpsedados obtidos, a
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média de temperatura mais alta se verifica nas regides que se situam no meisodgéas regides

R, e R5. Como nas regideR; e R, estdo situados os dedos dos pés, e como sdo as regides dos pés
onde a temperatura € mais baixa, faz com que a média nessa regido sejaxaajsidaas regides

R> e R5, embora seja nessas regides que se encontre a temperatura mais el@@adam relacdo a
temperatura minima, esta apresenta-se constante ao longo do pé.

ApOs esta analise, foram criados cinco modelos matematicos nédo lineaaedeparever a dis-
tribuicao da temperatura ao longo do pé. Para identificar qual dos modeiamatiaos que melhor
aproximava a distribuicdo da temperatura do pé foram aplicados cinco mé&ledgenalidade, ja
referidos.

Foram considerados os seguintes modelos matematicos:

fi(z,4,7) = 210® + 29ij + 235% + 50 + 265 + 27
fo(x,i,5) = x1sin(zei + x3) + xac0s(x5) + z6) + X7
fa(x,1,7) = x1sin(xoi + x3) + xgsin(zs) + 26) + X7

fa(x,i,§) = z1sin®(x2i) + x3c08*(v4)) + 5
fo(@,i,j) = w1sin®(w9i) + w3sin®(vaj) + x5
Com estes modelos mateméticos, pretende-se identificar qual a funcao lgoe apeoxima a
temperatura do pé em cada regiao.
Para isso, foi necessario resolver o seguinte problema de optimizazineas.

Ny N
min ZZ(tz] - fw(xaiaj))Q

i=1 j=1
S.a. fw(xviaj) < 07 para(imj) € Rk:

5.4 Resultados obtidos para um numero reduzido de imagens

A este problema de optimizacdo néo linear criado, foram aplicados os tesgoiétodos de penali-
dade: penalidadg (I1), quadratica (Q), hiperbdlica (H), exponencial (E) e dinamica (D).
Caso fossem aplicados todos os modelos matematicos com todos os métodadidageobtinham-

se um elevado numero de resultados. Por esse motivo, foram seleles@hes imagens, ao acaso, e
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aplicados os cinco modelos e os cinco métodos de penalidade, para ideqtiéica melhor método
e quais os modelos matematicos que melhor aproximavam a temperatura.

Considerou-se, = (1,1, 1...,1) como aproximacao inicial e obteve-se os resultados apresenta-
dos nas Tabelas 5.3,5.4 e 5.5.

Nas tabelas seguintes, DS (do ingl&d not Solvé significa que o método de penalidade nao
consegue encontrar a solucdo do problema, e NF (do ihgleBound quando o método de penali-

dade encontra uma solu¢cdo nao admissivel.

Tabela 5.3: Resultados computacionais dos métodos de pendlida@e

l Q
Imagem  Regido  fi f2 f3 Ja fs fi I2 I3 fa fs
I R1 1.3E+6 3.3E+6 3.3E+6 1.5E+61.2E+6 1.3E+6 3.3E+6 4.4E+6 1.2E+6 1.2E+6

Rs 23E+6 3.7E+6 3.2E+6 1.7E+6 1.7E+6 2.3E+6 3.7E+6 3.4E+5 1.7E+6 1.7E+6
R3 1.7E+6 2.5E+6 2.5E+6 1.5E+6 1.5E+6 1.7E+6 1.1E+6 2.5E+6 1.5E+6 1.5E+6
R4 1.3E+6 3.2E+6 3.2E+6 1.3E+6 2.0E+6 1.3E+6 3.2E+6 3.2E+6 1.4E+6 1.4E+6
Rs 2.2E+6 4.0E+6 9.0E+5 1.7E+6 1.9E+6 2.2E+6 4.0E+6 4.0E+61.9E+6 1.9E+6
Re 1.8E+6 2.5E+6 2.5E+6 1.6E+6 1.6E+6 1.8E+6 DS 25E+6 15E+6 1.5E+6

Iz Ry 12E+6 3.1E+6 19E+6 1.3E+6 14E+61.1E+6 13E+6 19E+6 1.2E+6 1.9E+6
Ry 2.4E+6 1.4E+6 2.0E+6 2.1E+6 2.1E+6 24E+61.4E+6 2.1E+6 2.1E+6 2.1E+6
R3 2.6E+6 49E+6 2.0E+6 2.0E+6 2.0E+6 2.6E+6 4.9E+5 2.0E+6 2.0E+6 2.0E+6
Ry 1.2E+6 3.2E+6 9.5E+5 9.5E+5 9.5E+5 1.2E+6 8.1E+5 1.7E+6 9.5E+5 8.3E+5
Rs 2.0E+6 2.6E+6 1.7E+6 1.7E+6 1.7E+6 2.0E+6 3.6E+6 1.5E+6 1.6E+6 1.5E+6
Rg 2.0E+6 2.8E+5 1.6E+6 1.6E+6 1.7E+6 2.0E+6 9.7E+5 1.6E+6 1.6E+6 1.6E+6

Como € possivel ver nas tabelas apresentadas, os métodos de pewfitiélaniea e exponencial,
para a funcagh ndo conseguiu encontrar a solu¢éo para as imagens em estudotaratesdancoes
nao conseguiram resolver o problema proposto.

Para o método de penalidade hiperbdlica, apresentam-se muitos casogioridiepossivel de-
terminar a solugéo, principalmente na fungg@oPara os casos onde encontrou a solucéo, verifica-se
que nao conseguiram aproximar tanto como nos resultados obtidos pelaesndtopenalidadk e

quadrética.
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Tabela 5.4: Resultados computacionais dos métodos de penalidade

E H

Imagem Regi@o fi fo fs fa fs fi fe fa fa fs

Iy Ry DS NF NF NF NF DS NF 3.3E+6 1.2E+6 1.2E+6
Ro DS NF NF NF NF DS 3.7E+6 3.6E+6 1.2E+6 1.6E+6
R3 DS NF NF NF NF DS 25E+6 2.4E+6 15E+6 1.5E+6
Ry DS NF NF NF NF DS 42E+5 3.2E+6 1.7E+6 DS
Rs DS NF NF NF NF DS 4.0E+6 4.0E+6 1.4E+6 DS
Rg DS NF NF NF NF DS 25E+6 3.1E+5 1.6E+61.4E+6

I Ry NF NF NF NF NF DS 3.1E+6 1.1E+6 DS DS
Ra NF NF NF NF NF DS 3.7E+6 1.7E+6 DS DS
R3 NF NF NF NF NF DS 3.7E+6 1.4E+6 DS DS
R4 NF NF NF NF NF DS 8.2E+5 9.7E+595E+5 9.5E+5
Rs NF NF NF NF NF DS 3.6E+6 1.5E+6 DS DS
Re NF NF NF NF NF DS 9.1E+5 1.3E+6 DS DS

Tabela 5.5: Resultados computacionais do método de penalidlade

D

Imagem Regido f1i  fo fs f1  fs

I Ry DS NF NF NF NF
Rs DS NF NF NF NF
R3 DS NF NF NF NF
Ry DS NF NF NF NF
Rs DS NF NF NF NF
Re NF NF NF NF NF

I Ry DS NF NF NF NF
Ra DS NF NF NF NF
R3 DS NF NF NF NF
Ry DS NF NF NF NF
Rs DS NF NF NF NF
Rs NF NF NF NF NF

Os métodos de penalidade que apresentaram melhores resultados)@lestafaram os métodos

de penalidadé; e quadratica, obtendo-se resultados praticamente iguais. Verificamdeultedos
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por funcdes, observa-se que as fungfies, e f5, sdo as que apresentam melhores resultados.
Comparando os resultados obtidos pelos métodos de penalidade ao apdisdnecoes, chegou-
se a conclusao de que o método de penalidade quadratica apresentasimria dos casos em analise,

melhores resultados do qué;o

5.5 Resultados obtidos considerando todas as imagens

Depois da analise efectuada na Seccédo 5.4 foram escolhidas assfiincfies f5 e o método de pe-
nalidade quadratica para serem aplicados a todas as imagens obtidastekie Para efectuar esta
analise, foram utilizados duas aproximacdes iniciajglistintas, para verificar quala que propor-
cionava a melhor aproximacédo. Foram considerados, para aproximagab os pontog1,...,1) e
(0,...,0).

Nas tabelas seguintes, sdo apresentados os resultados obtidose ondstra a imagem em
analise, a regido, o valor da fun¢éo obtido (solucéo), o nimero deGesr,ag@ tempo de processa-

mento, em segundos, erg que foi utilizado para obter a melhor solucao.
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Tabela 5.6: Resultados da funcfo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0375 R1 1.18824E+06 17 3.53186E+02 (111111)
R2 2.35978E+06 20 4.89305E+02 (111111)
R3 2.58906E+06 18 3.86499E+02 (111111)
R4 1.21540E+06 18 2.64700E+02 (111111)
R5 2.04558E+06 21 3.03586E+02 (111111)
R6 1.98415E+06 20 3.30020E+02 (111111)

Ir 0371 R1 9.15060E+05 14 3.04977E+02 (111111)
R2 2.00230E+06 20 4.92742E+02 (000000)
R3 2.25128E+06 18 4.41203E+02 (111111)
R4 8.32157E+05 18 2.14675E+02 (111111)
R5 1.54598E+06 18 2.48878E+02 (111111)
R6 2.10609E+06 20 2.74055E+02 (111111)

Ir 0369 R1 7.36902E+05 19 2.95818E+02 (111111)
R2 1.43034E+06 20 3.02016E+02 (111111)
R3 1.80283E+06 16 2.73706E+02 (000000)
R4 6.21407E+05 18 1.46709E+02 (000000)
R5 1.13250E+06 18 1.43230E+02 (000000)
R6 1.32693E+06 21 1.80521E+02 (000000)

Ir 0367 R1 8.17802E+05 17 1.83807E+02 (000000)
R2 1.67786E+06 15 1.73483E+02 (000000)
R3 1.64669E+06 16 1.63189E+02 (000000)
R4 8.36255E+05 19 1.80422E+02 (000000)
R5 1.54813E+06 20 1.89831E+02 (000000)
R6 1.31912E+06 19 1.63074E+02 (000000)

Ir 0365 R1 5.16664E+05 20 1.72204E+02 (000000)
R2 1.18195E+06 19 1.94771E+02 (111111)
R3 1.32774E+06 16 1.51992E+02 (000000)
R4 3.75669E+05 18 1.09032E+02 (111111)
R5 1.08303E+06 19 1.30043E+02 (000000)
R6 1.15663E+06 21 1.37051E+02 (000000)

Na Tabela 5.6 a melhor aproximacéo aconteceu, na maioria das vezesawaReg Ry. E

possivel ver que, na imagem Ir 0365 foi onde se verificaram os melheseltados.

Na Tabela 5.7 observa-se que naimagem Ir 0359 ocorreram as melpoyggnacdes. Em contra
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Tabela 5.7: Resultados da funcfo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0363 R1 9.03804E+05 17 2.60128E+02 (000000)
R2 2.00079E+06 20 2.79373E+02 (000000)
R3 2.03863E+06 19 2.46612E+02 (000000)
R4 8.28761E+05 18 2.06784E+02 (000000)
R5 1.75410E+06 20 2.09155E+02 (111111)
R6 1.74618E+06 18 1.89843E+02 (111111)

Ir 0359 R1 7.60070E+05 19 1.89596E+02 (111111)
R2 1.08680E+06 20 1.86755E+02 (111111)
R3 1.50112E+06 18 1.70296E+02 (111111)
R4 6.66679E+05 18 1.20530E+02 (000000)
R5 1.10065E+06 22 1.33983E+02 (111111)
R6 1.10880E+06 20 1.10880E+02 (000000)

Ir 0357 R1 1.27429E+06 17 3.14791E+02 (111111)
R2 2.30166E+06 17 2.91878E+02 (000000)
R3 1.74717E+06 19 3.42748E+02 (000000)
R4 1.30977E+06 18 4.05788E+02 (000000)
R5 2.23087E+06 19 4.36564E+02 (000000)
R6 1.79885E+06 18 4.03687E+02 (000000)

Ir 0355 R1 8.63759E+05 20 3.33668E+02 (000000)
R2 1.47986E+06 19 3.79195E+02 (111111)
R3 1.82654E+06 18 3.31523E+02 (000000)
R4 8.59620E+05 17 2.33684E+02 (000000)
R5 1.42171E+06 18 2.38393E+02 (000000)
R6 1.57117E+06 21 2.70825E+02 (000000)

Ir 0351 R1 8.49439E+05 19 8.49439E+02 (000000)
R2 1.59558E+06 17 2.12612E+02 (000000)
R3 1.62975E+06 16 2.15523E+02 (000000)
R4 8.96274E+05 18 5.31530E+02 (000000)
R5 1.75585E+06 18 5.54672E+02 (000000)
R6 2.05628E+06 16 4.71113E+02 (000000)

partida, na imagem Ir 0357 foi onde a aproximacao nao foi tdo satisfat@idica-se, também, que

nas regibed?; e R, é onde se localizam as melhores aproximacoes.

Na Tabela 5.8, verifica-se que nas regiase R, apresentam as melhores aproximacgdes. E
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Tabela 5.8: Resultados da funcfo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0335 R1 6.59901E+05 20 1.75518E+02 (111111)
R2 1.36473E+06 18 1.63302E+02 (111111)
R3 1.51048E+06 19 1.60487E+02 (000000)
R4 7.28589E+05 19 2.05293E+02 (000000)
R5  1.36762E+06 18 2.08107E+02 (111111)
R6 1.29549E+06 19 2.08205E+02 (000000)

Ir 0128 R1 1.04228E+06 17 3.96444E+02 (000000)
R2 2.13914E+06 19 4.47582E+02 (000000)
R3 2.20260E+06 21 490874E+02 (111111)
R4 1.15374E+06 20 4.16886E+02 (111111)
R5 2.04211E+06 19 3.74383E+02 (000000)
R6 2.43491E+06 21 4.01058E+02 (000000)

Ir 0126 R1 1.01026E+06 21 4.12792E+02 (000000)
R2 1.96990E+06 19 3.53144E+02 (000000)
R3 1.96263E+06 17 2.94217E+02 (111111)
R4 1.15715E+06 19 4.24193E+02 (000000)
R5 2.09488E+06 20 4.09074E+02 (111111)
R6 2.28960E+06 19 3.74742E+02 (111111)

Ir 0124 R1 1.02249E+06 19 3.83945E+02 (000000)
R2 2.05238E+06 20 3.92101E+02 (111111)
R3 1.95741E+06 17 3.73947E+02 (000000)
R4 1.18684E+06 19 4.39908E+02 (111111)
R5 2.15024E+06 19 4.35515E+02 (000000)
R6 2.38156E+06 17 3.78815E+02 (111111)

Ir 0122 R1 1.39993E+06 20 3.59125E+02 (000000)
R2 2.42205E+06 20 3.50394E+02 (000000)
R3 2.10468E+06 22 3.94946E+02 (000000)
R4 1.09624E+06 21 2.84647E+02 (000000)
R5 1.95790E+06 19 2.37978E+02 (111111)
R6 1.96493E+06 19 2.30019E+02 (000000)

possivel ver que na Tabela 5.8, para 0 mesmo modelo matematico, apreseltaaos mais altos do

as Tabelas 5.6 e 5.7.

Na Tabela 5.9 observa-se que a imagem Ir 0365 apresenta a melhamegw@x para todas as
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Tabela 5.9: Resultados da funcfo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0375 R1 1.16156E+06 19 4.08437E+02 (11111)
R2 2.09094E+06 18 3.78064E+02 (11111)
R3 2.01340E+06 18 3.04438E+02 (00000)
R4 8.28387E+03 17 2.19658E+02 (00000)
R5 1.54387E+06 22 2.79025E+02 (00000)
R6 1.38655E+06 18 1.94471E+02 (00000)

Ir 0371 R1 1.46362E+06 19 3.72871E+02 (00000)
R2 1.69005E+06 18 3.86479E+02 (11111)
R3 1.47256E+06 17 3.24772E+02 (00000)
R4 1.26477E+06 18 1.64908E+02 (11111)
R5 1.42044E+06 17 1.98469E+02 (00000)
R6 1.40614E+06 23 2.63616E+02 (00000)

Ir 0369 R1 1.09147E+06 22 2.84517E+02 (00000)
R2 1.25192E+06 17 1.97141E+02 (00000)
R3 1.00883E+06 23 2.47543E+02 (00000)
R4 5.05668E+05 17 1.03178E+02 (00000)
R5 8.39605E+05 20 1.40785E+02 (00000)
R6 9.28144E+05 20 1.44816E+02 (00000)

Ir 0367 R1 7.12053E+05 18 1.97838E+02 (00000)
R2 1.17734E+06 21 2.09617E+02 (00000)
R3 1.03170E+06 23 2.20315E+02 (00000)
R4 1.24754E+06 18 1.45992E+02 (00000)
R5 1.23442E+06 19 1.33759E+02 (00000)
R6 9.69750E+05 18 1.37633E+02 (11111)

Ir 0365 R1 4.42672E+05 17 1.14605E+02 (11111)
R2 1.03788E+06 19 1.41844E+02 (11111)
R3 7.95623E+05 26 2.05199E+02 (00000)
R4 3.35330E+05 16 7.77856E+01 (11111)
R5 7.27368E+05 18 1.23728E+02 (00000)
R6 7.98391E+05 22 1.25303E+02 (11111)

regibes. Verifica-se que, nas regid@se R4 se encontram as melhores aproximacdes, para todas as
imagens.

Na Tabela 5.10 pode-se observar que na imagem Ir 0359 se encortna@lh@res aproximacoes
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Tabela 5.10: Resultados da funcggo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0363 R1 9.39055E+05 15 1.73258E+02 (00000)
R2 1.53570E+06 22 2.78748E+02 (11111)
R3 1.24852E+06 19 2.45388E+02 (00000)
R4 5.99645E+05 18 1.99178E+02 (00000)
R5  1.31823E+06 19 1.97360E+02 (11111)
R6 1.21467E+06 132 9.49779E+02 (00000)

Ir 0359 R1 8.56848E+05 20 1.72631E+02 (00000)
R2 1.05406E+06 22 2.36151E+02 (00000)
R3 9.32368E+05 18 1.40290E+02 (11111)
R4 5.35544E+05 17 1.01030E+02 (00000)
R5 8.03796E+05 20 1.32241E+02 (11111)
R6 7.01216E+05 23 1.38626E+02 (00000)

Ir 0357 R1 1.03148E+06 17 2.49409E+02 (00000)
R2 1.72681E+06 23 3.59869E+02 (11111)
R3 1.48955E+06 19 2.89626E+02 (00000)
R4 1.00817E+06 19 3.49018E+02 (00000)
R5 1.76002E+06 22 4.62558E+02 (00000)
R6 1.51244E+06 21 5.49492E+02 (11111)

Ir 0355 R1 1.20547E+06 20 4.37351E+02 (00000)
R2 1.43066E+06 21 3.42509E+02 (11111)
R3 1.10663E+06 17 2.58271E+02 (00000)
R4 6.73075E+05 21 2.66082E+02 (11111)
R5 1.30207E+06 18 2.41654E+02 (00000)
R6 1.15604E+06 19 2.43977E+02 (00000)

Ir 0351 R1 7.80508E+05 19 2.45537E+02 (00000)
R2 1.34603E+06 18 1.86592E+02 (00000)
R3 1.20133E+06 20 2.22995E+02 (00000)
R4 1.38098E+06 20 6.24404E+02 (11111)
R5 1.62134E+06 23 5.80272E+02 (00000)
R6 1.52501E+06 23 4.61913E+02 (11111)

para todas as regifes. Verifica-se, também, que nas reibes, sdo obtidas as melhores aproxi-

macdes para todas as imagens.

Na Tabela 5.11 é possivel ver que para a imagem Ir 0335 obtém-se asaneadlpooximacoes.
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Tabela 5.11: Resultados da funcggo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0335 R1 5.83870E+05 21 1.64271E+02 (11111)
R2 1.02910E+06 24 2.06855E+02 (11111)
R3 1.10470E+06 25 2.09194E+02 (11111)
R4 7.44861E+05 20 1.65959E+02 (00000)
R5  1.15350E+06 20 1.88299E+02 (11111)
R6 1.09997E+06 21 2.04688E+02 (00000)

Ir 0128 R1 1.09038E+06 17 3.14644E+02 (11111)
R2 1.61317E+06 22 3.93796E+02 (00000)
R3 1.51042E+06 27 4.97884E+02 (00000)
R4 1.05689E+06 26 4.76340E+02 (00000)
R5 1.56687E+06 18 3.15104E+02 (11111)
R6 1.31990E+06 19 3.35268E+02 (00000)

Ir 0126 R1 7.80239E+06 19 2.46972E+02 (11111)
R2 1.56035E+06 21 3.18223E+02 (00000)
R3 1.33137E+06 18 3.38997E+02 (00000)
R4 8.42971E+05 18 3.89601E+02 (11111)
R5 1.71184E+06 18 3.21406E+02 (00000)
R6 1.59298E+06 21 3.92620E+02 (11111)

Ir 0124 R1 8.32948E+05 17 2.94166E+02 (11111)
R2 1.52423E+06 20 3.05528E+02 (00000)
R3 1.58988E+06 18 3.67678E+02 (11111)
R4 8.70166E+05 18 3.22901E+02 (11111)
R5 1.93619E+06 19 3.48478E+02 (00000)
R6 1.31604E+06 17 3.32975E+02 (00000)

Ir 0122 R1 1.21901E+06 17 3.19316E+02 (00000)
R2 1.95507E+06 22 3.44402E+02 (11111)
R3 1.68828E+06 19 2.85907E+02 (00000)
R4 8.58703E+05 21 2.40877E+02 (11111)
R5 1.55534E+06 20 2.13950E+02 (00000)
R6 1.43013E+06 20 2.27199E+02 (11111)

Observa-se que, nas regid@se R, encontram-se as melhores aproximacoes.

Na Tabela 5.12 observa-se que para a imagem Ir 0365 obtém-se as sepomrimacoes.

Verifica-se, também que, nas regidese R, encontram-se as melhores aproximacgoes.
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Tabela 5.12: Resultados da funcgo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0375 R1 1.35420E+06 21 4.12499E+02 (00000)
R2 1.99576E+06 21 4.43725E+02 (00000)
R3 2.01340E+06 24 6.67134E+02 (00000)
R4 8.28387E+05 17 1.96626E+02 (11111)
R5 1.54387E+06 17 2.38689E+02 (11111)
R6 1.38655E+06 24 3.31000E+02 (00000)

Ir 0371 R1 1.16729E+06 20 3.88581E+02 (00000)
R2 1.76717E+06 22 4.28178E+06 (00000)
R3 1.66735E+06 25 4.60037E+02 (00000)
R4 7.20497E+05 20 1.97963E+02 (00000)
R5 1.21386E+06 24 3.03815E+02 (00000)
R6 1.29915E+06 20 2.21588E+02 (00000)

Ir 0369 R1 7.61919E+05 20 2.25971E+02 (11111)
R2 1.25192E+06 25 3.64927E+02 (00000)
R3 1.00883E+06 29 3.09218E+02 (00000)
R4 5.04176E+05 18 1.18410E+02 (00000)
R5 9.64641E+05 24 2.10407E+02 (11111)
R6 9.89840E+05 22 2.19073E+02 (11111)

Ir 0367 R1 7.80072E+05 22 1.73609E+02 (00000)
R2 1.17734E+06 23 2.38562E+02 (00000)
R3 1.27067E+06 25 2.51720E+02 (11111)
R4 5.80516E+05 18 1.51287E+02 (00000)
R5 1.10896E+06 22 2.04088E+02 (00000)
R6 1.02768E+06 20 1.02768E+02 (00000)

Ir 0365 R1 5.59940E+05 23 1.85271E+02 (00000)
R2 9.13930E+06 24 1.75474E+02 (11111)
R3 7.95623E+05 22 1.77477E+02 (11111)
R4 3.35330E+05 22 1.46005E+02 (00000)
R5 7.27368E+05 21 1.34988E+02 (11111)
R6 6.51697E+05 22 1.54901E+02 (00000)

Na Tabela 5.13 é possivel ver que para a imagem Ir 0359 obtém-se asaneilpooximacoes.

Observa-se que, nas regidese R, encontram-se as melhores aproximacoes.
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Tabela 5.13: Resultados da funcggo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0363 R1 7.50299E+05 20 2.46285E+02 (00000)
R2 1.65769E+06 21 2.46585E+02 (00000)
R3  1.54064E+06 25 3.42613E+02 (11111)
R4 6.30872E+05 20 2.10549E+02 (00000)
R5 1.10903E+06 25 2.67288E+02 (00000)
R6 1.21471E+06 22 2.29818E+02 (00000)

Ir 0359 R1 8.61459E+05 21 1.87176E+02 (00000)
R2 1.18293E+06 21 1.84847E+02 (11111)
R3 9.86892E+05 22 1.68132E+02 (00000)
R4 5.45048E+05 18 1.04541E+02 (00000)
R5 8.08719E+05 20 1.26112E+02 (00000)
R6 7.01216E+05 34 1.88693E+02 (00000)

Ir 0357 R1 1.03148E+06 17 2.75302E+02 (00000)
R2 1.72735E+06 53 6.89585E+02 (00000)
R3 1.48996E+06 24 4.10854E+02 (00000)
R4 1.35832E+06 14 3.10032E+02 (11111)
R5 1.76002E+06 19 4.37884E+02 (00000)
R6 1.51203E+06 21 7.96634E+02 (11111)

Ir 0355 R1 1.29537E+06 22 3.51255E+02 (00000)
R2 1.47087E+06 22 3.43443E+02 (00000)
R3 1.15208E+06 21 5.58751E+02 (00000)
R4 1.16221E+06 19 2.19360E+02 (00000)
R5 1.30207E+06 21 2.60332E+02 (11111)
R6 1.15604E+06 21 2.70838E+02 (11111)

Ir 0351 R1 1.26915E+06 20 2.20006E+02 (00000)
R2 1.26871E+06 22 2.61707E+02 (11111)
R3 9.63583E+05 24 2.42070E+02 (00000)
R4 1.14013E+06 20 4.68359E+02 (11111)
R5 1.98101E+06 18 4.92965E+02 (11111)
R6 1.39384E+06 24 5.65901E+02 (00000)

Na Tabela 5.14 as melhores aproximagfes acontecem nas régi@g,. Na imagem Ir 0335

apresenta os melhores resultados em todas as regides em analise.



56 5.6 Discussao de resultados obtidos

Tabela 5.14: Resultados da funcgo

Imagem Regido Solucao °NteracBes Tempo [s] Zo

Ir 0335 R1 5.51015E+05 262 3.20930E+05 (00000)
R2 1.02949E+06 26 1.96456E+02 (00000)
R3 1.15735E+06 20 1.59068E+02 (0000 0)
R4 7.49541E+05 19 1.72154E+02 (00000)
R5 1.04695E+06 22 1.76337E+02 (11111)
R6 1.12570E+06 20 1.57916E+02 (00000)

Ir 0128 R1 1.09038E+06 23 3.62784E+02 (11111)
R2 1.61323E+06 23 4.78795E+02 (00000)
R3 1.51042E+06 19 3.92932E+02 (00000)
R4 1.05689E+06 22 4.07302E+02 (00000)
R5 1.68486E+06 22 3.61569E+02 (00000)
R6 1.71004E+06 22 3.21116E+02 (00000)

Ir 0126 R1 9.42091E+06 19 2.50137E+02 (00000)
R2 1.40356E+06 18 2.32573E+02 (11111)
R3 1.50479E+06 24 3.83967E+02 (11111)
R4 1.06820E+06 19 3.22618E+02 (00000)
R5 1.85323E+06 20 3.41079E+02 (11111)
R6 1.70947E+06 27 4.62176E+02 (00000)

Ir 0124 R1 1.61794E+06 19 3.10987E+02 (00000)
R2 1.52423E+06 25 4.58543E+02 (00000)
R3 1.49413E+06 25 3.84722E+02 (00000)
R4 8.70166E+05 20 3.38301E+02 (00000)
R5 1.34129E+06 23 4.40011E+02 (00000)
R6 1.34129E+06 19 3.71826E+02 (00000)

Ir 0122 R1 1.14248E+06 21 2.98061E+02 (00000)
R2 1.88231E+06 22 3.29243E+02 (11111)
R3 1.68828E+06 24 3.60642E+02 (00000)
R4 7.49531E+05 311 2.33894E+02 (11111)
R5 1.38483E+06 20 2.33894E+02 (11111)
R6 1.33753E+06 19 1.33753E+02 (00000)

5.6 Discussao de resultados obtidos

Para melhor compreender os resultados obtidos, foi elaborada a baliglgue mostra a média e o

desvio padréo dos resultados obtidos, por regio.
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Tabela 5.15: Resultados finais

S Ja fs
Média Desvio padrao Média Desvio padrao Média Desvio padrao

Ry 9.30725E+05 234213.7 9.46078E+05 269975.5 1.01167E+06 561207

Ry 1.80434E+06 432305.6 1.46822E+06 324625.2 1.46197E+06 293810

R3 1.87324E+06 333923.2 1.30168E+06 326112.4 1.34960E+06 478236

Ry 9.17636E+05 262646.2 8.50180E+05 300974.6 8.19987E+05 696882

Rs 1.68208E+06 400118.0 1.36633E+06 363104.0 1.34644E+06 23730

Rg 1.76938E+06 450710.8 1.22382E+06 274696.3 1.23712E+06 034316
tempo max. (s) 5.54672E+02 9.49779E+02 3.98195E+03
tempo min. (s) 1.09032E+02 7.77856E+01 1.04541E+02

Como é possivel ver na tabela, nas regifgs e R, sdo onde se verificam uma melhor apro-
ximacdo em todos os modelos apresentados. O modelo matenfiaicdos modelos analisados,
0 modelo que apresenta os resultados mais elevados, na maior parteuttaslass apresentando,
também, um desvio padrdo muito elevado em algumas regiées. No nygpdedsificou-se que tanto
para ozy = (0,0,0...,0) como para ay = (1,1, 1..., 1) foi encontrada a mesma solugéo, variando

apenas o numero de iteragcdes, bem como o tempo de processamento.

Nos modelosf, e fs, verifica-se que variando ag era encontrada uma nova solugéo. Sendo,
no entanto, os modelos que melhor aproximacgdes fizeram nesta analises possivel comprovar
na tabela, apresentando, também, um desvio padrdo mais pequeno, esmag@mEom 0s desvios

padréo apresentados pelo modglo

Com o intuito de compreender melhor o comportamento dos modelos matematicegipes r
em andlise, foi criada a Tabela 5.16 que indica em percentagem agjuezesda modelo apresentou

0s melhores resultados por cada regido.

Na Tabela 5.16, verifica-se que, para o modglapenas apresentou bons resultados para apro-
ximacdes efectuadas nas regidgse R4, enquanto que nas restantes regides este modelo apresentava
resultados piores dos que os apresentados pelos outros modelosseRuaiervar, também, que os
modelo f, apresentou melhores resultados do que o modelea maioria dos casos em analise,

exceptuando a regi@B; onde a diferenca de resultados € quase igual, sendo, no entanto, lo mode
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Tabela 5.16: Percentagens de acerto das funcdes por regides

J1 fa fs
Ry 33% 4% 20%
R 0% 67% 33%
R3 0% 3% 2%
Ry 13% 47% 40%
Rs 0% 4% 53%
Rg 0% 60% 40%

f5 a apresentar melhores resultados. Através desta tabela, pode-se wliezdelo que apresentou

melhores resultados foi 0 modefg, pois obteve melhores resultados em todas as regides.

Alguns destes resultados foram publicados em conferéncias intaraedj6, 5].



Capitulo 6

Conclusoes e trabalho futuro

6.1 Conclusodes

Neste trabalho foi proposto a identificagcdo de um modelo matematico parailsudids da tempe-
ratura da planta do pé em pessoas saudaveis. Para isso, forandeecoitagens térmicas da planta
do pé de voluntarios saudaveis, e, através de técnicas de processdenemagem foi possivel isolar
as regioes de interesse. Foram aplicadas duas técnicas de segmeategiica deRegion Gro-
wing e Watershad Neste processo foi possivel concluir que, os melhores resultatesram-se da
aplicacdo da técnica deegion Growing

Apos a aplicacdo da técnica de processamento de imagem, obteve-se a anamiperatura da
planta do pé. Com esta matriz, foram efectuados testes com cinco modelosati@is distintos,
combinados com cinco técnicas de optimizacdo néo linear. Destes testks-sergue, a técnica
de optimizacdo nao linear que apresentou melhores resultados foi a fimg&nalidade quadratica,
pois apresentou melhores aproximacdes para os modelos em analise.

Dos modelos matematicos testados, pode-se concluir que, os modelo®basesaima se quadra-
dos de funcdes trigonométricas sdo aqueles que permitem obter as mefitosenacdes da dis-

tribuicdo da temperatura na planta do pé.

6.2 Trabalho futuro

Para trabalho futuro séo propostas as seguintes ideias. Testartégguentos iniciais aleatorios, e

verificar qual o ponto inicial que melhor aproxima os modelos matematicos.

59
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Visto que, através das fun¢Bes de penalidade utilizadas apenas permigeopiimizacado local,
utilizar os resultados obtidos no processamento de imagem para efectuaptimiaacao global e
verificar se existem outros minimos que sejam melhores do que os encermoadstas técnicas.

Estender este estudo a pessoas com diabetes, e comparar com csoesbitialos para pessoas
sem diabetes.

Elaborar estudos semelhantes para outro tipo de doencas relaciooadpatologias associadas

a planta do pé.
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Tabela 1: Descricéo do tipo de restricdes e referencia de cada problema

Problema Tipo de restri¢cbes Referencia

1 Restricdes de igualdade [38]

2 Restricoes de desigualdade [38]
3 Restricdes de desigualdade e igualdade [38]
4 Restricdes de desigualdade [38]
5 Restricdes de igualdade [38]

6 Restricoes de desigualdade [38]
7 Restricdes de desigualdade [38]
8 Restricoes de desigualdade [38]
9 Restricoes de desigualdade [38]
10 Restricdes de igualdade [38]
11 Restricdes de desigualdade [38]
12 Restricoes de desigualdade e igualdade [38]
13 Restricdes de desigualdade [38]
14 Restricdes de igualdade [38]
15 Restricdes de igualdade [38]
16 Restricdes de desigualdade [18]
17 Restricdes de desigualdade [18]
18 Restricoes de desigualdade e igualdade [18]
19 Restricbes de desigualdade [18]
20 Restricdes de desigualdade [18]
21 Restricbes de desigualdade [18]
22 RestricOes de desigualdade [18]
23 Restricdes de desigualdade [18]
24 Restricdes de igualdade [18]
25 Restricdes de igualdade [18]



Tabela 2: Resultados da implementacdo dos métodos de pendlidageadratica

Penalidade quadratica Penalidadé,

Problema Funcao Funcao lteracbes Tempo | Funcéo lteracbes Tempo
1 4.093 4.090 33 1.991 4.094 15 1.094
2 -0.8 -0.8 8 3.225E-01 -0.8 5 1.828E-01
3 3.791 3.791 9 8.188E-02 3.791 5 3.993E-02
4 -79.808 -80.395 8 6.473E-02 -80.395 5 3.938E-02
5 -7.206 -7.206 14 1.685E-01 inf
6 1 1.0 12 6.002E-02 1.0 3 2.372E-02
7 -0.8 -0.8 14 1.395E-01 -0.8 4 4.173E-02
8 -3300 inf inf
9 0 8.173E-10 3 1.397E-02 8.173E-10 3 1.285E-02
10 0.033 0.033 12 1.720E-01 0.033 4 6.098E-02
11 -6961.81 | -6961.81 17 1.720E-01 inf
12 -37.413 -37.413 10 6.060 inf
13 13390.1 13392.0 21 1.656 | 15926.42 46 3.925
14 13390.1 13390.1 16 1.304 13792.6 53 5.586
15 -47.761 -47.698 26 5.867 inf
16 -15 -5.228 217 2.008E+01 inf
17 -30665.539 -30665.50 19 7.175E-01 inf
18 5126.498 | 5126.497 24 8.097E-01 inf
19 -6961.814| -6961.810 14 1.279E-01 inf
20 24.306 24.376 13 1.162 24.327 16 1.578
21 0.096 0.096 3 1.894E-02 0.096 3 1.357E-02
22 680.630 680.630 12 5.327E-01 680.631 6 4.248E-01
23 7049.331 | 8682.50 26 3.277 10857.3 47 5.208
24 0.75 9.998E-01 9 3.892E-02 7.499E-01 5 4.003E-02
25 0.054 0.054 12 3.290E-01 0.057 17 7.021E-01




Tabela 3: Resultados da implementacdo do método de penalidade dinamica

Penalidade dinamica

Problema Funcéo
1 4.093
2 -0.8
3 3.791
4 -79.808
5 -7.206
6 1
7 -0.8
8 -3300
9 0
10 0.033
11 -6961.81
12 -37.4130
13 13390.1
14 13390.1
15 -47.761
16 -15
17 -30665.539
18 5126.4981
19 -6961.81388
20 24.306
21 0.096
22 680.630
23 7049.331
24 0.75
25 0.054

Funcéo
3.994
-0.8
3.763
-80.396
-7.234
0.999
-0.802

inf
8.173E-10
0.033
-7049.858
inf
13384.5
13382.0
-47.913
-13.968
-30755.94
5126.445
-7049.975
24.301
0.096
680.629
6298.159
0.742
0.054

lteracbes Tempo

543
10000
48
10000
312
10000
4103

10000

10000
4799
10000
154
1569
4231
10000
10000
3
10000
10000
210
95

3.366E+01
1.155E+02
3.253E-01
7.304E+01L

3.274
3.328E+01
3.367E+01

2.167E-02
4.737E-02
7.979E+01

2.709E+02
2.709E+0p
2.143E+08
1.634E+01
5.524E+01
1.578E+02
8.483E+01
6.748E+0R
2.233E-02
3.805E+0
1.721E+0Q
1.352
2.343

w N




Tabela 4:

Resultados da implementacao dos métodos de penalidade eigdakiperbdlica

Penalidade exponencial

Problema
2

© 00 N o b

Funcéo
-0.8
-79.8078
1
-0.8
-3300
0
-6961.81
13390.1
-15
-30665.539
-6961.814
24.306
0.094
680.630
7049.3307

Funcao
-0.8
-80.395
1.0
-0.8
-3299.99
3.416E-10
-6961.77
66061.81
-4.636E+02
-37142.75
-6961.782
38.662
0.026
680.630
15145.73

lteragcbes Tempo

14
8
8
51
16
7
41
10000
10000
3
17
3
22
18
10000

Penalidade Hiperbdlica
Funcao lteracbes Tempo
4.809E-01] -0.8 8 3.016E-01
4.710E-02 -80.395 8 5.938E-02
4.227E-02 1.0 8 5.134E-02
3.157E-01 -0.8 14 1.166E-01
2.148E-01 inf
4.377E-02 6.489E-11 6 3.987E-02
2.984E-01 inf
1.108E+(03 13805.66 30 3.407
3.347E+03 -11.257 15 3.407
2.121E-01 inf
1.253E-01 inf
2.966E-01 24.455 12 1.355
1.404E-01 0.096 8 4.430E-02
6.435E-01 680.638 12 7.021E-01
1.581E+(03 10607.59 17 3.934







