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Resumo

As doencas infeciosas podem propagar-se no seio das populacao e provocar
epidemias com grandes consequéncias para a satide piiblica e para a economia.
A epidemiologia é a ciéncia que estuda os padroes da ocorréncia de doencas
infeciosas em populacoes humanas assim como os fatores que determinam
esses padroes. Nesse sentido, a epidemiologia matemética (ou computacio-
nal) transcreve as caracteristicas dos fenomenos biologicos para a linguagem
matematica na forma de modelos que permitem reproduzir computacional-
mente esses fendmenos. Com esses modelos é possivel simular a evolugao do
contagio por uma doenca infeciosa no interior de uma populacao, prever o
impacto total e testar o efeito de eventuais medidas preventivas ou corretivas.

Um modelo epidemiolégico pode ser implementado de forma determinis-
tica ou estocastica. Os modelos estocasticos sao em geral mais realistas.
No entanto, como sao computacionalmente mais exigentes, eles sao normal-
mente utilizados apenas em pequenas populagoes. A adaptacao dos modelos
estocéasticos a populacoes de grandes dimensoes é pois um tema de grande
pertinéncia.

Neste projeto procura-se estudar a modelacao estocastica com recurso a

cadeias de Markov. Implementam-se modelos estocasticos em dois contex-
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tos diferentes correspondentes a problemas praticos propostos na literatura.
Num primeiro problema considera-se o contigio por uma doenca infeciosa
numa populagao nao misturada que corresponde a uma enfermaria hospita-
lar. Aplicam-se as técnicas de simulacao aleatoria designadas por método
de Monte Carlo e avaliam-se os efeitos de diferentes fatores, como a taxa de
mobilidade, de vacinacao e de contagio. Avalia-se também a possibilidade de
aplicar as cadeias de Markov no contexto deste problema. Observa-se que
esta abordagem traz vantagens computacionais que resultam da utilizacao
da matriz de transicao.

O segundo contexto, que pressupoe uma populacao homogénea e unifor-
memente misturada, consiste na implementacao dos modelos epidemiologicos
SIS e SIR, bem definidos do ponto de vista deterministico. Faz-se a sua imple-
mentacao com recurso a cadeias de Markov e comparam-se os resultados com
as solucoes deterministicas. Os resultados mostram que é possivel obter com
os modelos estocésticos solucoes compativeis com as solucoes deterministi-
cas. Verifica-se também que a utilizagao das cadeias de Markov é desafiante
do ponto de vista da investigagao. Efetivamente, a construcao da matriz
de transicao torna-se cada vez mais complexa a medida que o ntmero de
variaveis aleatorias aumenta.

Palavras-chave: Epidemias, Modelos Estocésticos, Cadeias de Markov,

Matriz de Transicao.
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Abstract

Infectious diseases can spread within the population and cause epidemics with
major consequences for public health and for the economy. Epidemiology is
the science that studies the patterns of occurrence of infectious diseases in
human populations as well as the factors that determine these patterns. In
this sense, mathematical (or computational) epidemiology transcribes the
characteristics of biological phenomena to the mathematical language in the
form of templates that let you play computationally these phenomena. With
these models we can simulate the evolution of infectious disease within a
population, predict the full impact and test the effect of any preventive or
corrective measures.

An epidemiological model can be implemented deterministically or sto-
chastically. Stochastic models are generally more realistic. However, they
are computationally more demanding, they are typically only used in small
populations. The adjustments to the stochastic models to large populations
is therefore a topic of great relevance.

This project was looking to study stochastic modeling with resources to
Markov chains. We implement stochastic models in two different contexts

corresponding to practical problems proposed in the literature. In a first
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problem considered by the spread of an infectious disease in a non-mixed
population that corresponds to a hospital ward. We apply the random si-
mulation techniques, called Monte Carlo method, and evaluate the effects of
different factors such as the degree of mobility, vaccination and infection. We
also adress the possibility of applying the Markov chains in the context of
this problem. It is observed that this approach presents some computational
advantages resulting from the use of the transition matrix.

The second context, that presupposes a homogeneous and mixed popu-
lation, is the implementation of epidemiological models SIS and SIR, well-
defined from the deterministic point of view. We implemente the models with
the use of Markov chains and compare the results with the deterministic so-
lutions. The results show that it is possible to obtain with the stochastic
models solutions compatible with the deterministic solutions. It is also veri-
fied that the use of Markov chains is challenging the research point of view.
Indeed, the construction of the transition matrix becomes increasingly com-
plex as the number of random variables increases.

Keywords: Epidemics, Stochastic Models, Markov Chains, Transition
Matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Uma epidemia é provocada por uma doenca infeciosa transmissivel que ocorre
numa comunidade ou regiao e pode se espalhar rapidamente entre as pessoas
das outras regides, originando um crescimento rapido (surto) do nimero total
de infetados [1].

As epidemias geralmente ocorrem quando a populacdo hospedeira entra
em contacto pela primeira vez com o agente patogénico. Neste caso o sistema
imunoloégico da populagao hospedeira nao estda preparado para combater a
doenca que se espalha rapidamente entre os individuos da populagao. Outra
forma da epidemia acontecer é quando ocorre a mutacao do agente patogénico
(virus, bactéria, bacilo). Estes agentes podem sofrer mudangas biologicas e os
individuos hospedeiros necessitam de novos anticorpos diferentes para com-
bater a doenga [1,4]|. As doencas infeciosas muitas vezes nao sé contribuem
para uma diminuicao da qualidade de vida das populagoes como também pro-
vocam um aumento da mortalidade nas populacoes afetadas. Desde sempre,

na histéria da humanidade, as epidemias aparecem como uma das principais



causas do desaparecimento de grandes populagoes ou da limitacao do seu
crescimento demografico. Um exemplo particularmente dramético foi o caso
da peste negra na Europa.

O caracter distintivo de uma epidemia esta na sua manifestacao coletiva
e singular: coletiva enquanto fenémeno que atinge grupos de individuos pro-
vocando alteragoes no seu modo de estar na sociedade e singular enquanto
ocorréncia unica na unidade de tempo espago em que ocorre [1,2].

A epidemiologia é a ciéncia que estuda os padroes da ocorréncia de do-
encas em populacoes humanas e os fatores determinantes destes padroes,
abordando o processo satde-doenca em “grupo de pessoas” que pode variar
de pequenos grupos a populagoes inteiras [3]. Tendo em conta o crescente
niimero de epidemias no mundo, os estudos no campo da epidemiologia tém
tentado acompanhar este aumento progressivo, sendo que vérios estudos tém
sido desenvolvidos no que diz respeito a criagao de modelos matematicos que
possam contribuir para a compreensao, prevencao, controlo, e quem sabe,
completa erradicacao dessas doencas infeciosas.

A epidemiologia matematica é uma sub-area da epidemiologia que se ba-
seia nas caracteristicas de fené6menos biol6gicos transcrevendo-os em modelos
matematicos que serdo resolvidos por processos analiticos e de simulacado [4].

Na modelacao matematica de epidemias, consideram-se basicamente dois
tipos de modelos:

e Modelos deterministicos: dadas as condicoes iniciais, o processo epidé-
mico é geralmente descrito através de equagoes diferenciais que modelam o
processo infecioso dentro de um sistema dinamico. Nos modelos determinis-

ticos é possivel controlar os fatores que intervém na dindmica do processo, e



por isso, é possivel prever resultados concretos de acordo com esses fatores.
Nao ha assim ambiguidade nos resultados [4,7].

e Modelos estocésticos: sao de natureza probabilistica, sendo a variavel
de estado uma propriedade inerente a cada individuo da populacao. Esta
abordagem pode envolver maior quantidade de detalhes sobre as propriedades
do sistema, podendo ser elaborada com base nas propriedades e acoes de
cada individuo da populacao e na sua estrutura de contactos. Nos modelos
estocasticos é impossivel controlar os fatores que intervém na dinamica do
fendmeno e consequentemente nao é possivel obter resultados tnicos. Cada
resultado possivel tem uma probabilidade associada [4,7].

Os modelos estocasticos dependem das variacoes aleatérias como o risco
de exposigao da doenga e o periodo de contigio. Estes modelos sao utilizados
sobretudo quando essas variagoes sao consideradas importantes, como é o
caso em pequenas populacoes.

Ambos os modelos, estocésticos e deterministicos, sao utilizados como
modelos epidemiolégicos. E portanto importante compreender a relacao exis-
tente entre estes dois tipos de modelos e entre os resultados que ambos pre-
veem. Ambos os modelos sao necessérios e apresentam vantagens e desvanta-
gens respetivamente. F importante perceber que cada modelo deterministico
representa uma aproximagcao de um correspondente modelo estocéstico [5].

Este trabalho incidir-se-a no estudo de modelos epidémicos estocasticos

através da aplicacao de cadeias de Markov.



1.1 Objetivos e metodologia

Este trabalho tem como objetivo a modelacao estocastica de fenémenos de
contagio, utilizando técnicas que permitem descrever os mecanismos de pro-
pagagao duma infecao dentro de uma populagao. Para o efeito, utiliza-se uma
técnica de simulacao aleatoria geralmente designada por método de Monte
Carlo, exploram-se formas de modelacao baseadas nas cadeias de Markov
propostas na literatura da area da epidemiologia matematica.

Procura-se conhecer quais sao as principais propriedades das cadeias de
Markov como ferramenta de modelagao. Neste contexto, pretende-se tirar
partido das caracteristicas dos processos de Markov, nomeadamente a “perda
de memoria”’, da maior parte dos fendmenos de contégio.

Faz-se a simulacao da propagacdo de uma doenca infeciosa em casos pra-
ticos, propostos na literatura da &rea, procurando a possibilidade de inserir
as cadeias de Markov no contexto da modelacao.

Analisa-se também a possibilidade de utilizacao das cadeias de Markov
em modelos epidemiol6gicos bem conhecidos como é o caso dos modelos SIS
e SIR.

Analisam-se as vantagens e desvantagens da utilizacao de cadeias de Mar-
kov do ponto de vista computacional. Os algoritmos sao implementados com-
putacionalmente com recurso ao software Matlab®, explorando técnicas que
favorecam a eficiéncia do processo de calculo.

As implementacoes computacionais sao testados em problemas préticos
de maneira a obter resultados numéricos que sao comparados com as solu-
coes obtidas com os modelos deterministicos. Para a obtencao das solucoes

dos modelos deterministicos implementam-se métodos numéricos, como por



exemplo o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que permitem a resolu-
¢ao dos sistemas de equacoes diferencias ordinarias que modelam a dinamica

do processo de contagio.

1.2 Organizagao do Relatoério

No segundo capitulo deste projeto faz-se uma breve introdugao & epidemiolo-
gia matemaética. Introduz-se alguns dos modelos mateméaticos mais utilizados
no estudo de epidemias. Comeca-se por descrever alguns conceitos basicos de
epidemiologia. Depois sao descritos os principais modelos compartimentais
existentes. Descrevem-se as abordagens deterministicas e estocasticas, dando
énfase as diferencas existentes entre elas e apresentando o exemplo do mo-
delo compartimental SIR. Ainda no capitulo 2 sao apresentados os métodos
de Monte Carlo e das cadeias de Markov.

O capitulo 3 incide sobre a simulacao da propagagao de uma infe¢cao numa
enfermaria hospitalar. Numa primeira fase faz-se a modelacao estocéastica
através de técnicas de simulagao aleatéria, genericamente designadas por
método de Monte Carlo. Testam-se os efeitos dos diferentes parametros da
modelacao, como por exemplo a taxa de contagio, a taxa de mobilidade e a
vacinacao. Numa segunda abordagem, estuda-se a possibilidade de modelar
este problema com recurso ao método das cadeias de Markov. Em ambas as
abordagens apresentam-se os resultados numeéricos das simulac¢oes obtidas.

No capitulo 4 explora-se a possibilidade de incluir as cadeias de Markov
em modelos epidemiolégicos, nomeadamente nos modelos compartimentais

SIS (Suscetivel - Infecioso - Suscetivel) e SIR (Suscetivel - Infecioso - Re-



cuperado). Apresentam-se as formulagoes deterministicas destes modelos e
descrevem-se os principais passos das correspondentes implementacoes esto-
casticas com recurso as cadeias de Markov. Sao igualmente apresentados os
resultados numéricos obtidos com estes modelos. A validacao é feita através
da confrontacao com resultados obtidos com os modelos deterministicos.

As principais conclusoes observadas ao longo do projeto sao apresentadas
no capitulo 5, juntamente com algumas observacoes e consideracoes finais

sobre o trabalho realizado.



Capitulo 2

Modelacao matematica de

epidemias

Neste capitulo faz-se uma pequena introdugao a epidemiologia matematica,
apresentam-se as principais técnicas utilizadas para modelar o contagio pes-
soa a pessoa e descrevem-se alguns modelos epidémicos juntamente com os

principais parametros que condicionam a evolucao de um surto epidémico.

2.1 Conceitos basicos de epidemiologia

A transmissao de uma doenca, nada é mais do que a transferéncia de um
agente etioldgico ou patogénico de uma fonte de infecao para um novo hos-
pedeiro suscetivel. Essa transmissao, também denominada de contagio, pode
ocorrer de forma direta ou indireta [4].

Para entender os modelos epidemioldgicos é necesséario conhecer o signi-

ficado de alguns parametros envolvidos no estudo das epidemias.



e Suscetivel, individuo que pode contrair uma doenca infeciosa se tiver
um contacto adequado com um individuo infecioso. F representado

pela letra S [4,5].

e Infetado, individuo que foi contagiado. Neste trabalho considera-se
também que o infetado torna-se, imediatamente apos o contégio, capaz
de infetar outro individuo, isto é, infecioso. E representado pela letra

I.

e Recuperado, individuo que foi anteriormente infetado mas que recu-
perou desse estado e consequentemente nao pode infetar mais ninguém.

E representado pela letra R [4,5].

e Quarentena, individuos que se encontram separados dos outros de

modo a evitar a disseminacdo da infecio. E representado pela letra

Q [5].

e O numero de reproducao basico, Ry, ¢ o principal parametro utili-
zado em epidemiologia. Representa o nimero médio de infegoes causa-
das por um individuo infetado, quando este é introduzido numa popula-
¢ao composta exclusivamente por individuos suscetiveis (nao possuem
qualquer imunidade & doenga). Este niimero procura mostrar a capaci-
dade da doencga se reproduzir ao longo do tempo e é fundamental para
o estudo da dinamica do hospedeiro e do patdégeno. Serve como um

parametro limite que prevé se a infe¢ao se espalhara ou nao [7,8].

Em geral, se Ry > 1 significa que o nimero de infetados aumentara pro-

duzindo uma epidemia, se Ry < 1 a transmissao sera pouco eficiente e nao



haverd epidemia, e por tultimo se Ry = 0 cada individuo infetado nao conta-

giard a mais ninguém e logo nao havera epidemia.

e Tamanho da epidemia, é o nimero total de individuos infetados
durante uma epidemia. E uma medida quantitativa muito importante,
relacionando-se de forma direta com os custos provocados por uma

epidemia [7].

e Intervalo de série, é o tempo decorrido entre o aparecimento de um

caso de infegdo e o seguinte |7].

e Incidéncia, é o nimero de casos novos de uma infecao durante um

periodo especifico de tempo [7].

e Infeciosidade, ¢ a capacidade de um agente infecioso provocar uma in-
fe¢do noutro individuo [7]. A infeciosidade exprime-se em percentagem

através de:

L ___N? de infetados
Infeciosidade = o5 5 oo x 100%.

2.2 Modelos compartimentais

O nome compartimental vem do facto de que os individuos da populacao
em estudo se encontram divididos em classes (ou compartimentos) estanques
que representam os varios estados possiveis da doenca, como por exemplo:
suscetivel, infetado e recuperado. Parte do pressuposto que um individuo s6
se pode encontrar num dos compartimentos. A classificacao dos individuos
nas varias classes depende das caracteristicas que esses apresentam e que se-

jam relevantes, relativamente & infecao sob estudo. Deve-se pois ter em conta



que, em cada unidade de tempo, a soma de todos os individuos existentes nos
varios compartimentos corresponde & dimensao da populacao, normalmente
representada pela letra N. Quanto mais detalhado for o estudo maior sera o
numero de estados considerados |5, 8|.

Existe uma grande diversidade de modelos epidemiologicos. Esta diversi-
dade deve-se ao facto dos modelos se tentarem moldar as caracteristicas da
doenca contagiosa [5,11].

Um dos modelos compartimentais mais simples como ja foi referido ¢ o
modelo SIR (Suscetivel - Infetado - Recuperado) foi proposto por Kermack e
McKendrick, em 1927. Este modelo baseia-se no facto dos individuos de uma
populacao poderem passar sucessivamente por estigios de suscetibilidade,
infecao e recuperagao no qual a imunidade é permanente, ou seja, para o resto
da vida. Isto é uma boa aproximacao quando a mortalidade pela doenca é
baixa e/ou o tempo da epidemia é curto em termos demograficos. O modelo
SIR é bastante aplicado na modelacao de doencas infeciosas mais frequentes
na infancia, tais como, rubéola, varicela, sarampo [5,8,11]. Neste tipo de
modelo a populacao em estudo é dividida em: suscetiveis, S, sao os que
podem contrair a doenca, os infetados, I, que sao os que se encontram doentes
e podem propagar a infecao e os recuperados, R, que representam as pessoas
que ja contrairam a infecao e por isso adquiriram a imunidade.

Uma variante ao modelo SIR consiste no SIRS (Suscetiveis - Infetados -
Recuperados - Suscetiveis) em que o individuo perde a imunidade passado
algum tempo.

Um dos modelos compartimentais mais conhecido consiste no modelo SIS

(Suscetiveis - Infetados - Suscetiveis ). Este tipo de modelo é apropriado
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para varias doencas causados por agentes bacterianos. Neste modelo sao
considerados dois compartimentos, os suscetiveis e os infetados. No grupo dos
suscetiveis encontram-se todos os individuos que podem contrair a infegao, e
no grupo dos infetados encontram-se os individuos que estao contaminados
e podem transmitir a infecao. Neste tipo de modelo os individuos depois de
recuperarem nao se tornam imunes podendo assim voltar a contrair a infecao.

Nos modelos SIQS (Suscetiveis - Infetados - Quarentena - Suscetiveis )
e SIQR (Suscetiveis - Infetados - Quarentena - Suscetiveis - Recuperados)
introduz-se o compartimento de quarentena (Q). Sao modelos indicados para
simular o efeito de medidas de controlo de epidemias como é o caso do isola-
mento de individuos infeciosos.

Em [5] e [11] s@o descritos os principais modelos compartimentais de forma

sucinta e as suas aplica¢oes mais frequentes.

2.3 Ponto de vista deterministico e estocastico

Os modelos compartimentais podem ser implementados tendo em conta me-
todologias determinfisticas ou estocasticas. Ambas as metodologias sao im-
portantes na modelacao epidemioldgica. Assim, é preciso compreender a
relacao existente entre esses dois tipos de modelos e consequentemente entre
os resultados obtidos utilizando cada um deles. Cada um apresenta as suas
vantagens e desvantagens. Com os modelos deterministicos obtém-se resulta-
dos precisos enquanto que com os modelos estocasticos obtém-se resultados
validos estatisticamente.

A principal diferenca entre estes dois tipos de modelos reside no facto de
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num modelo deterministico ser possivel controlar os fatores que intervém no
estudo do processo e por isso, é possivel prever com exatidao os resultados, ja
no modelo estocastico isso nao acontece porque nao é possivel controlar estes
mesmos fatores e consequentemente nao é possivel prever um tnico resultado,
ou seja, cada um dos resultados possiveis é gerado a partir de uma fungao
de probabilidade [7]. Num modelo mateméatico deterministico num contexto
epidemiologico um tinico individuo pode causar uma epidemia, enquanto que
num modelo estocéstico existe a possibilidade do surto contagioso se extin-
guir sem provocar uma epidemia [7]. A solu¢ao apresentada por um modelo
deterministico representa uma das varias solugoes possiveis apresentadas pelo

modelo correspondente estocastico.

2.3.1 Diferencas entre modelos deterministicos e esto-

casticos

Os modelos deterministicos utilizam um sistema de equagoes diferenci-

ais.

Os modelos estocasticos sao formulados com base em varidveis aleatd-

rias.

A solugao obtida através de um modelo deterministico é geralmente

uma funcgao de tempo ou espaco e é dependente dos dados iniciais.

A solucao de um modelo estocéstico é uma distribuicao de probabili-

dade para cada uma das variaveis aleatorias.
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e Os modelos estocasticos capturam a variabilidade inerente as popula-

coes pelo que sao mais realistas.

e Os modelos deterministicos sao faceis de implementar computacional-

mente qualquer que seja a dimensao da populacao estudada.

e Os modelos estocasticos sao muito exigentes do ponto de vista compu-
tacional pelo que sao sobretudo utilizados quando se estuda pequenas

populacoes.

2.3.2 Modelo SIR deterministico

O modelo SIR foi proposto em 1927 por Kermack e McKendrick. Neste
modelo assume-se que os individuos podem ser suscetiveis, infetados ou re-
cuperados [5,9], e considera-se que a populagdo em estudo se mistura de
forma homogénea. Assim, no modelo epidémico SIR existe um sentido tnico
com os individuos inicialmente suscetiveis a poderem ser infetados e, conse-
quentemente, desenvolvem imunidade entrando posteriormente para a classe

dos recuperados, tal como se pode observar no diagrama da Figura 2.1.

S|l——| [ — R

Figura 2.1: Diagrama do modelo SIR.

A dindmica de evolucao do nimero de individuos em cada classe é dada

pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:
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ds _ _ 1
G =51

] g (2.1)

a =1

A primeira equagao do sistema (2.1) descreve a evolugdo ao longo do
tempo da quantidade de suscetiveis na populacao, enquanto que a segunda
descreve a evolucao do nimero de infetados e a terceira a evolucao do nimero
de recuperados. Neste sistema 7 representa a taxa de transmissao ou de
contagio da doenca, que determina o ntimero médio de contactos entre os
suscetiveis e os infetados por unidade de tempo, e y representa a taxa de
recuperacao, ou seja, o numero de individuos que recuperam por unidade
de tempo. Neste modelo a populacao tem dimensao constante N em cada
unidade de tempo, sendo o nimero total de individuos dado por N = S (t) +
I(t)+ R (t). Este modelo ndo contempla a dinamica populacional, ou seja,
nao sao considerados nem os nascimentos nem as mortes [5,7,10].

Dados 7 e v, existe um nimero critico de suscetiveis para a ocorréncia de
uma epidemia. Se S (0) = Sy for o ntimero inicial de suscetiveis a condicdo
para ocorrer epidemia é sy > yN/7. Este resultado fundamenta-se em dois

pontos :

1. Um individuo infetado, em média, permanecerd infecioso por um pe-

riodo de tempo 1/7.

2. O numero de suscetiveis que serao infetados por um infecioso, por uni-

dade de tempo, é 75.
Consequentemente, o nimero total de infetados produzido por um infetado
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sera 75/ (N7v). Quando existe apenas um individuo infetado na populagao,
esta grandeza ¢ também conhecida como niimero de reproducao béasica, e é
representado por Ry. Assim para que esse infetado consiga provocar uma

epidemia numa populacao de suscetiveis tem de se verificar que

750/ (N7) > 1 (2.2)

Como Ry = % para Sy &~ N a condicao necessaria para a existéncia de

epidemia é expressa por Ry > 1.

2.3.3 Modelo SIR estocastico

Numa populagao homogénea onde os individuos se misturam uniformemente
uns com os outros, a dimensao do surto epidémico prevista pelos métodos
deterministicos é definida pelo niimero basico de reproducao Ry e pelo periodo
de infe¢ao 1/y , ndao havendo incerteza ou aleatoriedade no nimero final de
infetados. Contudo, em alguns casos, isto contradiz a realidade. Por exemplo,
a introducao numa comunidade de um pequeno nimero de infetados pode nao
ter necessariamente por consequéncia um grande surto (mesmo que Ry > 1).
Tal situacao pode ocorrer, por exemplo, se os infeciosos se isolarem do resto
da comunidade ou, por sorte, se os seus contactos ocorrerem apenas com
individuos imunes. Este exemplo ilustra a necessidade de formulagao de
modelos de natureza estocéstica.

Muitos processos biologicos possuem elementos de incerteza. Um exemplo
muito interessante é o periodo de contagio da gripe. Sabemos que ocorre de

um até cinco dias ap6s o inicio dos sintomas, contudo, nao se pode prever o
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tempo exato em que um individuo infetado pode contagiar os demais susceti-
veis numa populagao. Sendo assim é necessario incorporar esta aleatoriedade
ou estocasticidade no calculo matemético [10].

Na versao estocéastica do modelo SIR, as varidveis continuas presentes
no modelo deterministico sao substituidas por variaveis aleatorias discretas,
e as taxas 7 e < sao substituidas por probabilidades. Apesar da versao
SIR estocéastica ser diferente da versao deterministica, ¢ possivel estabelecer
uma comparacao entre ambas. Informagcoes tteis sobre o modelo estocastico
podem ser obtidas a partir do modelo deterministico correspondente [7,10].

O modelo estocastico e o deterministico diferem-se principalmente no pro-
cesso de extincao. Por exemplo, no modelo SIR deterministico, uma epide-
mia nunca se extingue completamente em um periodo de tempo limitado. O
ntmero de infetados diminui exponencialmente e chega a zero somente no in-
finito. Contrariamente, no modelo estocastico uma epidemia pode extinguir-
se, ou seja, o nimero de infetados pode tornar-se zero num espagco finito de
tempo [10].

No modelo SIR estocastico um individuo infetado tem contato com outro
individuo de forma aleatoria e nesse contacto a doenca pode ser transmitida
com uma probabilidade 7. Contrariamente aos métodos deterministicos que
tém em conta um nimero fixo de contactos por cada infetado, os métodos
estocasticos levam em conta todos os contactos possiveis de suceder. Devido
a existéncia das varidveis de incerteza nos processos estocasticos, mesmo
mantendo todos os parametros iguais, a cada avaliacdo (ou simulagao da
evolugao do contégio na populagido) obtém-se resultados diferentes [5,7].

No modelo SIR estocastico a variacdo no nimero de suscetiveis (S), in-
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fetados (I) e recuperados (R) ao longo do tempo é assim obtida através de
simulacoes aleatérias que tém em conta as probabilidades de ocorréncia dos

eventos que afetam os seus numeros.

2.4 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma ferramenta matemética geralmente utilizada
em diversos ramos da ciéncia e da engenharia para simular problemas que
podem ser representados por processos estocasticos. E um exemplo de uma
simulacao estocéstica que envolve avaliar inimeras vezes o mesmo modelo,
gerando de cada vez um namero aleatério para cada parametro descrito de
acordo com uma determinada distribuicao de probabilidades. As sucessivas
repeticoes deste procedimento permitem analisar em termos probabilisticos
as varias ocorréncias possiveis [5,12].

Pelo fato de as simulagoes por esse método estarem baseadas em eventos
que ocorrem aleatoriamente e, ainda, por terem uma similaridade com jogos
de azar, durante o Projeto Manhattan na Segunda Guerra Mundial, Ulam e
Von Neumann denominaram esta metodologia por “Monte Carlo”, fazendo re-
feréncia a famosa cidade do Moénaco conhecida mundialmente como a capital
dos jogos de azar [12].

O Método de Monte Carlo (MMC) pode ser descrito como um método
estatistico, no qual se utiliza uma sequéncia de ntimeros aleatorios para a re-
alizacao de uma simulagao. Simulacoes estatisticas contrastam com métodos
convencionais de discretizacao, que sao tipicamente aplicados em sistemas de

equacoes diferenciais parciais ou ordinédrias que descrevem o processo fisico.
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Em muitas aplicacoes praticas do MMC, o processo fisico é simulado dire-
tamente, sem necessidade de se descreverem as equacoes matematicas que
representam o comportamento do sistema, sendo que o tnico requisito ne-
cessario € que o processo fisico possa ser descrito por funcoes densidades de
probabilidade (PDF, do inglés probability density functions), que delineiam
o processo fisico do fendémeno observado [12,13].

Para implementar o modelo SIR estocéstico através do método de Monte
Carlo consideramos uma comunidade fechada, homogénea e uniformemente
misturada com N individuos. Aqui, S (), I (t) e R (t) representam o nimero
de individuos suscetiveis, infetados e recuperados, respetivamente, no tempo
t. Se no tempo ¢t = 0 houver um nimero m de infetados, entao S (0) = N—m,
I(0) =m, e R(0) = 0. Os individuos infetados tém contactos (adequados
a transmissao da doenga) com outros individuos aleatoriamente no tempo,
de acordo com um processo de Poisson com taxa de contagio 7. Cada con-
tacto é feito com um individuo da comunidade selecionado aleatoriamente.
Qualquer suscetivel que tenha esse contacto torna-se imediatamente infetado
e comeca a propagar a doenca de acordo com as mesmas regras. Os periodos
de contagio sao independentes e seguem uma distribuicao exponencial com
média 1/4.

Num cenario mais realistico, os individuos tendem a ter diferentes ti-
pos de contactos com os outros individuos. Assim, o aperfeicoamento deste
modelo consiste em considerar uma populacao que nao estd uniformemente
misturada, em que um individuo pode ter diferentes taxas médias de contacto
conforme o grupo a que o individuo contactado pertence. Pois a maior parte

dos individuos tende a contactar com maior intensidade apenas um grupo
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restrito de outros individuos.

O modelo SIR estocastico implementado através do método de Monte
Carlo permite obter as probabilidades de ocorrer um pequeno ou grande
surto epidémico. No caso de um grande surto permite prever o nimero total
de individuos infetados, a duracao do surto e o momento em que a epide-
mia atinge o nimero maximo de infetados. Para tal é necessario repetir um
elevado numero de vezes a simulacao da propagacao da infecao, de acordo
com a dindmica acima descrita, e fazer a distribuicao de probabilidades de
cada uma destas variaveis. I necessario fazer um grande ntimero de simu-
lacoes para que o histograma ou diagrama de frequéncias estabilize e assim
corresponda a distribuicao de probabilidades. Desta forma a aplicacao do
método de Monte Carlo pode necessitar de muito tempo de execugao assim
como elevados recursos computacionais, tanto maiores quanto maior for a
dimensao da comunidade. Assim sendo a implementacao deste método exige
uma grande eficiéncia computacional, sendo necessario minimizar o nimero

de calculos assim como os recursos de memoria do computador.

2.5 Cadeias de Markov

Um processo de Markov é um processo estocastico, onde a probabilidade de
migracao de um estado para outro, nao depende dos estados passados mas
simplesmente do estado presente. Este tipo de processo estocastico também
¢ denominado de “memoryless process” ou “processo sem memoria”’. Se o
espaco de estados ¢ discreto ou numeravel, entao o modelo de Markov é

denominado de cadeia de Markov [6,16]. Como muitos dos processos de
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contagio possuem estas caracteristicas, as cadeias de Markov sao utilizadas
na modelacao estocastica de epidemias. De seguida apresentam-se algumas
das principais propriedades das cadeias de Markov.

Considera-se um processo estocéstico discreto {X; : ¢t =0, 1,2...} que as-
sume um numero finito ou infinito numerével de estados, em que X; repre-
senta uma variavel aleatoria do estado do sistema no instante de tempo t.

O processo diz-se Markoviano ou de Markov se:

P{Xi1 | Xo, X1,..., X} = P{X,11 | X} (2.3)

Admite-se que existe uma probabilidade fixa P;; do processo transitar

para o estado ¢ a partir do estado 7, ou seja:

Pj=PXp=i|Xi=j,t>0 (2.4)

O processo estocastico é denominado por cadeia de Markov se:

P{Xt+1 =1 | Xt = j7 thl = jtbeth = jt,2 = jt—27 cee 7X0 = jo} (2 5)
=P{X;1 =1 | Xy =j}

A propriedade Markoviana ¢ interpretada como, a probabilidade condi-
cional de qualquer estado futuro, conhecidos os estados do presente e do
passado, é independente dos estados do passado, ou seja, para conhecermos
os estados do futuro s6 precisamos conhecer os estados do presente.

As probabilidades condicionais P j, com 7, j > 0, sao chamados de proba-
bilidade de transi¢do (a um passo) [6]. Como consequéncia destas probabili-

dades representarem todas as probabilidades de transicao a partir do estado
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7, tem-se que

> Pi=1 (2.6)

Uma cadeia de Markov pode ser discreta ou continua no tempo. Para cada
situagdo, num dado instante t, a variavel aleatoria X (¢) possui uma fungao
de probabilidade ou uma funcao densidade de probabilidade conforme o caso

seja discreto ou continuo [18], respetivamente:
e Caso discreto - P{X (t) =i} =p; (t),i € {0,1,2,...}.
e Caso continuo - P{X () € [a,b]} = fabp (x,t) dx.

Numa cadeia de Markov discreta no tempo considera-se que o tempo é dis-
creto

t € {0, At,2A¢t,...}

e que a variavel aleatoria é discreta
X (t) €{0,1,2,...,q}.

Numa cadeia de Markov continua no tempo, considera-se que o tempo é

continuo

t €0, 0]

e que a variavel aleatoria é discreta
X (t)e{0,1,2,...,q.}

Para uma exposicao sobre modelos estocasticos em tempo continuo, ver
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[21].

Se as probabilidades de transicao nao dependem do instante ¢ a cadeia é
dita homogénea, ou seja, as probabilidades de transicao nao mudam ao longo
do tempo [17]. Neste trabalho serdo apenas consideradas cadeias de Markov

homogéneas e discretas no tempo.

2.5.1 Matriz de transicao

As cadeias de Markov podem ser representadas graficamente, através do di-
agrama de transicao de estados, ou através da matriz de transicao P, que
contém todas as probabilidades de transicao entre estados num determinado
periodo de tempo. No diagrama de transicao cada estado é representado por
um ponto e cada linha que liga dois pontos representa uma transicao possivel,
de acordo com uma certa probabilidade, entre dois estados num determinado
periodo. Na matriz P, cada coluna j representa um possivel estado atual e
cada linha 7 representa um possivel estado futuro. Na matriz P, a ordenacao
dos estados atuais por coluna deve ser igual a ordenacao dos estados futuros
por linha [6].

Num processo Markoviano com ¢ estados possiveis a matriz de transicao

P tem dimensao g x ¢ e é dada por

P11 P12 --- DPig
P21 P22 ... D2,
P = . . . q
| Pa1 Pg2 " Pag |

onde as entradas da matriz P satisfazem as seguintes condicoes:
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e p;; > 0.
e > .pij =1, paratodoo j=0,1,2,....q.
Dado o vetor

fL‘O:[P{Xtozl}vP{Xt0:2}""7P{XtOZQ}]T

que representa o estado inicial do processo, isto é, contém as probabilida-
des da variavel aleatoria se encontrar em cada um dos ¢ estados no tempo t,
as probabilidades do processo se encontrar em cada um dos estado no tempo

seguinte, t; = At, sdo dadas pelo vetor
Ty = P[EO. (27)

Da mesma forma, o vetor das probabilidades associadas a cada um dos esta-

dos no tempo to = 2At é dado por
To = P.Tfl = P(Pl'o) = P2[L'0. (28)

Assim, facilmente se verifica que o estado do processo no tempo t, = kAt é
dado pelo vetor

zr = Prp_q = Prx. (2.9)

2.5.2 Obtencao das probabilidades de transicao

A obtencao das probabilidades de transicao entre os estados é muito impor-

tante nas cadeias de Markov [6]. A probabilidade de transi¢do de um estado
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7 para o outro i, em n passos define-se como:
p;=P{X({t+n)=i|X(t)=i}=P{X(n)=1i|X(0)=j}, (2.10)

Vt=0,1,2,..Vi,j € X.
Para obter o valor de pj; podemos optar por dois métodos:

1. Calcular a probabilidade de cada um dos caminhos que, partindo do
estado inicial j, conduz ao estado pretendido ¢ em exatamente n passos
e somar as probabilidades obtidas para todos estes caminhos. Esta
metodologia é pouco eficaz quando se trata de cadeias com muitos

estados ou quando n é elevado [6].

2. Calcular o elemento ij da n-ésima poténcia da matriz de transicao, P"
definida na equagao (2.9). Este método é bastante eficiente, contudo é
muito exigente do ponto de vista computacional quando P ¢é de grandes

dimensoes, pois exige n multiplica¢oes matriz-matriz [6].

2.5.3 Classificacao dos estados das cadeias de Markov

Nesta subsecao descrevem-se os estados possiveis de uma cadeia de Markov

e suas propriedades, com base nas exposigoes apresentadas em [15,16].

Estados acessiveis

Um estado ¢ diz-se acessivel ou alcancavel do estado j se:
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e existe n > 0 tal que pj; > 0, ou seja, se for possivel chegar ao estado i
a partir do estado j num ntimero finito de etapas (ou passos de tempo)

n.

Estados comunicantes

Um estado ¢ diz-se comunicante com o estado j se o estado i é alcancgéavel a
partir do estado j e o estado j é alcangavel a partir do estado 7. A relacao
de comunicac¢ao entre os estados é uma relacao de equivaléncia satisfazendo

as seguintes condicoes:

e Reflexiva: Todo o estado i se comunica com ele mesmo, (i <> i), pois

P

e Simétrica: Se o estado ¢ se comunica com o estado j, logo o estado j

também se comunica com o estado i, (i — j) = (j — 7).

e Transitéria: Se o estado ¢ comunica-se com o estado j e o estado j
por sua vez comunica-se com o estado k, entdao o estado ¢ também

comunica-se com o estado k, (i — j) (j — k) = (i — k).

Se dois estados comunicam-se entre si, diz-se que pertencem a mesma classe,
logo, se todos os estados sao comunicantes entre si, todos os estados perten-
cem a uma unica classe, sendo neste caso a cadeia de Markov irredutivel.

Estados transitorios

Um estado é dito temporario ou transitorio, se entrando nesse estado, o

processo pode nunca retornar novamente para este estado. Portanto, o estado
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J € transitorio se e sO se existe um estado 4, tal que (i # j) que é alcangavel
a partir do estado j, mas nao o contrério, isto é, o estado j nao é alcancavel

a partir do estado 1.

Estados recorrentes

Um estado é recorrente se entrando neste estado o processo inevitavelmente
ird retornar para esse estado. Portanto, um estado so é recorrente se nao for
transitorio.

Considere-se f como sendo a probabilidade de que comecando no estados

a cadeia de Markov retorne a esse mesmo estado:
f=P(En>0|X,=1i|X,=1).

Se f =1 o estado é recorrente, mas se f < 1 o estado é transiente. Assim,

., 0o n ) sl oo n
o estado i é recorrente se >~ | P! = 0o e é transitorio se Y >~ | Pl'<0oo.

Estados absorventes

Um estado é dito absorvente se entrando nesse estado, o processo nunca ira
deixar esse estado. Um estado i é absorvente se e s6 se P;; = 1. Logo pode-se
dizer que um estado absorvente é um caso especial de um estado recorrente.

Assim, podemos afirmar que:
1. Todo o estado absorvente é recorrente.

2. Todo o estado absorvente pertence a uma classe unica. C' = {i} =i é

absorvente.
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3. Numa cadeia de Markov um conjunto de estados forma uma classe C, se
quaisquer que forem estes estados eles sejam comunicantes. Portanto,
se existirem duas classes para uma cadeia de Markov, entao elas sao

disjuntas (C; N Cy = O) ou idénticas (C; = Cy).
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Capitulo 3

Modelacao do contagio infecioso

numa enfermaria hospitalar

Neste capitulo sera estudado um caso especifico proposto em [14] que consiste
numa enfermaria hospitalar com n x m pacientes. Cada paciente encontra-se
numa cama, estando as camas dispostas na forma matricial retangular com
n linhas e m colunas. Supondo que o paciente que se encontra na cama
na posi¢do: m/2, n/2, da enfermaria é portador de uma doenca infeciosa
que pode ser transmitida apenas aos pacientes das camas vizinhas com uma
probabilidade dada por 7. Considera-se também a possibilidade dos pacientes
ocuparem camas diferentes de um dia para o outro e de alguns deles estarem
vacinados.

Sendo assim podemos dividir os nossos pacientes em trés grupos distintos.
Em cada dia t, I (t) representa os pacientes infetados, S (t) os pacientes que
nao foram nunca infetados, como 0 < I (t) <1e0 < S(t) < 1lparat>0

e R (t) representa os pacientes que foram infetados mas ja se encontram
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recuperados, esta tltima grandeza pode ser dada pela expressao R (t) =
1—1(t)—S(1).

Dados os valores da taxa de transmissao t, da taxa de mobilidade 6 e
taxa de vacinacao u, podemos obter, através de simulagoes, a variacao da
percentagem de infetados ao longo do tempo, ou seja, como seré a propagagao
da infecao nos pacientes na enfermaria. Para o efeito faz-se a simulagao
através dos métodos apresentados no capitulo anterior, nomeadamente os
métodos de Monte Carlo e das cadeias de Markov.

Estuda-se a propagacao da doenca em diferentes situacoes corresponden-
tes a diferentes valores dos parametros utilizados na modelacao, isto é, a taxa
de contagio 7, a taxa de mobilidade § e a taxa de vacinagdo u. A enfermaria
é constituida por 10 x 10 camas e o contagio apenas pode ser feito entre pa-
cientes situados em camas vizinhas.Todos os resultados neste capitulo foram

obtidos através do software Matlab®.

3.1 Descricao do modelo de Monte Carlo

O método de Monte Carlo foi aplicado para estudar a propagacao da in-
fecao levando em conta as diferentes situacoes descritas nas seccoes 3.1.1,
3.1.2 e 3.1.3. Em cada caso fazem-se mil simulagoes e ordenam-se os resulta-
dos através de um histograma de maneira a analisar os resultados do ponto
de vista probabilistico. Para a implementacio do modelo no Matlab®, foi
considerada a enfermaria com 100 pacientes. A propagacao da infe¢do na
enfermaria foi modelada assumindo que um paciente uma vez infetado nao

poderé contrair a infecao novamente. Foram criadas varidveis que represen-
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tam os pacientes eventualmente infetados, os pacientes infetados no dia t, os
pacientes que se recuperaram da infecao no dia t e ficaram imunes, os pacien-
tes suscetiveis no dia t, e os pacientes que foram vacinados no dia t. Sabendo
que a infecao se inicia com um tnico individuo infetado, foi possivel calcular
o estado de cada um dos pacientes em cada instante seguinte, e obtendo-se
o numero total de infetados, suscetiveis, recuperados, vacinados. Fazendo as
mil simulagoes, obtém-se assim a percentagem de infetados. Quanto mais
frequente for um resultado, ou seja, um maior nimero de simulacdes corres-
ponder a uma percentagem de infetados, maior serd a probabilidade deste

fenémeno ocorrer na populagao.

3.1.1 Propagacao da infecao sem mobilidade e vacina-
cao

Comeca-se por analisar a evolucao do surto contagioso dentro da enfermaria

para o caso em que nao ha mobilidade (§); em cada dia ¢ os pacientes es-

tao sempre na mesma cama. Considera-se também que nenhum deles esti

vacinado (= 0). A enfermaria é constituida por 10 x 10 camas e o con-

tagio apenas pode ser feito entre pacientes situados em camas vizinhas. Na

Figura 3.1 encontram-se os resultados obtidos com as taxas de transmissao

(contagio) de 7 =0,05; 7=0,1; 7=0,15e 7 =0, 2.
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Figura 3.1: Efeito da taxa de contagio no nimero total de infetados. No eixo
das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo das ab-
cissas encontra-se o niimero de simulagoes. De cima para baixo e da esquerda
para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspondentes as
taxas de contagio de 7 =0,05;7 =0,1; 7=0,15e 7 =0, 2.

Como seria de se esperar, a medida que se aumenta o valor da taxa
de contagio de 0,05 para 0,2 ha também um aumento na percentagem de
infetados. Para t=0,05 em mais de 600 simula¢oes obteve-se apenas 2% de
infetados, enquanto que para 1=0,2 em cerca de 300 simulacoes obteve-se uma
percentagem de infetados de quase 90% da populagdo. O facto da taxa de
transmissao influenciar diretamente a percentagem de infecao da populagao

valida também o modelo e a sua implementacao computacional.
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3.1.2 Propagacao da infecao com mobilidade e sem va-
cinacao

Na situagao descrita no ponto 3.1 consideramos que os pacientes se encon-
tram imodveis, contudo na maioria das situacoes as pessoas podem-se mover
arbitrariamente. Geralmente nas enfermarias hospitalares os pacientes sao
movidos para outras camas por varios motivos. Sendo assim adicionamos
uma outra variavel, a mobilidade, obtendo os resultados mostrados nas Fi-
guras 3.2 e 3.3.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 podemos ver o histograma do niimero total de infe-
tados para as mesma taxas de contagio consideradas na seccao anterior, mas
com a particularidade de existir mobilidade dos pacientes (taxa de mobilidade

6=0,01 na Figura 3.2, e 6=0,05 na Figura 3.3).
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Figura 3.2: Efeito da taxa de mobilidade no nimero total de infetados. No
eixo das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo
das abcissas encontra-se o numero de simulacoes. De cima para baixo e da
esquerda para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspon-
dentes as taxas de contigio de 7 = 0,05, 7 =0,1; 7 =0,15e 7 =0,2. A
taxa de mobilidade ¢ 5=0,01.

Na Figura 3.2 verifica-se a mesma tendéncia que na Figura 3.1, ja que a
percentagem de infetados aumenta com a taxa de contigio t. A existéncia
de mobilidade faz com que esse aumento seja ainda mais acentuado. Através
da analise das Figuras 3.2 e 3.3 é possivel observar que na Figura 3.2 para
7 = 0,2 em quase 400 simulacoes feitas obteve-se cerca de 90% de infetados,
enquanto que na Figura 3.3 para o mesmo valor de taxa de contagio (7 = 0, 2)
houve um aumento do nimero de simulacoes, quase 500, em que se obteve a

mesma percentagem de infetados na populac¢ao (cerca de 90%).
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Figura 3.3: Efeito da taxa de mobilidade no nimero total de infetados. No
eixo das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo
das abcissas encontra-se o numero de simulacoes. De cima para baixo e da
esquerda para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspon-
dentes as taxas de contigio de 7 = 0,05, 7 =0,1; 7 =0,15e 7 =0,2. A
taxa de mobilidade ¢ 5=0,05.

Sendo assim, podemos dizer que, quanto maior for a mobilidade dos pa-
cientes maior serd a probabilidade de mais pessoas serem contaminadas com

a infecao.

3.1.3 Propagacao da infecao com mobilidade e vacina-
cao
Existe basicamente duas formas de conter uma epidemia ou pelos menos

fazer com que se espalhe mais lentamente. Uma consiste na quarentena das

pessoas infetadas, que consiste no isolamento desses mesmos pacientes. A
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outra consiste na vacinacao, que protege os individuos suscetiveis de serem
infetados.

Neste trabalho simula-se o efeito da vacinacao, considerando taxas de
vacinagao de u=0,1; u=0,2 e u=0,3 em simultaneo com a taxa de mobilidade

de 6 =0,01.
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Figura 3.4: Efeito da taxa de vacinagdo no niimero total de infetados. No
eixo das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo
das abcissas encontra-se o numero de simulacoes. De cima para baixo e da
esquerda para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspon-
dentes as taxas de contigio de 7 = 0,05; 7 = 0,1; 7 =0,15e 7 =0,2. A
taxa de mobilidade ¢ 6=0,01 e a taxa de vacinagao é yu —0,1.

Com uma taxa de vacinagao p = 0,1 conseguimos observar uma dimi-
nuicao na percentagem de infetados. Comparando a Figura 3.2 e a Figura

3.4 em que 6=0,01 podemos ver que adicionando a vacinacao diminuimos
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drasticamente o nimero de infetados, sendo que para os mesmos valores de
taxa de transmissao de 0,2 houve um decréscimo significativo na percenta-
gem de infetados. A probabilidade de ocorrer infe¢cao num grande ntimero da
populacao diminuiu consideravelmente para os valores mais baixos de taxa

de transmissao.
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Figura 3.5: Efeito da taxa de vacinacao no nimero total de infetados. No
eixo das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo
das abcissas encontra-se o nimero de simulagoes. De cima para baixo e da
esquerda para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspon-
dentes as taxas de contagio de 7 = 0,05; 7 =0,1; 7 = 0,15 e 7 =0,2. A
taxa de mobilidade ¢ 6=0,01 e a taxa de vacinagao é y =0,2.
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Figura 3.6: Efeito da taxa de vacinacao no nimero total de infetados. No
eixo das ordenadas estao as percentagens da populacao infetada, no eixo
das abcissas encontra-se o numero de simulacoes. De cima para baixo e da
esquerda para a direita apresentam-se respetivamente os graficos correspon-
dentes as taxas de contigio de 7 = 0,05, 7 =0,1; 7 =0,15e 7 =0,2. A
taxa de mobilidade ¢ 60,01 e a taxa de vacinagao é yu —0,3.

Nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 podemos ver que aumentando o valor da taxa
de vacinacao ha menos chance de ocorrer infecao numa percentagem elevada
dos pacientes.

Com isso podemos concluir que a vacinagao representa um fator de grande
importancia na prevencao de infecoes e aumentando cada vez mais a taxa
de vacinacao é possivel diminuir consideravelmente a propagacao entre os

pacientes.
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3.2 Modelacao através de cadeias de Markov

Uma vez que o processo de contagio ¢ Markoviano, isto é, o estado seguinte
depende apenas do atual, é possivel modela-lo através de cadeias de Markov.
Considera-se a modelagao da evolucao de um surto infecioso numa enfermaria
com trés pacientes, colocados em camas adjacentes. O modelo implementado
baseia-se no SIR. Considera-se que o surto inicia-se com a infecao do paciente
do “meio”, estando os dois outros pacientes suscetiveis de serem infetados com
a taxa de contagio 7 que se mantém constante ao longo do surto. Considera-se
que dois pacientes nao adjacentes nao se podem contagiar mutuamente. Apos
contagio, cada paciente torna-se infecioso durante dois dias. Terminado esse
periodo o paciente passa ao estado recuperado, nao podendo voltar a contrair

a infecao.

3

ES
iy

Figura 3.7: Diagrama de transigao de estados [14].
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Os estados em que cada paciente se pode encontrar sao descritos através
do ntmeros -1, 0, 1 e 2, que correspondem respetivamente a recuperado,
suscetivel, infetado no primeiro dia e infetado no segundo dia. A Figura 3.7
representa o diagrama de transicao de estados dos trés pacientes. O estado
inicial, representado pela letra A contém a tripla (0,1,0) que indica que o
paciente da esquerda é suscetivel, o do meio esta infecioso no primeiro dia
e o da direita estd igualmente suscetivel. O diagrama de transicao mostra
que existem 19 estados possiveis, representados pelas letras compreendidas
entre A e S. As probabilidades de transicao entre os diferentes estados serao

analisadas na secgao seguinte.

3.2.1 DMatriz de transicao

Tal como foi referido na seccao 2.5, as probabilidades de transicao entre
os diferentes estados do sistema podem ser representado através da matriz
de transicao P. A transicao entre estados é feita de um dia para o outro
pelo que a cadeia de Markov aqui modelada é discreta. Em cada dia k o
sistema é representado por um vetor z, que contém as probabilidades do
sistema se encontrar em cada um dos 19 estados: A B, C, ..., S. O vetor
inicial 2o contém 1 na primeira posi¢ao e zeros nas restantes (é o vetor e;
correspondente & primeira coluna da matriz identidade). No dia seguinte, k+
1, o vetor de estado é dado por xp.1 = Pxi. A matriz P ¢ assim uma matriz
quadrada de dimensao 19 x 19, em que cada elemento p;;, com 7 =1,...,19
ej=1,...,19, representa a probabilidade de transicao do estado j para o
estado 7. Por exemplo, a probabilidade de transicao do estado representado

pela letra C' para o estado representado pela letra D, no diagrama da Figura
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3.7, é representada na matriz de transicao por pus.

Cada coluna representa as probabilidades de transicao de um estado para
os restantes estados existentes no diagrama da Figura 3.7. Em consequéncia,
a matriz P é estocastica, a soma dos seus valores por coluna é 1. Para a
determinacao das probabilidades de transicao entre estados deve-se ter em
conta que a taxa de contigio ¢ 7 = 0,2. Logo o contagio esta associado a
probabilidade de transicao de 7 e o nao contigio a uma probabilidade de
transicao de 1 — 7. Essas probabilidades de transicao foram calculadas dessa
forma, devido ao facto, de se considerar o contagio de cada um dos pacientes
como um acontecimento independente, ou seja, o contagio de um suscetivel
nao depende do contagio do outro suscetivel.

As probabilidades de transicao do estado inicial A para os estados com
ligagao a este no diagrama 3.7 sao:

A-B=(1-7)(1-7)=(1-7)"=(1-0,2)"=0,64 (Posicio Py)

A—C=72=0,2=0,04 (Posi¢ao P3;)

A—-E=(1-7)7=(1-0,2)0,2=0,16 (Posi¢ao Ps)

A—-H=7(1-7)=0,2(1-0,2)=0,16 (Posi¢ao Ps)

De A para B nenhum dos individuos das camas ao lado foi contagiado.
J& na transicao para C ambos foram contagiados. Na transicao para F' e H
s6 um dos dois vizinhos foi contagiado. Sendo assim, podemos ver que, com
uma taxa de contagio 7 = 0,2 a probabilidade de nenhum dos individuos
suscetiveis serem contagiados é maior do que qualquer um dos outros casos
possiveis. A probabilidade de ambos os suscetiveis serem contaminados é
muito baixa.

A partir do estado B o sistema pode transitar para M,N, O e Q:
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B—->M=7(1-7)=0,2(1-0,2)=0,16 (Posi¢gao Py35)

B — N =172 =0,04 (Posigdo Pi42)

B—0O=(1-7)7=0,16 (Posigao Pi52)

B Q=01-7)(1—-7)=(1—-7)>=0,64 (Posicio Pi75)

Nas transicoes a partir do estado B aconteceu praticamente o mesmo que
a partir de A. Sendo que a maior probabilidade encontrada foi de B para @,
onde nenhum dos suscetiveis foi contaminado, e a menor probabilidade foi
de ambos os suscetiveis serem infetados.

A partir do estado E e do estado H existem dois cenarios possiveis de
acontecer, visto que, no estado E e no estado H um dos individuos antes

suscetivel se encontra agora no estado infetado, logo:

E — F =71=0,2 (Posi¢do Pss5), porque o individuo em FE suscetivel, em
F passou para o estado infetado, sendo que ambos ficaram infetados.

E —- K= (1-7)=0,8 (Posicao Pi15), porque o individuo suscetivel
em F continuou suscetivel em K.

H — I =71=0,2 (Posicio Pyg) porque o individuo em H suscetivel, em
I passou para o estado infetado, sendo que ambos ficaram infetados.

H—L=(1-7)=0,8 (Posi¢cio P2s), porque o individuo suscetivel em
H continuou suscetivel em L.

Nas transicoes de C —- D, F - G, K - S, D - R, I —- J, L — P,
M — L, N - D e O — K as probabilidades sao todas iguais a 1, pois
nestes casos o transicao é certa. Por exemplo de C' — D, podemos ver que
em C o individuo do meio, responsavel pela transmissao da infecao, ja se

encontra no segundo dia da infecao e os outros ao lado, antes suscetiveis,
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agora se encontram infetados e no primeiro dia de infecdo. Logo o tnico
fendmeno possivel de ocorrer é D, onde agora o individuo do meio se encontra
recuperado, e os outros dois se encontram no segundo dia de infe¢ao.

As probabilidades de transicao para as transicoes P — P, Q — Q, R — R
e S — S'saoiguais a 1 porque representam os estados absorventes do sistema.
A partir desses estados nenhum outro estado pode ser alcancado. Podemos
observar que essas probabilidades correspondem aos quatro tltimos valores
da diagonal da matriz de transicao P.

Os restantes valores foram colocados a zero devido ao facto, de nao ocor-
rerem transicoes diretas entre esses mesmos estados. Em consequéncia, a

matriz de transicao é dada por
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Supondo que o sistema, constituido pelos possiveis estados de infecao dos

trés pacientes, é representado no primeiro dia pelo vetor de probabilidades

xg, o estado do sistema no dia seguinte serd dado por x; = Puxy.

43

Como



T
To = [ 10 ...0 ] , pois no dia 1 inicia-se no estado A (j = 1), entdo

pia X1+ prax0+ -+ prigx0 D1,1
P21 X 14+ poax 0+ -+ poigx0 P21
Pxo = - - - - = - = xl
| Poa X I+ pig2 X0+ -+ prg1g x 0 | | Proa |
(3.1)

O vetor x; representa as probabilidades da enfermaria estar em cada um

dos estados descritos no diagrama no dia 2. Repetindo o processo obtém-se:

— probabilidade de estar em cada um dos estados no dia 3
Ty = Pr; = P (Pxg) = Px. (3.2)
— probabilidade de estar em cada um dos estados no dia 4
x5 = Pxy = P (P?xo) = P’y (3.3)

Em termos genéricos a probabilidade de estar em cada um dos estados
no dia k + 1.
Tpy1 = Prpy =P (Pk*lxo) = Pz, (3.4)

A atualizacao do estado do sistema pode ser obtida de duas formas di-
ferentes: zp11 = Pxj, ou x5 = PFzo. Embora estas duas formulas sejam
equivalentes do ponto de vista matematico, elas sao bastante diferentes em
termos de custos computacionais. Veja-se por exemplo o calculo das pro-

babilidade de estar em cada um dos estados no dia 3. Utilizando a forma
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Pxy = P(Pxg) é necesséario fazer duas multiplica¢oes matriz - vetor, isto é,
2 x 19 x 19 = 2 x 19% multiplicacoes. Enquanto a segunda formula, P2z,
implica fazer uma multiplicacao matriz - matriz e uma multiplicacao matriz -
vetor, isto &, 192 x 19 x 19+19% = 19* +192 = 192 (192 + 1) multiplicacdes. E
possivel ver assim que se deve optar pela formula de recorréncia xy,, = Pxy
porque implica muito menos célculos, uma vez que a multiplicagao matriz -
vetor ¢ muito mais rapida do que a multiplicacdo entre matrizes.

Como foi possivel observar na seccao anterior, as entradas da matriz P sao
todas ndo negativas (e menores ou iguais a 1) uma vez que estas representam
probabilidades. Por outro lado, a soma de cada uma das colunas de P ¢ igual
a 1. Em consequéncia destas duas propriedades, a matriz P é classificada
como uma matriz estocastica (ou matriz de Markov).

Outra propriedade importante da matriz de transicao P prende-se com o
limite da sequéncia de vetores gerados pela recorréncia xy,1 = Pzj. Como
Tpp1 = Pz, = PFay, é de grande importancia saber o que sucede & medida
que k — oo, isto é, se esta sequéncia tende ou nao para um vetor estaci-
onario, que contém as probabilidades finais da enfermaria se encontrar em
cada um dos 19 estados de infecao possiveis descritos no diagrama 3.7. Se
representarmos o vetor do estado estacionario por z, este tem de verificar
a igualdade Pz = z. Isto significa que o vetor estacionario z, no caso de
existir é o vetor proprio da matriz P correspondente ao valor préoprio 1. Para
provar este resultado vamos mostrar em primeiro lugar que a sequéncia de
vetores x4 = P*xy, para k — oo, converge para o vetor proprio associado
ao valor proprio dominante e, em segundo lugar, que o valor proprio préprio

dominante é 1.
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Seja {A1, A2, Az, ..., Ay} 0 conjunto dos valores proprio da matriz P tal
que [A| > |A2| = |As] ... > |\ e {v1,v9,v3,...,0,} 0 conjunto dos corres-
pondentes vetores proprios. Escrevendo o vetor zy como combinacao linear

dos vetores proprios

To = QU] + Uy + QigU3 + -+ + U, (3.5)
com aq, g, s, ..., 0, 08 coeficientes nao nulos dessa combinacao linear.
Verifica-se que
P*xy = P* (aqv) + aovy + agvs + -+ - 4 apup) (3.6)
como PFv; = My, para i =1,...,n, tem-se

PkLL’O = Oél/\]fvl + 042)\’2“02 + 063)\]-;1)3 +--- 4+ Oén)\ﬁvn
Ak \k Ak
Prry = )\’f (Oélvl + 042/\—?)2 + 0437?23 + -+ Oén/\—%‘vn

k k E
kao = )\lf (0411)1 + Qo <§—f) Vg + Qi3 (%) v3 -+, (i_?) Un>

(3.7)
Como \; é o maior dos valores proprios em modulo, & medida que £ —
k
oo, verifica-se que(i—i) — 0, para j = 2,3,4,...,n, e consequentemente
lim P*xq = oy Mev. (3.8)
k—o00

Prova-se assim que o limite da sequéncia é um miltiplo do vetor préprio
dominante. Se o valor proprio dominante nao for simples, facilmente se pode

verificar que a sequéncia ird convergir para um combinagao linear dos vetores
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proprios correspondentes a esse valor proprio. Para confirmar a existéncia do
vetor estacionario resta-nos mostrar que o valor préprio dominante é \; = 1,
desta forma o limite da sequéncia sera o vetor constante z = aqv;.
Comeca-se por mostrar que todos os valores proprios da matriz P tém
valor absoluto inferior a 1. Este resultado pode ser provado através do teo-
rema de Gershgorin [19]. Este teorema diz que os valores proprios de uma
matriz P pertencem a uniao dos circulos associados as suas linhas ou & uniao
dos circulos associados as suas colunas. Se CZ-(Z) e C’}C) representarem os circu-
los de Gershgorin associados com a linha 7 e a coluna j estes sao definidos,

respetivamente, por:

n

O =0zeC: z—aul < D laylp, (3.9)
j=1,j#i

CJ(c) =<ze(C: |z—ajl < Z laijl ¢ - (3.10)
i=1,i#j

No caso da matriz P os circulos de Gershgorin associados as suas linhas
e as suas colunas estao representados, respetivamente, na Figura 3.8 e na

Figura 3.9.
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Figura 3.8: Circulos de Gershgorin associados as linhas da matriz P.

Figura 3.9: Circulos de Gershgorin associados as colunas da matriz P
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Os circulos associados as colunas de P (Figura 3.9) sao todos coincidentes
com o circulo centrado na origem do plano complexo e que tem por raio 1.
Pelo teorema de Gershgorin os valores proprios de P estao no interior deste
circulo. Assim os valores proprios da matriz de transicao tém todos valores
absolutos inferiores a 1.

Este resultado poderia também ser obtido tendo em conta a norma da
matriz P. Uma vez que a soma por coluna desta matriz é igual a um, a sua

norma-1 definida como:
19
P[] = mjaxz |aij] (3.11)
i=1

¢ também igual a um, isto é ||P||; = 1. Por outro lado, se A é um valor
proprio de P, entao

A< P

! para qualquer norma matricial induzida de uma norma vetorial [19]; assim
tem-se que |A| < 1.

Para mostrar que 1 é valor proprio de P, considere-se o vetor e; =
[11---1]". Devido ao facto das somas por coluna da matriz P serem iguais
a 1 para todas as colunas, a multiplicagao da transposta de P por e; origina
a igualdade

Ple; = ¢ (3.12)

que mostra que e; ¢ o vetor proprio de PT associado ao valor proprio 1. Como

o determinante de P é igual ao determinante de P” também o determinante

!Nota: Na verdade, verifica-se que || P ||> p (P), onde p representa o raio espetral de
P.
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de P — M ¢ igual ao determinante de PT — I pelo que as matrizes PT e P
tém os mesmos valores proprios e A\ = 1 é assim o maior valor proprio da
matriz P.

Mostrou-se assim que a sequéncia xyy; = Pz, converge para o vetor
constante z que é o vetor proprio associado ao valor proprio 1 da matriz
de transicao P. O sistema tende assim para um estado estacionario cujas
probabilidades sao dadas pelo vetor resultante a longo termo da sequencia

Tpp1 = Pay.

3.2.3 Determinacao do ntimero total de infetados

Nesta seccao apresentam-se os resultados relativos ao nimero total de infeta-
dos durante o surto infecioso na enfermaria. Juntamente com os resultados
apresentados com o método das matrizes de Markov, anteriormente descrito,
apresentamos também os resultados obtidos com o método de Monte Carlo
e com a resolucao analitica.

Nesta fase do problema, analisando o diagrama representado na Figura
3.7, através do método de Monte Carlo, cadeias de Markov e analiticamente,
podemos obter as probabilidades do surto epidémico terminar nos seguintes

estados :

1. Estado Q do diagrama da Figura 3.7, correspondente a 33% da popu-
lacao infetada. Neste cenario apenas o individuo inicialmente infetado

nao contagiou os outros dois.

2. Estados P e S do diagrama da Figura 3.7, onde a infecao atingiu 67% da

populacao. Neste cenario o individuo inicialmente infetado contagiou
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um dos outros dois pacientes suscetiveis.

3. Estado R do diagrama da Figura 3.7, correspondente a 100% da popu-

lacao infetada. Cenério em que os trés pacientes sao infetados.

Através do diagrama de transicao da Figura 3.7 é possivel calcular analiti-
camente as probabilidades de transicao do estado inicial A para os possiveis
estados finais P, (), R e S. A transicao do estado A para o () implica a

passagem por B, isto é
A— B —Q

Assim a probabilidade de atingir o estado @) é
Po=(1-77x(1-7)7=(1-0,27%(1-0,2)7
Py =0,41.
Para atingir o estado P a partir de A existe dois caminhos possiveis:
A-B—->M-—L—P
A—-H—L—P

logo a probabilidade de atingir o estado P a partir de A é dada pela soma

das probabilidades correspondentes a estes dois caminhos.
Po=7(1-7)x(1-7)x1+(1-7)7x7(1-7)x1x1

Pp=0,2x0,8x0,8+0,64x 0,2 x0,8
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Pp =0,23.
Para atingir o estado R a partir de A existem quatro possiveis caminhos:
A—-C—-D—R
A—-FE—-F—-G—R
A—-H—-I—-J—R
A—-B—-N-—=D—=R

logo a probabilidade de atingir R é obtida através da soma das respetivas

probabilidades.
PR:7'2+7'2(1—T)+72(1—T)+(1—T)27'2
Pr=0,240,2x0,84+0,2x0,84+0,8x0,2
Pgr =0,13.
Para atingir o estado S a partir de A existe dois possiveis caminhos:
A—-FE—-K—=S
A—-B—-0—-K—=S
logo a probabilidade de atingir S a partir de A é:
Ps=(1-7)x7x(1=7)x1+(1-7)°x(1-7)x7x1x1

Ps=0,8x0,2x0,840,8x0,8x0,2
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Pg = 0,23.

Também se procedeu ao célculo das probabilidades de atingir estes mes-
mos estados finais através do método de Monte Carlo. Para tal fez-se um
elevado nimero de simulacoes no Matlab® que originou uma distribuicao de
frequéncias de cada um dos estados finais.

Para o método das cadeias de Markov as probabilidades provém do vetor
resultante a longo termo da sequéncia xp,1 = Pxy, para k = 0,1,... até se
verificar duas casas decimais corretas,condicao imposta ao efetuar os codigos
em Matlab®, em cada uma das probabilidades.

As Tabelas 3.1 e 3.2 mostram os resultados obtidos com cada uma das

abordagens acima descritas. Na Tabela 3.1 considerou-se uma taxa de con-

tagio de 7 = 0,2 e na Tabela 3.2 considerou-se uma taxa de contagio de

7=0,6.

Tabela 3.1: Resultados obtidos por trés métodos diferentes com t=0,2.

Cadeias de Método de Analitico
Markov Monte Carlo
Prob. de 1 infetado 0,41 0,41 0,41
Prob. de 2 infetado 0,46 0,46 0,46
Prob. de 3 infetado 0,13 0,13 0,13

Analisando a Tabela 3.1, que corresponde a taxa de contégio de 7 = 0, 2,
podemos observar que os resultados obtidos pelos trés métodos sao pratica-

mente iguais em todos os casos. Neste caso foram feitas 3600 simulagoes para
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o método de Monte Carlo. A probabilidade de ocorrer 100% de contagio (es-
tado R) é a mais reduzida de todas (13%). O resultado mais provavel (46%)

¢ o contagio de dois pacientes.

Tabela 3.2: Resultados obtidos por trés métodos diferentes com t1=0,6

Cadeias de

Método de

Markov Monte Carlo Analitico
Prob. de 1 infetado 0,03 0,03 0,03
Prob. de 2 infetado 0,27 0,27 0,27
Prob. de 3 infetado 0,71 0,71 0,71

Analisando a Tabela 3.2, que corresponde & taxa de contégio de 7 = 0, 6,
podemos observar que os resultados obtidos pelos trés métodos sao prati-
camente iguais em todos os casos. Em comparacao com o caso da taxa de
contagio 7 = 0, 2 verificam-se agora resultados completamente diferentes. A
probabilidade menor é agora a de que haja apenas um infetado e de cerca
de 3%. Existe também uma grande probabilidade (71%) de que a totalidade
dos trés pacientes sejam infetados.

Conclui-se, tal como seria de esperar, que o valor da taxa de contagio
influencia diretamente na probabilidade de haver mais ou menos individuos
infetados ao longo do surto. Quanto maior for esse valor maiores serao as

probabilidades de existir mais pessoas infetadas.
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Capitulo 4

Modelos Epidemiol6gicos

Baseados em Cadelas de Markov

Neste capitulo explora-se a modelagao epidemiolégica baseada em cadeias
de Markov. Apresentam-se os modelos epidemiologicos SIS e SIR nas suas
formulacoes deterministicas e analisam-se as correspondentes formulacoes es-
tocésticas baseadas em cadeias de Markov discretas no tempo. Os modelos
sao implementados e testados sobre problemas praticos de maneira a obter

resultados numeéricos que validem as formulagoes.

4.1 Modelo epidemiolbgico SIS

O modelo epidemiologico SIS (Susceptivel - Infecioso - Susceptivel) consiste
em classificar cada individuo da populacao de acordo com o seu estatuto
que podera ser ou suscetivel ou infecioso. Neste modelo sao considerados

dois compartimentos, os suscetiveis e os infetados (infeciosos). Um indivi-
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duo inicialmente suscetivel ao entrar em contacto com um infetado, contrai
a infecdo, entrando assim para a classe dos infetados I, tornando-se capaz de
transmitir a infecao. Terminado o periodo infecioso o individuo nao desen-
volve imunidade, tornando-se assim outra vez suscetivel. Este modelo tem
sido aplicado a doencas sexualmente transmitidas com é o caso do HIV.

Na subsecgao 4.1.1 faz-se um resumo das principais propriedades do mo-
delo deterministico, seguindo-se a sua formulacao estocastica com recurso
as cadeias de Markov discretas na subseccao 4.1.2. O estudo deste método
termina na subsecgao 4.1.3 com a apresentagao de alguns resultados numé-
ricos obtidos com este método na simulacao da propagacao de uma doenca

infeciosa numa populacao com 100 individuos.

4.1.1 Modelo SIS deterministico

Nesta seccao faz-se um resumo das principais propriedades do modelo epide-

miologico SIS deterministico com base nas exposicoes feitas em [5,17].

.

- >
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Figura 4.1: Dinamica do modelo compartimental SIS [17].

O modelo SIS apresentado resulta de algumas simplificacoes. Considera-

se que nao ha transmissao vertical da doenca, i.e., todos os individuos nascem

o6



suscetiveis, e que nao ha mortes relacionadas com a doenga [17]. Na Figura
4.1 apresenta-se um diagrama compartimental da dinamica deste modelo.
As setas a trago continuo indicam infecao e recuperacao enquanto as setas a
tracejado indicam nascimentos e mortes.

Considerando os pressupostos acima mencionados, o modelo SIS é des-

crito pelas seguintes equacoes diferenciais:

dsS T
= 97 I 4.1
= = TSI+ (b+7) (41)
dl T

em que 7 > 0 representa a taxa de contégio, v > 0 a taxa de recuperacao,
b > 0 a taxa de nascimentos, e N = S (t) + I (t) a dimensao da populagao,
que é constante. As condigOes iniciais satisfazem S(0) > 0, I(0) > 0 e
S(0) + I(0) = N. Assume-se que a taxa de nascimentos é igual & taxa
de mortalidade, logo o tamanho da populacao N mantém-se constante, ou
seja [17]:

dN
— =0 4.3

Como ja foi referido para outros modelos, as possiveis dinamicas do mo-
delo SIS também sao determinadas pelo nimero bésico de reproducao Ry

definido por

(4.4)

O quociente 1/(b+7) representa a duracdo do periodo infecioso [5,17|. De
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acordo com este modelo, em termos assintéticos existem dois estados finais
possiveis da populagao:

1) se Ry < 1= limy,o I (t) =0,

9) se Ry > 1, = limyoo I (1) = N (1 - RAO) £ 0.

O primeiro caso corresponde ao equilibrio do sistema sem doenca. O
segundo corresponde ao equilibrio endémico do sistema em que o niimero de

infecioso estabiliza em torno de ntmero diferente de zero e que é funcao de

Ry.

4.1.2 Formulacao estocastica do modelo SIS

Considere-se as variaveis discretas e aleatorias I(t) e S(t) que correspon-
dem, respetivamente, ao nimero de individuos infetados e suscetiveis no
momento t. No modelo epidemiologico SIS existe uma tinica varidvel alea-
toria independente que é a variavel I (t), pois S (t) = N — I (t), sendo N
a dimensao total da populacao em estudo. Num modelo epidémico baseado
numa cadeia de Markov discreta no tempo (DTMC - Discrete Time Markov
Chain) verifica-se que t € {0, At,2At, ...} e que a variavel aleatoria discreta
I(t) € {0,1,2,..., N}. Nesta sec¢ao faz-se a deducdo da formulacao estocés-
tica do modelo SIS com recurso as cadeias de Markov discretas no tempo.
Em consequéncia, este modelo é também conhecido como DTMC SIS. A
abordagem seguida baseia-se na formulagao proposta em [17].

O processo estocastico {I (t)},2, possui uma funcio de probabilidade as-

sociada:

p; (t) = P{I(t) = j} (4.5)
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parai=0,1,2,..., N et =0,At,2At, ..., em que

> pit)=1 (4.6)

Seja,

p(t)=[po(t),pr(t),...,pn )]

Para que as cadeias de Markov sejam aplicadas ao modelo epidemiol6-
gico SIS & necessario conhecer a relacao existente entre os estados [ (t) e
I(t+ At). Tal como ja foi visto na capitulo anterior, essa relacdo pode
ser definida através da matriz de transicao que contém as probabilidades do
sistema passar de um estado para outro.

A probabilidade de transicao do estado I (t) = j para o estado I (t + At) =

1, 7 — 1, no instante At pode ser descrita como:
pij t+ AL =P{I(t+At)=i|I(t)=j} (4.7)

Para reduzir o numero de transi¢oes possiveis entre estados durante os
intervalos de tempo, At é escolhido suficientemente pequeno de maneira a
que o nimero de infetados varie no maximo uma unidade. O ntimero de
infetados 7 podera apenas aumentar de um, diminuir de um ou ficar igual,

ou seja,
J—=J+Li—=j5—-1ouj—j.

Tendo em conta o pressuposto de haver apenas trés transicoes possiveis, as

probabilidades de transi¢ao sao definidas utilizando as taxas (multiplicadas
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por At) acima definidas para o modelo SIS deterministico. Estas probabili-

dades sao dadas por:

( . -

RN i=j+1

(b+) jt, i=j—1
1—[W+(b+y)j At i=j

0, i#j3+1,5,5—1

A probabilidade de uma nova infecao, j — j + 1, é

(N-J)

v t (4.9)

a probabilidade de morte ou recuperacao, j — j — 1, é
(b+7)jAt (4.10)

e a probabilidade de nao ocorrer mudanca de estado, 7 — j, é

)

1
N

+(b+7)j (4.11)

Para simplificar as expressoes acima representadas no modelo epidémico
SIS, pode-se representar as probabilidades de transicao a semelhanca do pro-
cesso de nascimentos b (birth) e mortes d (death) [17]. A probabilidade de

transigdo para uma nova infegao sera designada por b(j)At e para uma morte
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ou recuperagao por d(j)At. As probabilidades de transi¢ao serdo represen-

tadas por:

b(j) At i=j+1
. d(j) A, i=j—1 12
L—[b(j) +d()] AL, i=

A soma das trés probabilidades de transicao, 7 — j+ 1,7 — j—1e
J — 7, é igual a 1 porque sao os tnicos casos possiveis de ocorrer no estado
j durante o intervalo de tempo Aft.

Para assegurar que as probabilidades de transicao permanecam no in-
tervalo [0, 1], At deve ser escolhido suficientemente pequeno, de tal forma
que

max {[b(j) +d(j)] At} <1. (4.13)

j€{1,....N}
Aplicando a propriedade Markoviana e as probabilidades de transicao
anteriormente definidas, a probabilidade p; (t + At) pode ser representada

em termos das probabilidades no temo ¢. Assim no tempo t + At,

pj(t+At) =p;i 1 (0)b(j —1) At +pja (1) d(j+1) At
+p; (t) (1= [b(5) +d(5)] At) (4.14)
j=1,2,...,N,eb(j) =7W=9)/ned (j) = (b+7) J.

Como ja tinha sido explicado na seccao 3.2, a matriz de transicao P é

obtida ordenando os estados possiveis do sistema de 0 a N. O elemento
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(1,1) da matriz representa a probabilidade de transi¢ao do estado zero para
o estado zero e é igual a um, pog = 1, pois nao havendo infeciosos ninguém
pode ser contagiado. O elemento (N 4 1, N + 1) representa a probabilidade

de transicao do estado N para o estado N,

pyy=1—=[b+7] NAt=1—-d(N) At. (4.15)

A matriz de transicao é assim dada por

1 d(1) At 0 0o |

0 1—[b(1)+d(1)]At d(2) At 0

0 b(1) At 1 [0(2) +d(2) Al 0
P=10 0 b(2) Al 0

0 0 0 . d(N) A

0 0 0 . 1—d(N) At

(4.16)

A matriz P é estocastica (Markoviana). Como facilmente se pode verificar
as somas por coluna desta matriz sao todas iguais a 1 e, consequentemente,
todas a propriedades verificadas para a matriz de transicao do problema
estudado no capitulo anterior sao igualmente vélidas aqui. O vetor das pro-

babilidades

Lk+1 = [po(t),]h(t), s 7pN<t)]T

que representa o estado do sistema no tempo t = (k + 1)At, este é dado por

Tpy1 = Py = Pkiﬁo
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em que xg é o vetor que representa o estado inicial do sistema. Sabemos que
qualquer que seja o estado inicial do sistema z( esta sequéncia ird convergir

para o vetor proprio associado ao valor proprio 1. Considerando o vetor
z=1[1,0,0,...,0]"

correspondente a uma populacao com 0 infetados, facilmente se verifica que
Pz é igual a primeira coluna de P, isto é Pz = z. O vetor z é assim o vetor
proprio de P correspondente ao valor proprio 1. Como este vetor representa
o estado estacionario final do sistema, constata-se que o processo Markoviano

converge para o estado correspondente a 0 infetados.

~ONONOMNO

Figura 4.2: Diagrama de transi¢oes do modelo SIS [18|.

Os estados sao classificados de acordo com a sua conectividade no dia-
grama de transicoes do sistema correspondente a populacao. Na Figura 4.2
pode-se ver o grafo direcionado a cadeia de Markov do modelo SIS, onde
j =0,1,...,N sado os estados possiveis da infe¢do (nimero de infetados).
Esses estados podem ser divididos em dois grupos: estados recorrentes,{0},
e estados transientes, {1,...,N}. O estado zero (j =0) ¢ um estado ab-

sorvente. Podemos ver através do diagrama, que comecando através desse
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estado nenhum outro estado pode ser alcancado, sendo assim, é considerado
um estado fechado. Qualquer um dos outros estados {1,..., N}, pode ser
alcancado a partir de outro estado qualquer desse conjunto [17,18].
Mostra-se assim que de acordo com o modelo epidémico DTMC SIS é
possivel que a infecao seja totalmente extinta. A populacao vai aproximar-se
do ponto de equilibrio sem doenca, independentemente do ntimero béasico de

reproducao Rj.

4.1.3 Resultados numéricos com o modelo DTMC SIS

Nesta seccao apresentam-se os resultados obtidos com o modelo DTMC SIS
numa populacao com N = 100 individuos, intervalos de tempo entre estados
At = 0,01, taxa de contagio 7 = 1, taxa de recuperacao v = 0,25 e taxa de
nascimento b = 0,25. Considera-se que o surto infecioso inicia-se com dois
individuos infetados, I (0) = 2. A implementagao computacional foi feita com
recurso ao software Matlab®.

Nas condicoes acima descritas o niimero basico de reproducao é dado por:

Ry 2.

_ T 1 _
~ b+y 0,2540,25

Nesta condigoes o modelo deterministico (ver sec¢ao 4.1.1) ird convergir

para o equilibrio endémico

I(t):N(1—Ri0):1oo(1—%):5o.

Na figura 4.3 comparam-se trés solugoes estocasticas, correspondentes ao
niumero de infetados /(t), com a solugdo deterministica ao longo de 2000 in-

tervalos de tempo, todos de valor At = 0,01. Cada solucao estocastica é um
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caminho aleatdrio do processo estocastico {I(t)},-, para t = 0, At,2A¢,.. .,
consiste numa atribui¢gdo de um possivel valor a I(t) com base no vetor de
probabilidade p(t). Uma das solugoes estocasticas (curva a azul) tende rapi-
damente para zero, antes del00 passos de tempo, ilustrando a possibilidade
do surto epidémico nao ocorrer. As outras duas curvas a cheio correspondem
a duas outras possiveis evolugoes aleatorias do nimero de infetados. Estas
duas curvas seguem uma tendéncia com algumas semelhancas com a solucao
analitica representada a tracejado. A solucao analitica, obtida a partir da re-

solugao das equagoes (4.1) e (4.2), tende para o estado de equilibrio endémico

I(t) = 50.
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800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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i i
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Figura 4.3: Trés solucoes estocasticas e a solugdo deterministica (curva a
tracejado). Os valores dos parametros sao At = 0,01; N = 100; 7 = 1;
v=0,25b=0,25¢ I(0) = 2.
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Quando Ry > 1 o modelo epidémico SIS deterministico prediz um equili-
brio endémico, o que nao acontece para o modelo SIS estocastico.

As solucgoes estocasticas variam ao longo das simulacdes feitas. Na simu-
lacao representada na Figura 4.3 numa das solucoes estocésticas o nimero de
infetados é igual a zero ao fim de 55 passos de tempo, a populagao represen-
tada por essa curva torna-se livre da doenca, enquanto que nas outras duas
solucoes estocasticas ao fim de 2000 passos de tempo o nimero de infetados é
de 40 e 60 individuos. A solucao deterministica aproxima-se de um equilibrio

endémico com I = 50.
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Passos de tempo

Figura 4.4: Namero médio de infetados obtido com o modelo DTMC SIS
comparado o valor deterministico (a tracejado). Os valores dos parametros
sdo At =0,01; N=100; 7=1;v=0,25;b=0,25¢ 1(0) = 2.

Na Figura 4.4 pode observar-se o ntimero médio de infetados I(t) obtido

com o modelo DTMC SIS. Este valor foi calculado em cada passo de tempo
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a partir da distribuicao de probabilidade que caracteriza o sistema no tempo

t, isto é,

I(t) =Y ps(t) (4.17)

j=1
com t € {0, At,2At,...}. E possivel observar que I(t) tende para um valor
acima de 35 que ¢ inferior ao valor que caracteriza o equilibrio endémico
fornecido pela solugao analitica (I(t) = 50). Esta diferenca sera devida ao
facto da distribuicao de probabilidades fornecida pelo modelo DTMC SIS ter

em conta a possibilidade do surto nao ocorrer.

Probabilidade

2000 100

Infetados
Figura 4.5: Distribuicao das probabilidades do modelo epidémico SIS. Os

valores dos parametros sao At = 0,01; N =100; 7 =1; v =0,25; b = 0,25
e I(0) =2.
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A Figura 4.5 mostra a distribuicao de probabilidades

2 = [po(t), p1(t), ... pon(1)]"

para t € {0,At,2At,... kAt,...2000At} obtida com o modelo DTMC
SIS. Observa-se que a distribuicao ao fim de 2000 passos de tempo é bimodal,
com parte da distribuicao concentrada em zero e a restante a seguir uma
tendéncia semelhante ao método deterministico, concentrando-se em torno
de I(t) = 50. Contudo é possivel que aumentando o ntmero de passos a

distribuicao tende a concentrar-se em torno de zero.

0.25} =

0.2F &

Probabilidades

01}F “

0 10 20 30 40 50 60 70 80 Q0 100
N° de infetados

Figura 4.6: Histograma das probabilidades de transicao. Os valores dos
parametros sdo At =0,01; N =100; 7 =1; v =0,25; b= 0,25 e I(0) = 2.

A distribuicao de probabilidade obtida ao fim de 2000 passos de tempo

encontra-se representada na Figura 4.6. E uma distribuicdo bimodal que
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mostra que o modelo DTMC SIS também é capaz de detetar o equilibrio
endémico do sistema. Efetivamente a parte da distribuicao que nao se apro-
xima de zero reflete a possibilidade de o niimero de infeciosos se estabilizar
em torno de 50 individuos. Esta parte da distribuicao nao é estacionaria pois,
como se viu anteriormente, o zero é um estado absorvente e a distribuicao
tenderd para esse valor & medida que o tempo passa. Contudo, é classificada
como distribuigao de probabilidades quasistacionaria [20]. Esta distribuicao
¢ obtida impondo a condicao de nao extincao, i.e., a condicao da populacao

nao atingir o ponto de equilibrio sem doenga [18].

4.2 Modelo epidemiologico SIR

Na seccao 2.2 foi apresentado o modelo SIR padrao, ou seja, na auséncia
de dinamica populacional. Nesta seccao aborda-se o modelo SIR levando em
conta a existéncia de nascimentos e de mortes. Este modelo é muito utilizado
na modelacao de doencas infantis como, por exemplo, a varicela, o sarampo
e a papeira. Na subseccao 4.2.1 reintroduz-se o modelo SIR deterministico
com dinamica vital, na subseccao 4.2.2 introduz-se a sua versao estocastica,
com recurso as cadeias de Markov discretas no tempo, e na subseccao 4.2.3
apresentam-se alguns resultados numeéricos obtidos com este modelo na si-
mulagao da propagacao de uma doencas infeciosa numa populagao com 100

individuos.
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4.2.1 Modelo SIR deterministico

Como ja foi referido, no modelo epidémico SIR os individuos sao infetados,
mas depois desenvolvem imunidade entrando para a classe dos recuperados
R. E um modelo compartimental cujo diagrama, apresentado na Figura 4.7
ilustra as relagoes entre as classes dos suscetiveis (S), infeciosos (I) e recupe-

rados (R).

[*5]
v

~
v

R

v v v

Figura 4.7: Diagrama do modelo SIR [17].

O modelo SIR com dinamica populacional é descrito pelas seguintes equa-

¢oes diferenciais [5,17]:

dS T
— =—-——-5T I 4.1
= NS +b(I+ R) (4.18)
dl T
dR
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Onde 7 > 0 é a taxa de contégio, v > 0 ¢ a taxa de recuperacaoe b > 0¢éa
taxa de nascimentos [17]. A dimensao da populagio é N = S (t)+1 (t)+R ().
Assumindo que a taxa de nascimentos é igual a taxa de mortes, a populagao

total serd sempre constante logo

dN
— =0. 4.21
7 =0 (4.21)

Tal como modelo SIS, também aqui o ntimero béasico de reproducao

T

R:
0 v+b

(4.22)

juntamente com a taxa de nascimento b determinam a dinadmica do modelo
que, de acordo com [17], sera

1) Se Ry < 1, tli}rgo[ (t) = 0 (estado de equilibrio da populagao sem do-
enca);

2) Se Ry > 1, lim (S (1), 1(t), R (1)) = (Rﬂ;% (1 - RA(J) s (1 - RA))
(equilibrio endémico).

3) Assumindo que b = 0, se Ro% > 1, entao existe um aumento inicial
do nimero de infetados I (t) (surto epidémico), mas se Ry5¢ < 1, entdo ha
um decréscimo no numero infetados que decresce monotonamente para zero
(equilibrio sem doenga).

A quantidade RO% < 1 é conhecida como o niimero de substituicao inicial
e corresponde ao numero médio de infetados por um individuos infecioso

durante o periodo inicial da epidemia. Como em geral esta fracao muda ao

longo da epidemia, este numero ¢ normalmente substituido por ReS(t)/N [17].
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4.2.2 Formulacao estocastica do modelo SIR

Seja S (t), I (t) e R(t) variaveis discretas aleatorias que representam o nu-
mero de individuos suscetiveis, infetados e recuperados no instante ¢, respe-
tivamente. O modelo DTMC SIR é um processo bivariavel porque apresenta
duas variaveis aleatorias independentes S (t) e I (t). A outra variavel aleato-

ria ¢ R(t) =N — S (t) — I (t). O processo estocastico bivariavel

{(S @), L)},
possui a funcao de probabilidade conjunta

P(sa) (t) = PLS () = s, I (t) = i}

Este processo possui a propriedade de Markov ou perda de memoria, e é
um processo homogéneo pois nao depende do tempo. Para definir as proba-
bilidades de transicao pode-se ter em conta os pressupostos do modelo SIR
deterministico. Assume-se que o passo de tempo At é escolhido suficiente-
mente pequeno para que possa existir apenas uma mudanca de estado neste
intervalo de tempo, quer para os suscetiveis quer para os infetados. Exis-
tindo assim a possibilidade de ocorrer uma nova infecao, um nascimento,
uma morte ou uma recuperacao [17].

As probabilidades de transicao sao obtidas a partir da seguinte equacao:

Plsthiti)(si) (A1) = P{(AS, AL = (k, j) [ (S (1), I (1)) = (s,4)},  (4.23)
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onde AS =S5 (t+ At) — S (t). Logo para cada um dos casos é:

(

wAL, (k. j) = (-1,1)
’}/ZAt, <k>]> = 07 _1)

Plshii+i) (i) (D) =

1= ZEAL— [yi+b(N — s)] At, (k. j) = (0,0)

0, caso contrario
(4.24)

O intervalo de tempo /At deve ser escolhido suficientemente pequeno, de
maneira a que as probabilidade de transi¢ao permanegam no intervalo [0, 1].
Para este modelo é muito mais dificil construir a matriz de transicao do que
para o modelo SIS.

Aplicando as propriedades Markovianas obtemos a probabilidade de ocor-
rer o estado (s,7) no tempo seguinte (¢ + At) através da soma das probabili-

dades de transicao que conduzem a este estado:

T(i—1)(s+1 i+1
Ps,i)(t + At) =p(st1,i-1) (1) ( ]i[< )At + D(s,i+1) (ﬂ%ﬂt
+ Pis—1,i41) (D)0 (1 + 1) At 4+ prs_1,(E)b (N — s+ 1 — 1) At
+ P(s) (1) (1 - r—]if +yi+b(N — s)} At) : (4.25)

No modelo DTMC SIR os estados do sistema sao pares ordenados (s,7). A

forma da matriz de transicao vai depender também da forma como esses
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estados estiveram organizados. A dimensao da matriz de transicao seria
também superior & do modelo SIS. Enquanto que para o modelo DTMC SIS
a matriz de transicao tem dimensao (N + 1)(/N + 1), no modelo DTMC SIR
tem dimensao (N + 1) x (N + 1)2. Assim no caso de uma populagio com
100 individuos a matriz de transicao teria dimensao 10201 x 10201 e no caso
se uma populacao com apenas N = 2 a dimensao seria 9 x 9.

Contudo, a dimensao da matriz de transicao pode ser reduzida tendo em
conta a restricdo N = S(t) + I(t) + R(t). No caso de uma populagdo com
dois individuos teria de se remover os estados (s,i) = (1,2),(2,1) e (2,2).

Assim a matriz de transi¢ao teria dimensao 6 x 6 e seria dada por:

1— 2bAt YAt 0 0 0 0
0 1 — yAt — 2bAt 2yAt 0 0 0
At
0 0 1 — 2yAt — 2bAt 0 pat 0
P(At) = 2
2bAt bAL 0 1 — bAt At 0
At
0 bAL 0 0 1—%—~/At—bm 0
0 0 2bAt bAL bAL 1
(4.26)

Com base nas probabilidades de transicao apresentadas em (4.24) ou na
matriz de transi¢ao (4.26), facilmente se pode verificar que a probabilidade
de transicao do estado (NN, 0) para o estado (N,0) é 1 (pw,0),v,0) (At) = 1),
significando que o estado (N, 0), correspondente a N suscetiveis e nenhum
infetado, é absorvente. Em consequéncia é de esperar que a populacao tende

assintoticamente para o equilibrio sem doenca.
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4.2.3 Resultados numéricos com o modelo DTMC SIR

Nesta seccao apresentam-se os resultados obtidos com o modelo DTMC SIR
numa populacao com N = 100 individuos. Num primeiro caso considera-se
que os intervalos de tempo entre estados sao At = 0,01, a taxa de conta-
gio é 7 = 1, taxa de recuperagao ¢ v = 0,5 e taxa de nascimento é¢ b = 0.
Considera-se que o surto infecioso inicia-se também com dois individuos in-
fetados, I (0) = 2 e, consequentemente, que existem inicialmente S(0) = 98
suscetiveis. A implementacao computacional do modelo DTMC SIR foi feita
com recurso ao software Matlab®.

Nas condicoes acima descritas verifica-se que o niimero bésico de repro-

ducao

_ T 1 _
Ro_b-w_ o+0,5—2

e o nimero inicial de reproducao

RoS(0) 2% 98
N 100

— 1,96

sao ambos positivos. De acordo com o referido na seccao 4.2.1, vai haver
um crescimento inicial do ntimero de infetados (uma epidemia). Esse com-
portamento é bem visivel na Figura 4.8 onde se apresentam trés simulacoes
obtidas com o modelo DTMC SIR juntamente com a solugao deterministica.
A epidemia é bem evidente na solucao deterministica onde se observa um
crescimento inicial do nimero de infetados que atinge um maximo acima de
15 e depois decresce para estabilizar proximo do valor de 1 que correspondera

por ventura ao nivel endémico da populagao. Duas das trés curvas aleatorias
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(Simul.1 e Simul.3) obtidas com o modelo DTMC SIR também evidencia um
comportamento epidémico. A outra curva aleatoria (Simul. 2) corresponde
a uma situacao em que nao ocorre epidemia, o nimero de infetados decresce
rapidamente para zero. Corresponderd a uma situacao em que por obra do
acaso os infetados nao infetaram ninguém. Esta situacao pode naturalmente

suceder na realidade.

71 0 F R RRTRTITITPITRREREIS IR RIELLITITTTIEy R, :
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Figura 4.8: Trés solucoes estocasticas do modelo SIR e a solugao determinis-
tica (curva a tracejado). Os valores dos parametros sao At = 0,01; N = 100;
T=17=0,5b=0; S(0) =98¢ I(0) = 2.

Num segundo caso simulado considera-se que os intervalos de tempo en-
tre estados sao At = 0,01, a taxa de contagio é 7 = 1, taxa de recuperagao
é v = 0,25 e taxa de nascimento ¢ b = 0,15. Considera-se que o surto
infecioso inicia-se também com dois individuos infetados, I (0) = 2 e, conse-

quentemente, que existem inicialmente S(0) = 98 suscetiveis.
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Nas condicoes acima descritas verifica-se que o niimero bésico de repro-

ducao é

Ry=Z=_——1_ =205

b+~ 0,154+0,25

De acordo com o referido na seccao 4.2.1, vai haver uma epidemia que ira

tender para o ponto de equilibro endémico igual a

N 1 15 x1 1
Este comportamento pode se observado através da solucao deterministica
apresentada na Figura 4.9. Esta solucao mostra que ha um aumento inicial
do nimero de infetados até um nivel proximo dos 35, seguindo-se um de-
créscimo progressivo até ao nivel endémico que se situa nos 22, 5. Na Figura
4.9 também sao apresentadas trés solucoes aleatorias obtidas com o modelo
DTMC SIR. Duas das trés solugdes estocasticas (Simul.1 e Simul.2) também
evidenciam o equilibrio endémico. A outra solucdo estocastica (Simul. 3)
reflete a existéncia de um pequeno surto contagioso que se extingue rapida-

mente.
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Figura 4.9: Trés solucoes estocasticas do modelo SIR e a solucao determinis-
tica (curva a tracejado). Os valores dos parametros sao At = 0,01; N = 100;
T=1,7=0,25b=0,15; S(0) =98 e I(0) = 2.
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Capitulo 5

Conclusoes

Existem varios modelos matematicos que permitem descrever a evolucao do
contagio por uma doenca infeciosa no interior de uma populagao. Estes mo-
delos sao adaptados as caracteristicas da doenca e da populacao. O modelo
SIR é utilizado quando o contagio pela doenca infeciosa implica que o conta-
giado fique, passado algum tempo, imune a essa doenca, tal como acontece
com a gripe, por exemplo. O modelo SIS ¢ utilizado para doencas em que
nao existe imunizagao, como é o caso de certas doencas sexualmente trans-
missiveis.

Do ponto de vista das caracteristicas da populacao, os modelos epidémicos
sao utilizados para descrever surtos rapidos que ocorrem em pouco tempo,
enquanto os modelos endémicos sao utilizados para estudar doencas ao longo
de grandes periodos, durante os quais a populacao suscetivel é regenerada
através de nascimentos ou da perda de imunidade temporaria. Neste trabalho
viu-se que o mesmo modelo compartimental pode estar na origem de um

modelo epidémico e de um endémico. Tal sucede com o modelo STIR que na
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sua formulacao de base ¢ um modelo epidémico mas que se lhe for adicionada
a dinamica vital torna-se um modelo endémico.

Os modelos epidémicos sao utilizados para prever o alcance de uma epi-
demia e desta forma preparar a resposta por parte de unidades de saide,
como ¢é o caso dos hospitais. Mas também sao utilizados para antecipar os
efeitos dos fatores que condicionam a evolugao do surto contagioso. No caso
de uma populacao constituida por uma enfermaria hospitalar, foi possivel
verificar neste trabalho que a mobilidade e a vacinacao sao fatores determi-
nantes para a ocorréncia ou nao de epidemia. A mobilidade contribui para
o aumento do numero de contagiados. Pelo que no caso de haver um foco
infecioso numa enfermaria, e nao sendo possivel isolar esse foco, é preferivel
manter cada paciente no mesmo lugar. O aumento da taxa de vacinagao
também contribui para a reducao do niimero de infetados. Verificou-se tam-
bém que nao é necessario uma taxa de vacinacao muito alta para reduzir o
alcance do surto infecioso para um nivel muito baixo. Com 20% da popula-
¢ao vacinada verifica-se que o contagio atinge no méximo 20 pessoas, mesmo
que a taxa de contagio atinja os 20%.

Existem duas classes principais de modelos epidemiologicos mateméticos:
deterministicos e estocasticos. Tradicionalmente os modelos deterministicos
sao mais indicados para simular epidemias em populacoes de grande dimen-
sao. Nestes modelos, como a dindmica do processo de contagio ¢ definida
por um sistema de equacoes diferenciais, o tipo de evolugao é determinada
logo & partida pelos valores dos véarios parametros. Nestes modelos nao héa
lugar para nenhum tipo de arbitrariedade. Adicionalmente, consideram que

a populacao é homogénea e estd misturada de maneira uniforme. Do ponto
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de vista computacional sao muito eficientes, pois basta resolver o sistema de
equacoes diferencias através de um método numérico como, por exemplo, o
método de Runge-Kutta de quarta ordem utilizado neste trabalho. O tempo
de resolucao é independente da dimensao da populacao.

Os modelos estocasticos, por sua vez, sao mais realistas. Efetivamente,
estes tém em conta todas as ocorréncias possiveis. Numa situacao real de con-
tagio, iniciado com um pequeno nimero de individuos, o acaso tem muitas
vezes influencia na forma como a doenca se dissipa pela restante comuni-
dade. Por sorte, pode suceder que os individuos inicialmente contagiados se
isolem e nao contagiem ninguém, apesar de estarem em ndmero suficiente
para provocar uma epidemia. Esta situacao foi verificada neste trabalho, na
subseccao 4.2.3, com o modelo estocastico SIR, em que uma das simulacoes
previa o rapido desaparecimento do foco infecioso.

Normalmente os modelos estocasticos sao utilizados em pequenas popu-
lagoes porque sao muito exigentes do ponto de vista computacional. A im-
plementacao destes métodos baseia-se nos métodos de Monte Carlo que con-
sistem, essencialmente, em repetir um grande ntmero de vezes a simulacao
do comportamento aleatorio da populagao. Quando a populagao é pequena
este processo é bastante rapido e permite obter resultados bastante corretos,
contudo para populagoes de grandes dimensdes o niimero de simulagoes é
muito mais elevado, para além de cada uma delas ser mais demorada.

Sendo o processo de contagio essencialmente Markoviano, isto é, o estado
futuro do sistema depende apenas do estado atual, é possivel modela-lo com
recurso a teoria das Cadeias de Markov. Em particular, tem grande interesse

computacional a utilizacao de matrizes de transicao para a previsao do estado
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seguinte do sistema. Em tal caso, o estado seguinte do sistema é obtido
multiplicando a matriz de transicao pelo vetor que representa o estado atual,
deixando de ser necessario simular o comportamento aleatério de toda a
populacao.

Para grandes populagoes a matriz de transicao também ¢ de grandes
dimensoes. Contudo, como é uma matriz esparsa, é possivel reduzir drasti-
camente os recursos de memoria do computador se, em vez de guardar toda
a matriz em memoria, forem armazenados apenas os seus termos nao nulos.
Na secgao 3.2.1, obteve-se uma matriz de transicao de dimensao 19 x 19 o
que perfaz um total de 361 entradas, contudo, se se utilizar uma estrutura
de armazenamento de dados esparsa, serd apenas necessario armazenar 27
entradas, correspondentes as probabilidades de transicao nao nulas. Desta
forma faz uma reducdo de cerca de 93% dos recursos de memoria.

A matriz de transicao tem também propriedades muito interessantes do
ponto de vista computacional e conceptual. O facto de ser uma matriz es-
tocastica permite estimar diretamente o estado para onde tende assintoti-
camente o sistema, também conhecido por ponto de equilibrio do sistema.
Efetivamente, a distribuicao de probabilidades estacionaria associada aos di-
ferentes estados do sistema corresponde ao vetor proprio dominante, isto é,
ao vetor proprio associado ao maior valor proprio que é 1.

A distribuicao estacionaria é muito condicionada pela existéncia de esta-
dos absorventes. Quando existem estados absorventes o sistema vai tender
assintoticamente para eles, apesar de poderem haver outros pontos de equi-
librio que a distribuicao assintotica nao ird mostrar. Por exemplo, o modelo

DTMC SIS tende assintoticamente para o ponto de equilibrio que corresponde
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a nenhum infetado na populagao enquanto que o modelo deterministico tende
para o equilibrio endémico (ver sec¢ao 4.1.3).

E contudo possivel com as cadeias de Markov observar uma distribuicdo
que representa os dois pontos de equilibrio. Para tal nao se deve procurar
o limite assintdtico, correspondente ao vetor proprio dominante, mas sim
a distribuicao quasiestacionaria das probabilidades que é obtida ao fim de
um nimero elevado de passos de tempo. No caso do modelo DTMC SIS, a
distribuicao quasiestacionaria é atingida apos aproximadamente 2000 passos
de tempo. E uma distribuicio bimodal que reflete os dois pontos de equilibrio
(ver seccao 4.1.3).

A grande dificuldade encontrada com a utilizacao das matrizes de Markov
prende-se com a construcao da matriz de transicao no caso de distribuigoes
multivaridveis. Nessa situacao, é necessario ordenar os estados possiveis do
sistema e construir a matriz de transicao indexando os estados pela mesma or-
dem. Esta tarefa é tanto mais dificil quanto maior é a dimensao da populacao.
No caso do modelo DTMC SIR para duas variaveis aleatorias construiu-se a
matriz de transicao no caso de uma populacao com apenas dois individuos
(ver secgao 4.2). Seria interessante no seguimento deste trabalho estudar as
possiveis técnicas de construcao automatica das matrizes de transicao para

populacoes com maiores dimensoes.
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