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palavras-chave

resumo

Teoria espetral dos grafos, grafo regular, grafo excecional, combinatéria.

Um grafo excecional é um grafo conexo com menor valor préprio ndo infe-
rior a -2 que ndo é grafo linha generalizado. Esta tese tem como objetivo
apresentar uma nova técnica de construcao de grafos regulares, com certas
propriedades de natureza combinatdria e espetral invariantes, e aplicé-la na
construcdo de todos os grafos regulares excecionais.

O trabalho encontra-se dividido em duas partes. Na primeira parte descreve-
-se a nova técnica de construcdo de grafos regulares pela introducdo de
conjuntos (k, T)-regulares, designada de (k,T)-extens3o, e define-se uma
relagdo de ordem parcial entre grafos regulares. Mostra-se que a (k,T)-
extensdo de um grafo se reduz a construcdo de matrizes de incidéncia de
um 1-design combinatério, para a qual se definem propriedades que previ-
nem a construcdo de grafos isomorfos. Além disso, esta técnica permite
a construcdo de grafos regulares com particdo equilibrada e apresentam-se
algumas propriedades espetrais destes grafos. Na segunda parte é feita uma
breve descricdo das trés técnicas conhecidas para a constru¢do dos grafos
regulares excecionais. Posteriormente, aplicam-se as (k, 7)-extensdes na
construgdo recursiva do conjunto dos grafos regulares excecionais, que se
divide em trés camadas. No caso das 12 e 22 camadas, os grafos obtém-se
por (0, 2)-extensdes e, no caso da 32 camada, por (1, 3)-extensdes. Conse-
quentemente, conclui-se que, para os grafos das 12 e 22 camadas o niimero
de independéncia atinge o majorante de Hoffman e que o conjunto dos
grafos regulares excecionais possui uma estrutura de conjunto parcialmente

ordenado, sendo apresentando o respetivo diagrama de Hasse.






keywords

abstract

Spectral graph theory, regular graphs, exceptional graphs, combinatorics.

An exceptional graph is a connected graph with least eigenvalue greater
than or equal to -2 which is not a generalized line graph. The aim of this
thesis is to present a new technique for the construction of regular graphs,
with certain spectral and combinatorial invariant properties, and to apply it
in the construction of all regular exceptional graphs.

The work is divided into two parts. The first part describes a new construc-
tion technique that introduces (k, 7)-regular sets in regular graphs, called

(k, T)-extension, and defines a partial order between regular graphs. It is
shown that the process of extending a graph is reduced to the construc-
tion of the incidence matrix of a combinatorial 1-design, considering several
rules to prevent the production of isomorphic graphs. Furthermore, this te-
chnique allows the construction of regular graphs with an equitable partition
and some spectral properties of these graphs are presented. The second part
starts with a brief description of the three techniques, previously known for
the construction of regular exceptional graphs. Later, the (k, 7)-extensions
are applied to the recursive construction of the set of regular exceptional
graphs, which are partitioned in three layers. In the case of the 1st and 2nd
layers, graphs are obtained by (0, 2)-extensions and in the case of 3rd layer,
by (1, 3)-extensions. Therefore, we conclude that, the independence num-
ber attains Hoffman's upper bound for the graphs of 1st and 2nd layers and
the set of regular exceptional graphs has a partially ordered set structure

whose Hasse diagram is presented.
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Capitulo 1

Introducao

A representacdo de um grafo por uma matriz, como seja a matriz de adjacéncia, a matriz
Laplaciana ou Laplaciana sem sinal, permite o estudo das propriedades combinatorias do
grafo a partir dos valores e dos vetores préprios da matriz que o representa. Reciprocamente,
as propriedades combinatorias dos grafos implicam certas propriedades de natureza espetral.
E nesta drea de investigacao, usualmente designada de teoria espetral dos grafos, que se insere

esta tese.

A teoria espetral dos grafos tem aplicagoes em diversas areas cientificas como, por exemplo,
a quimica, a fisica e as ciéncias da computacao. Segundo [CDS95, Cve09] a motivacao para
o seu estudo tem origem na quimica, com a publicacao do artigo [Hiic31] onde se apresenta a
teoria dos orbitais moleculares de Hiikel, no estudo de moléculas organicas insaturadas, e dela
surge a noc¢ao de energia de um grafo. No entanto, s6 muito mais tarde é publicado o primeiro
artigo de matematica sobre teoria espetral dos grafos, motivado pelo estudo da vibracao de
uma membrana [CS57], cujo movimento é descrito por equagoes diferenciais. Mais detalhes

sobres estes dois problemas encontram-se em [CRS10, Capitulo 9.

Relativamente as ciéncias da computacao em [Cve09, CS11] faz-se uma descrigdo pormenori-
zada de vérias aplicacbes. Observe-se, por exemplo, que o vetor préprio associado ao maior
valor préprio da matriz de adjacéncia do grafo, usualmente designado por vetor principal, é

utilizado pelos motores de pesquisa da web [BP98, Kle99] e no reconhecimento de padroes
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[LWHO3]. Os valores e vetores préprios da matriz Laplaciana sdo também aplicados no reco-
nhecimento de padroes [WHLO05] e no estudo da topologia da Internet [CT04]. Em [CRS10,
Capitulo 9] refere-se a construcao do subespago préprio associado ao valor préprio -2, dos
grafos linha generalizados, e como isso se relaciona com consultas seguras a bases de dados

estatisticos.

Do estudo do espetro dos grafos linha [Hof60], cujo menor valor préprio é nao inferior a —2
conclui-se a existéncia de grafos, também com menor valor proprio nao inferior a —2, que
nao sao grafos linha e que se designam grafos excecionais. Em [Bei70], os grafos linha sao
caracterizados pela identificacdo de nove subgrafos proibidos. Em [CGSS76] sao introduzidos
os sistemas de raizes, das algebras de Lie, no estudo dos grafos com menor valor préprio
nao inferior a —2, representando-se os vértices dos grafos por vetores do espaco euclideano.
Um estudo exaustivo com os resultados e conceitos relacionados com os grafos excecionais

encontra-se em [CRS04].

Os conjuntos (k, 7)-regulares surgem, com uma designacao distinta, em [Tho81, Neu82] rela-
cionados com os grafos fortemente regulares. Em [Tho81] os subgrafos induzidos por conjun-
tos (k,T)-regulares sdo designados por subgrafos prdprios do tipo k — 7. Em [Neu82] estes
conjuntos sao designados por conjuntos requlares com valéncia k e nexus 7. O conceito
de conjunto (k,7)-regular com esta designagao foi introduzido em [CR04]. Estes conjuntos
aplicam-se no estudo de grafos com restrigdes de dominancia [HKT00, Tel93] e no reconheci-
mento de grafos hamiltonianos [CSZ08|. Destaca-se, ainda, o facto de um grafo regular com
um conjunto (k,7)-regular ter £ — 7 como valor préprio da matriz de adjacéncia e um vetor

préprio definido a partir do vetor caracteristico deste conjunto [Tho81].

As partigbes equilibradas foram introduzidas em [Sac66, Sac67], com uma terminologia dife-
rente da atual, tendo em vista o estudo espetral de um grafo a partir do respetivo grafo quo-
ciente. Este conceito, com a designacao de partigao equilibrada, foi introduzido em [Sch74],
tendo em vista a obtencao de informagao sobre os valores préprios e os vetores préprios da
matriz de adjacéncia de um grafo. De acordo com [God93], as parti¢oes equilibradas surgem
relacionadas com os grupos de automorfismo de grafos [McK76] e as parti¢oes associadas a ma-
trizes de passeios e coloragao de grafos [PS82]. Em [Sch74, CDS80a, God93, CRS97] mostra-se

que a partir das particoes equilibradas de um grafo é possivel obter informacao acerca dos



valores e vetores proprios da respetiva matriz de adjacéncia. Em particular, mostra-se que
o polinémio caracteristico da matriz de adjacéncia do grafo quociente divide o polinémio

caracteristico da matriz de adjacéncia do grafo.

A motivacao para o estudo dos grafos regulares excecionais, no contexto desta tese, decorre
da observacao em [CCO06] de que estes grafos teriam uma estrutura de conjunto parcialmente
ordenado, onde a relagdo de ordem parcial se define através de (k,7)-extensdes. Com base
nesta observagao desenvolve-se uma nova técnica de construcao dos grafos regulares excecio-
nais e prova-se a existéncia do conjunto parcialmente ordenado acima referido. Em [BCC™14]

apresenta-se de forma sucinta uma descricdo deste método construtivo.

O objetivo desta tese é desenvolver e descrever uma nova técnica de construcao de grafos
regulares e mostrar que todos os grafos regulares excecionais podem ser obtidos por esta
técnica. A técnica permite a construcao de grafos regulares pela introducao de conjuntos
(K, T)-regulares em grafos regulares. Este procedimento estabelece uma relagado de ordem
parcial entre os grafos regulares. Da aplicacao sucessiva desta técnica pode-se construir uma
cadeia maximal de grafos onde os sucessivos conjuntos (s, T)-regulares permanecem (k,T)-
regulares, resultando um grafo regular com uma particao equilibrada. No caso particular dos
grafos regulares excecionais apresenta-se o diagrama de Hasse da relacdo de ordem parcial

definida por (k, 7)-extensoes, com kK — 7 = —2.
Esta dissertagao apresenta a estrutura que a seguir se descreve.

No Capitulo 2 introduzem-se algumas defini¢bes e notagoes da teoria dos grafos e descrevem-
se algumas relacoes basicas entre as propriedades de natureza combinatoéria e espetral dos
grafos. Introduz-se a nogao de 1-design, particao equilibrada e algumas das suas propriedades

no contexto da teoria dos grafos.

No Capitulo 3 descreve-se a técnica, desenvolvida nesta tese, para a construcao de grafos
regulares, onde um grafo regular é estendido por um conjunto (x,7)-regular. Mostra-se que
este processo construtivo induz uma relacao de ordem parcial < e que pode ser aplicado
recursivamente, tendo em vista a construcao de cadeias de grafos regulares. Na Sec¢ao 3.1
esta técnica é restringida de modo a que cada conjunto (k,7)-regular introduzido é mantido

ao longo do processo recursivo, obtendo-se grafos regulares com particoes equilibradas com
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mais de duas células. A construcéo de um grafo regular, por extensao de outro grafo regular,
reduz-se a construcao das matrizes de incidéncia de um 1-design. Na Secgdo 3.2 mostra-se
que, no caso em que os grafos sao estendidos por conjuntos (0, 7)-regulares, a sua construcao
¢ invariante em relacdo a permutacgoes sobre as linhas da matriz de incidéncia de um dos
respetivos 1-design. O capitulo termina com a Seccao 3.3, onde se apresentam algumas

propriedades espetrais de familias de grafos obtidos por esta técnica.

No Capitulo 4 sao abordadas as trés principais técnicas anteriormente utilizadas na caracte-
rizagao dos grafos com menor valor préprio nao inferior a —2. Note-se que esta propriedade é
partilhada pelos grafos linha generalizados, que incluem os grafos linha, e pelos grafos exce-
cionais. Este capitulo inclui ainda uma secgao descritiva da construcao do conjunto dos grafos
regulares excecionais apresentada em [BCS76] com base nos resultados obtidos em [CGSS76],
onde os vértices dos grafos com menor valor préprio nao inferior a —2 s@o representados por

vetores do espaco euclideano.

O Capitulo 5 contém os principais contributos desta tese. Com efeito, mostra-se que os grafos
regulares excecionais podem ser obtidos por (k, T)-extensoes, onde kK — 7 = —2, e apresentam
uma estrutura de conjunto parcialmente ordenado. Na Seccao 5.1 introduzem-se os resultados
gerais. Na Seccao 5.2 descreve-se a construcao de um subconjunto de grafos regulares, £,
que inclui os grafos regulares excecionais da 1* camada, e que sao obtidos por (0, 2)-extensoes,
com base na construcao de matrizes de incidéncia de designs 1 — (4, 2, %) Esta seccao inclui
ainda um algoritmo que permite obter todos os grafos de (£1, <) e que evita o aparecimento
de grafos isomorfos. Na Seccao 5.3, é construido um subconjunto de grafos regulares, Lo,
que contém os grafos regulares excecionais da 22 camada, obtidos por (0, 2)-extensoes, com
recurso a designs 1 — (3, 2, %”) Tal como anteriormente, é apresentado um algoritmo para
a construcao dos grafos de Lo onde a produgao de grafos isomorfos é evitada. Na Seccao 5.4
obtém-se L3, que contém os trés grafos regulares excecionais da 32 e iltima camada, utilizando
(1, 3)-extensoes com recurso a designs 1 — (4, 3, %”) E também apresentado um algoritmo
para a construcao destes grafos. Na Seccao 5.5, descrevem-se os resultados computacionais
obtidos e apresenta-se o diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado que contém
os 187 grafos regulares excecionais. Note-se que, além dos grafos regulares excecionais, este

conjunto parcialmente ordenado contém mais 42 grafos regulares, devidamente assinalados



no diagrama de Hasse.

No Capitulo 6 apresentam-se as principais conclusoes do trabalho realizado e propoem-se

algumas ideias para trabalho futuro.

O trabalho tem ainda um Apéndice sobre a implementacao dos trés algoritmos referidos e
resultados computacionais, dividido em duas secgbes. A Seccao A.1 refere-se a implementagao
do algoritmo apresentado para a construcao dos grafos da 12 camada, com uma breve andlise
do esfor¢co computacional envolvido. A Seccao A.2 contém as tabelas com todos os dados

obtidos.






Capitulo 2

Definicoes e resultados preliminares

Neste capitulo apresentam-se algumas definicGes e notagoes da teoria dos grafos e estabelecem-
-se algumas relagoes entre as propriedades dos grafos e as propriedades das matrizes de ad-
jacéncia. Introduz-se a nocao de 1-design e de particao equilibrada e algumas das suas pro-

priedades no contexto da teoria dos grafos.

Nesta tese adotam-se os conceitos e notagoes basicas da teoria dos grafos que sao descritas

em [CSR09).

Ao longo do texto consideram-se (maioritariamente) grafos nao dirigidos simples
G = (V(G),E(Q)), onde V(G) denota o conjunto nao vazio dos vértices e E(G) o con-
junto das arestas, ou seja, grafos sem arestas multiplas ou lacetes. Uma aresta de E(G) que
tem os vértices ¢ e j como vértices extremos denota-se por ¢j e nesse caso diz-se que os vértices

1 e j sao adjacentes ou vizinhos.

Dado um grafo G de ordem n, a matriz de adjacéncia de um (multi)(di)grafo G denota-se
por Ag = (@ij)nxn, onde a entrada a;; é igual ao nimero de arestas ou arcos com origem
no vértice ¢ e término no vértice j. A matriz de incidéncia aresta vértice de um grafo G, de
ordem n e com m arestas, ¢ uma matriz n x m M = [m;;] tal que m;; = 1 se a aresta e;
é incidente no vértice v;, ou seja, e; = v;vy para algum vértice v, € V(G), e m;; = 0, caso

contrario.
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O espetro de Ag é o multi-conjunto dos valores préprios {\1, Ag, -+, Ay} de Ag e denota-se
por o(Ag). Os valores préprios A; da matriz Ag serdo referidos como os valores préprios do
grafo G e segundo a ordem Apax(Ag) = A1 > Ao > -+ > Ay = Anin(4g). O raio espetral
de uma matriz quadrada Ag é p(Ag) = max{|A| : A € 0(Ag)}. Como Ag é uma matriz
simétrica, os seus n valores proprios sao reais e as multiplicidades algébrica e geométrica de
qualquer valor préprio A\ € o(Ag) coincidem, pelo que este valor serd referido apenas como
multiplicidade do valor prdprio X. Sabe-se que Amin(Ag) = 0 se e s6 se G nao tem arestas,
Amin(Ag) = —1 se e 86 se G tem pelo menos uma aresta e cada uma das suas componentes é
um grafo completo e, caso contrario, Amin(Ag) < —v/2 [Doo82]. Ao longo do texto j, denota
o vetor com todas as n componentes iguais a um e I,, denota a matriz identidade de ordem

n.

Seguem-se algumas propriedades dos valores e vetores préprios dos grafos regulares.

Proposicao 2.1. [God93] Um grafo G é regular se e sd se j é um vetor préprio da matriz de

adjacéncia Ag. Se G € p-reqular entdo p € o(Ag) e j é um vetor prdprio associado a p.

Proposicao 2.2. [CS57] Seja G um grafo de ordem n. Se A1 € o maior valor préprio de Ag
e dg € a média dos graus dos vértices de G, entio dg < A\, verificando-se a iqualdade se e

s6 se G € regular.

Da Proposicao 2.2 conclui-se que A1, o raio espetral da matriz de adjacéncia de um grafo
p-regular, coincide com o grau de regularidade p, utilizando-se indistintamente p para referir
ambos. Os resultados seguintes estabelecem que a multiplicidade do raio espetral de Ag

define o niimero de componentes conexas do grafo G.

Proposicao 2.3. [CDS80a] Um grafo G é conexo se e sé se o raio espetral da matriz de
adjacéncia Ag € um valor préprio simples e tem associado um vetor préoprio com todas as

componentes positivas.

Proposicao 2.4. [CDS80a] Se a matriz de adjacéncia de um grafo G tem um vetor prdoprio
positivo no subespago proprio associado ao seu raio espetral p, entdo o niumero de componentes

de G € igual a multiplicidade de p.

Dado um grafo G, um subconjunto ) # S C V(G) diz-se um conjunto (k,7)-reqular do grafo

G se o subgrafo induzido G[S] é k-regular e todo o vértice v € V(G)\ S tem 7 vizinhos em S.



Da defini¢ao de conjunto (k, 7)-regular é imediato que, para todo o 7 > 0, um conjunto (0, 7)-
regular S do grafo G é um independente maximal. Além disso [BC04], se 7 = —Anin(Ag),
entdao S é um independente maximo e todo o independente maximo é um conjunto (0, 7)-

regular.

No grafo de Petersen da Figura 2.1 podem identificar-se o conjunto (0, 2)-regular {2, 5, 8, 9},
o conjunto (2, 1)-regular {1, 2, 3, 4, 5} e o conjunto (1,3)-regular {1, 3, 4, 6, 7, 10}. O

conjunto {2, 5, 8, 9} é um independente méximo.

S
A

4 3

Figura 2.1: Grafo de Petersen com conjunto (0, 2)-regular e independente méximo {2, 5,8, 9}.

O par (X,B) é um 1-design com parametros (v,l,\) ou um design 1 — (v,l,\) , se X é um
conjunto de cardinalidade v, B é uma familia de b subconjuntos de X com cardinalidade I,
designados por blocos, e cada elemento © € X pertence a exatamente A blocos. A matriz de
incidéncia B = (b;;) de um design 1 — (v, [, ) é uma matriz v x b com entrada b;; igual a 1 se
x; € Bj e 0 caso contrario. De forma alternativa, um 1-design (X, B) com parametros (v, [, \)
pode ser representado por um grafo bipartido semi-regular, designado por grafo de incidéncia

do design (X, B).

O resultado seguinte estabele uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de um

1-design.

Teorema 2.5. [CSR09] Existe um 1-design com parametros (v, I, ) se e so se l|[Av e

b= % < (}j), onde b € o nimero de blocos.

Se m = (Vi, Va, ..., V) é uma particao de V(G) e, para i,j € {1,2,...,7}, existe d;j; € Ny
tal que para todo o v € V; d;j = |[Ng(v) N'Vj|, ou seja, o nimero de vizinhos que um vértice

de V; tem em V; ¢ independente da escolha do vértice em V;, entao diz-se que m ¢ uma
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particao equilibrada de G [Sch74]. Uma particao equilibrada com dois elementos designa-se
por biparti¢ao equilibrada. Se G admite uma particao equilibrada = = (V1, Vo, ..., V,), entéo
o subgrafo induzido por cada célula V; é regular e as arestas que unem duas células distintas

formam um grafo bipartido semiregular.

Se G é um grafo regular e S C V(G) é um conjunto (k,7)-regular de G, entao
m= (S, V(G)\ S) é uma biparticao equilibrada de G. Neste caso, a matriz de adjacéncia do
grafo G escreve-se na forma

Agis) B

BT Aci3)

onde S = V(G)\ S, Ags) € Agg) sao as matrizes dos subgrafos regulares induzidos por S
e S, respetivamente, e B € {0, 1}'5 Ix(n=IS1) ¢ a matriz que descreve as adjacéncias entre os

vértices de S e os vértices de S.

Se G é um grafo p-regular, entao, das propriedades de um conjunto (k, 7)-regular, obtém-se

as igualdades seguintes:
Agisii = ki, Bi= (p—r)j, Agizi = (p—7)j e BTj=7j.

Dada uma particao equilibrada 7 = (V4,...,V,) do grafo G, designa-se por grafo quociente
de G com respeito a m [God93] (ou divisor [CDS80al), e denota-se por G/, o multidigrafo
cujos vértices sao as células da particdo m e que, para i,j € {1,...,r}, tem d;; arcos de V;

para Vj, onde d;; = |[Ng(v) N'Vj| para todo o v € V;.

A matriz de adjacéncia Ag/,, também designada por matriz quociente, é a matriz de ordem
r com entradas d;;. Se G' é um grafo de ordem n e 7 ¢é a particao equilibrada trivial com
n subconjuntos, entdo Ag/r = Ag. Se G é um grafo p-regular e m é a partigao equilibrada
trivial com V3 = V(G), entdo Ag/r = [p]. Se G é um grafo p-regular e S C V(G) é um
conjunto (r, 7)-regular, entao m = (S, V(G) \ S) é uma bipartigao equilibrada com matriz de
adjacéncia

K pP—K

AG/T(:
T p—T

Na Figura 2.2 encontra-se o grafo quociente GG/, e a respetiva matriz de adjacéncia Ag/y,
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relativamente & bipartigdo equilibrada © = ({2, 5, 8, 9}, {1, 3, 4, 6, 7, 10}) do grafo de Pe-

tersen apresentado na Figura 2.1.

G/m
AG/ﬂ' =

2,589 2 1
{2.5, 8,9} {1, 3, 4,6, 7,10}

Figura 2.2: Grafo quociente G /7 e respetiva matriz de adjacéncia Ag/,, relativa a bipartigao

equilibrada 7 do grafo de Petersen.

Proposicao 2.6. [God93] Se m € uma particao equilibrada do grafo G, entio o (A(;/W) C
o(Ag).






Capitulo 3

Construcao de grafos regulares por

(k, T)-extensoes

Neste capitulo descreve-se uma nova técnica para a construcao de grafos regulares, onde um
grafo regular ¢é estendido por um conjunto (x,7)-regular e, portanto, admite uma bipartigao
equilibrada. Este processo construtivo pode ser aplicado de forma recursiva, induzindo uma
relacao de ordem parcial. Na Secgao 3.1 é descrito um caso particular desta técnica segundo
a qual cada conjunto (k, T)-regular acrescentado é mantido enquanto tal ao longo de todo o
processo recursivo. A construcao de um grafo regular por extensao de outro grafo regular
reduz-se a construcao das matrizes de incidéncia de um 1-design. Na Secgao 3.2 mostra-se
que no caso em que os grafos sdo estendidos por conjuntos (0, 7)-regulares a construgao é
invariante em relacao a permutacoes sobre as linhas da matriz de incidéncia do 1-design. O
capitulo termina com a Seccao 3.3 onde se apresentam algumas propriedades espetrais que se

verificam em familias de grafos gerados por esta técnica.

Seja G um grafo (p—7)-regular de ordem n; (com 7 > 0) e H um grafo x-regular (com s < p)
de ordem no. Pretende-se obter um grafo p-regular H & G, de ordem no + nq, tal que cada
vértice de H tem exatamente p — k vizinhos em G e cada vértice de G tem 7 vizinhos em H,
ou seja, V(H) é um conjunto (k,7)-regular de H @ G e 7 = (V(H),V(G)) é uma biparticao
equilibrada de H@®G. O procedimento de obtengao de um grafo H ®G a partir de G designa-se

por (k, T)-extensao, ou (k, T)-extensao de tamanho na, do grafo G. Esta construgao é possivel

13
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quando se pode definir um familia S de 1y subconjuntos de V(H ), designados por blocos, cada
um dos quais com cardinalidade 7, e tal que cada vértice v € V(H) pertence a exatamente
p — K blocos de S, ou seja, D = (V(H),S) define um design 1-(ng, 7,p — k). Recorde-se que
do Teorema 2.5, existe um design 1 — (ng, 7,p — k) se e s6 se % = @. Desta forma, a matriz

de adjacéncia de H & G pode escrever-se na forma

Ay B
Agec = , (3.1)
BT Aq

onde Ay e A sdo as matrizes de adjacéncia dos grafos H e G, respetivamente, e B é uma

matriz de incidéncia de um design 1 — (ng, 7,p — k), isto é, cada coluna de B corresponde a

um vetor caracteristico de um bloco.

A técnica de construgao de grafos regulares através de (k, 7)-extensoes de um grafo regular
G pode ser aplicada de forma recursiva, gerando uma sequéncia de grafos regulares. Consi-
derando o grafo (p — 7)-regular Gy = G e o grafo k-regular H, atras descritos, constréi-se o
conjunto F de grafos ((p — 7) + m7)-regulares, G,, de ordem mng + n1, onde cada Gy, se

obtém por uma (k, 7)-extensao de G,,—1, para m > 1,

Ho---oHOH®G.
—

G1
—_——
G2

~~

/

Gm
Considere-se a relagao bindria =<, definida em F por: G < G’ se e s6 se G se pode obter de

G por uma sequéncia de zero ou mais (k, 7)-extensoes através do grafo k-regular H de ordem

ny = |V (H)|.

Observe-se que < é uma relacao de ordem parcial em F pois verifica as seguintes propriedades:

e Reflexividade: qualquer grafo G € F se obtém de si préprio por uma sequéncia vazia
de (k, 7)-extensoes;

e Antissimetria: dados dois grafos G, G’ € F, onde G é um grafo r-regular de ordem n
e G’ um grafo r’-regular de ordem n’, se G’ se obtém por uma sequéncia de m (k, 7)-

extensoes de G e G se obtém por uma sequéncia de m’ (k, T)-extensées de G', entao
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' =r+mr,er=1r"+m'T e n =m'ng+n'. Destas igualdades obtém-se 0 = (m+m/)r
e, como 7 > 0em, m >0, vem que m = m’ = 0, concluindo-se que G = G’.

e Transitividade: dados trés grafos G, G’ e G” de F, se G’ se obtém por uma sequéncia
de m (K, T)-extensoes de G e G” se obtém por uma sequéncia de m’ (k, 7)-extensoes de
G’, entao G” obtém-se por uma sequéncia de m +m’ (k, 7)-extensoes formada pelas m
(K, T)-extensdes com as quais se obtém G’ de G, seguidas das m’ (k, T)-extensdes que

permitem obter G” de G'.

Consequentemente, (F, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

Exemplo 3.1. Considere-se o grafo 2-regular G = (4, de ordem 4, e a respetiva matriz de

adjacéncia Ac,:

u9 us _ .
010 1
1 010

Ag, =
u ” 010 1
G 1 010

Através de uma (1,1)-extens@o do grafo G = Cy pelo grafo 1-regular H = K3, obtém-se o

grafo 3-regular G; = Ko @ Cy com matriz de adjacéncia Ag,:

u2 us _ -
o 011001
100110

v1
uy g AGI:lOOlOl
G 011010
01 01 01
|10 1.0 1 0|

100 1 )

Note-se que é uma matriz de incidéncia de um design 1 — (2,1, 2).

0110

Procedendo de forma andloga, obtém-se um grafo 4-regular Go = Ko ® G = Ko @ (Ko @ Cy)
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com matriz de adjacéncia Ag,:

V2 10001110
w1
u 10011001
ul 4 10100110
Go AG2:
ws 01100101
01011010
01010101
10101010

110001
onde ¢ uma matriz de incidéncia de um design 1 — (2,1, 3).

0 01 110

Aplicando o processo tantas vezes quantas se queira obtém-se uma cadeia de grafos regulares:

G=Gy2G1 3Gy =<+

3.1 Construcgao de grafos regulares com particoes equilibradas

Considere-se o grafo p-regular G; = H @ G obtido por uma (k, 7)-extensao do grafo (p — 7)-
regular Gy, de ordem ny (com 7 > 0). Como foi referido no inicio deste capitulo, a construgao
do grafo G; é efetuada de forma a que o conjunto dos vértices do grafo x-regular H seja
um conjunto (k,7)-regular de Gp, ou seja, a (k,7)-extensao de Gy induz uma biparticao
equilibrada 7 = (V(H), V(Gp)) no novo grafo G; = H & Gy. Considere-se, agora, uma cadeia
de grafos G = Gy < G1 X Gy X -+ 2 Gy, X Gpyy1 do conjunto parcialmente ordenado (F, <)
onde, parat = 0,1, -+ ,m, G;41 é um grafo (p+i7)-regular, de ordem (i+1)ny+n1, obtido por
uma (k, 7)-extensao do grafo G; através do grafo H, onde V(H) é um conjunto (k, 7)-regular

de G;41. De forma andloga a (3.1), a matriz de adjacéncia de cada grafo G;11 = H ® G;, com
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1=0,---,m, escreve-se na forma

Seja 41 = Wig1, Wi,y -+, Wp) uma particdo de V (Gp41), onde Wy = V(Gyp) e

Gm+1[W;] = H. Se na construcao recursiva dos grafos G1, Ga, ..., Gmi1 cada grafo Gj
(j=1,,2, ..., m+ 1) mantém como conjuntos (k,7)-regulares os subconjuntos de vértices
Wi, ..., W;_1 acrescentados nas j — 1 (k, 7)-extensoes anteriores, entao mp,41 é uma (m + 2)-

partigdo equilibrada de V' (G,,4+1). Neste caso diz-se que o grafo G,,4+1 é obtido de G,, por
uma (k, 7)-extensdo que induz uma (m—+ 2)-particao equilibrada. Mais formalmente, em cada

(k, T)-extensao executam-se os seguintes passos:

e cada vértice v € W41 € adjacente a 7 vértices de cada um dos m grafos H previamente
introduzidos, ou seja, é adjacente a T vértices de W; (j = 1,--- ,m), e é adjacente a p—k&
vértices de Wy = V(Gy) e, no seu conjunto, p — k + m7 vértices de G, sao adjacentes
awv,

e cada vértice em W; tem 7 vizinhos em Wy,4q, j=1,---,m,

e cada vértice em Wy = V(Gy) tem 7 vizinhos em W, 1.

Desta forma a partir de um grafo (p — 7 + m7)-regular, G,,, obtém-se um grafo (p + m7)-

regular, G,,41, com Wy, 11 como conjunto (k, 7)-regular.

Proposicao 3.2. Sejam G um grafo (p — 7)-reqular e H um grafo k-regular de ordem ns.

Se Gm+1 € F se obtém de Gy, € F por uma (K, T)-extensao que induz uma (m + 2)-parti¢do

- - Ag Bn , . LA .
equilibrada, entdo Ag,, ., = onde By, € a matriz de incidéncia de um design
B;IT; AG7YL
1 — (ng,7,p — k + m7) que admite a seguinte particio em m + 1 submatrizes BT(,{), com
3 =0,...,m, tais que
B, = |B/™ Bm—1) ... g) O (3.2)
As matrizes B,(ﬂ;), com j=1,...,m, sdo matrizes de incidéncia de um design 1 — (na, 7, T)

(0)

e a matriz By, € a matriz de incidéncia de um design 1 — (ne, 7, p — k). Nestas condigoes,
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a matriz de adjacéncia de Ag tem a forma

S
[ 4y BYY ... BY  BY
By Ay - BY, BY,
AGpi = : , (3.3)
BWT BT ... a4y BY
| BT BYY o BT Ag, |
onde Bl-(j), comi = 1,---;mej = 1,...,i, é uma matriz de incidéncia de um design
0)

1—(ng, 7, 7) e B!

. € uma matriz de incidéncia de um design 1 — (n2, 7, p — K), com

i=0,1,---,m.

Demonstragao. Considere-se a construgao atras descrita para uma cadeia de grafos Gp = G <

G1 < -++ =X Gyy1, do conjunto parcialmente ordenado (F,=). A submatriz B, de Ag

m—+1
escreve-se na forma B,, = [By(nm) Bg) Bﬁ,?)], onde

° Bg) ¢é a submatriz de Ag cujas linhas sao indexadas pelos vértices de H e as colunas

m—+1
pelos vértices de Wj; trata-se da matriz de incidéncia de um design 1 — (ng, 7, 7), para
j pu— 17 . 5 m.

° qug) é a submatriz de Ag cujas linhas sao indexadas pelos vértices de H e as co-

m—+1

lunas pelos vértices de Wy = V(G); trata-se da matriz de incidéncia de um design

1—(ng,7,p — K).

Os blocos destes designs 1 — (ng,7,7) e 1 — (ng, 7,p — k) s@o os conjuntos de vizinhos de todos

osveWem Wy 1=H,j=0,1,--- ,m.

A segunda parte da proposi¢do prova-se por indugao sobre m > 0. Se m = 0, a matriz de
o , -, Ap By
adjacéncia do grafo G; que se obtém por uma (k, 7)-extensao é Ag, = , onde
Bl Ag,
By = B(()O) é a matriz de incidéncia de um design 1 — (ng, 7, p — k). Para m > 0, a matriz de
adjacéncia de G,,+1 € F pode escrever-se na forma

Ag, ., = ,comm=0,1,..., (3.4)

m+1
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onde B,, é a matriz de incidéncia de um design 1-(n2, 7, p — kK + m7). Consequentemente,

por inducao,

Ap B
Ag - Bgll Br(wg) 1
Acp = | BY : : : : ;
WL ... a4y B
LB BT Ag, |
e (3.3) obtém-se de (3.2). O

3.2 [Extensao por um grafo 0-regular

No caso particular em que o grafo H é O-regular (ou seja, £ = 0) a matriz de adjacéncia de
G=HaGé

0n, B

BT A

AG/ —

onde 0,, ¢ a matriz de adjacéncia do grafo O-regular H de ordem ny, Ag é a matriz de
adjacéncia do grafo (p — 7)-regular G de ordem n; e B é a matriz de incidéncia de um
design 1 —(ng, 7,p). A proposicao seguinte mostra que duas matrizes de incidéncia de designs
1 — (n2, 7, p) que diferem apenas numa permutacao de linhas produzem, através de uma

(0, 7)-extensao, grafos H @ G isomorfos.

Proposigao 3.3. Seja G um grafo (p — 7)-regular de ordem ny, com 7 > 0, e H um grafo
O-regular de ordem ns. Sejam By e Bs matrizes de incidéncia de 1-designs com pardametros
(ng2, 7, p) que diferem entre si apenas por uma permutacdo nas linhas. Entdo os grafos Gy e

Go com matrizes de adjacéncia

Ag, = e Ag, = ,
BY @ Bl @

sao isomorfos.
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A permutacdo das linhas da matriz B;, com i = 1, 2, corresponde a uma troca de li-
nhas e correspondente troca de colunas na matriz de adjacéncia dos grafos obtidos por

(0, 7)-extensoes Ag, e Ag,.

Exemplo 3.4. Seja G um grafo de ordem 6 e regularidade 2, com matriz de adjacéncia

S O O = = O
o O O = O =
o O O O = =
_ = O O O O
_ o = O O O
O = = O O O

H um grafo O-regular de ordem 3 e G' = H@® G um grafo que se obtém por uma (0, 2)-extensao

de G pelo grafo H. Assim, a matriz de adjacéncia

03 B
Agr = )
BT Ag
onde B é uma matriz de incidéncia de um design 1 — (3,2,4).

Considerem-se duas matrizes de incidéncia do design 1 — (3,2, 4) que diferem entre si apenas

por uma permutacao sobre as linhas,

1100 11 10110 1
Bi=|011110]eBa=|01111 0]/,

1 01 101 1 1 0011
0 0 1
ou seja, Bo = PB; com matriz de permutagcaéo P=| 0 1 0
1 00

Os grafos G1 = H® G e Gy = H' & G, representados na Figura 3.1, tais que V(G) =
{uy, we, us, ws, us, us}, V(H) = {1, 2, 3} e V(H') = {1', 2/, 3’} com matrizes de
0 Bl 0 BQ

adjacéncia Ag, = e Ag, = sao isomorfos.
BY Agq Bl Aq



3.3 Alguns vetores proprios associados ao valor préprio K — T 21

1=3
wl DA
3=1

Figura 3.1: Grafos isomorfos obtidos por uma (0, 2)-extensao.

3.3 Alguns vetores proprios associados ao valor préprio x — 7

Seja G’ = H ® G um grafo p-regular obtido pela (k, 7)-extensao do grafo G de ordem n;. Da
Proposigao 2.2 sabe-se que, como o grafo G é (p— 7)-regular e o grafo H é k-regular de ordem

n2, M(G) =p—72X(G) = > Ay (G) e M(H) = £ > Xa(H) > - > Ay (H).

Proposicao 3.5. [Neu82/ Se G é um grafo p-regular de ordem m com wum conjunto
N (p—r)jr | | - .
(K, T)-reqular S, entio Kk — T € 0(Ag) e v = € um vetor proprio associado
—Tjo
ak—T, comj1 ejo vetores com, respetivamente, |S| e n — |S| componentes iguais a um.

A técnica de produzir grafos regulares por (k,7)-extensoes introduz em cada grafo Gp,+1
(m € Np) um conjunto (x, 7)-regular, pelo que, da Proposigao 3.5, (k — 7) é valor préprio de

cada grafo G,,,+1 do qual se conhece o vetor préprio associado.

Proposicao 3.6. [CDS80a] Seja G um grafo e H um subgrafo induzido de G tal que

X B
Ag = . Se Anin(G) = Amin(H) e x € um vetor proprio de Ay associado a
BT Ay
0
Amin(H) entdo T = é um vetor prdprio de Aq.
z

Como G,, é subgrafo induzido de Gyt1 € Anin(Gm+1) = Amin(Gm) = K — 7, entdo para
construir um vetor préprio associado ao valor préprio k — 7 do grafo G,,11, basta acrescentar

zeros ao vetor proprio do grafo GGy, descrito na Proposicao 3.5.
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Considere-se a matriz de adjacéncia do grafo G,,+1 que se obtém de G,, por uma (k,T)-

extensdo que induz uma (m + 2)-particao equilibrada descrita em (3.3).

matriz quociente é

m+l/7T =

T T T pP—K
K T T pP—K
T K T pP—K
T T K pP—K
T T T p—T

Desta forma, a

Observe-se que, subtraindo a ultima linha a cada uma das restantes m + 1 linhas da matriz

AGp i1 /x — AL, obtém-se

K—T—A

0

K—T—A

K—T—A

0

0
K—T—A

T

—K+T+A
—k+T+A

—Kk+T+A
—K+T+A

p—T—A

e, adicionando & ultima coluna a soma das restantes m 4 1 colunas, vem que

0
0

p—T+(m+1T—A
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Como esta matriz é semelhante & matriz Ag,, /= — AI, entao tém o mesmo determinante,

obtendo-se o (AGm+1/7r) = {(m — T)["H'l], »+ mr}. Além disso, pela Proposicao 2.6,

0 (4G, 1/n) €0 (Au) -
Como consequéncia tem-se o seguinte corolério.

Corolério 3.7. Se Gpi1, m > 0, € um grafo reqular obtido por m + 1 (k,T)-extensoes que
induzem uma (m + 2)-particao equilibrada a partir de Gy, entao k — T € valor prdprio de

Gmy1 com multiplicidade ndo inferior a m + 1.

Das Proposigoes 3.5 e 3.6 conclui-se que os m + 1 vetores

(p+m7 — K)jn, 0j,, Ojin,,
~Tin, (p+7(m—1) = K)jn, 0,y
—Ting —Tdn, 0jin,
) ) )
—Tn, —Ting 0jpy
—Tny B (P — K)in,
L —Tin, 4L —Tdny J —Tin,
Um+1,m Um+1,m—1 Um+1,0

sao linearmente independentes e pertencem a &g, ., (k — 7).

A seguinte proposigao estabelece que os grafos regulares G, 11 que se obtém por uma sequéncia
de m+1 (k, T)-extensoes e tém menor valor préprio igual £k —7, admitem uma (m+2)-particao

equilibrada.

Proposicao 3.8. Seja Gp+1 um grafo (p+ tm)-regular obtido a partir do grafo Gy
(p — 7)-regular de ordem my por uma sequéncia de m + 1 (k, T)-extensoes, com m > 0. Se
Amin (Gm+1) = kK—T, entao existe uma (m+2)-parti¢ao equilibrada m = (Wipt1, W, ..., Wo)
de V(Gpmy1), onde Wiy1 = V(Gi31)\V(G;) para 0 < i < m, Wy = V(Gp) e o subgrafo indu-

zido Gpy1[Wi], i =1,--- ,m+ 1, é isomorfo ao grafo k-reqular H, de ordem ns.

Demonstragao. Considerem-se os grafos Go, H € Gp,+1, e os conjuntos W; (0 <i < m+1)
que satisfazem as condigoes da proposicao. Seja m = (Wiq1, Wi, ..., Wi, Wp) uma particao
de V(Gp41). Pretende-se provar que m é uma particao equilibrada de G,41.

Como Gy é (p — 7)-regular e H é k-regular entdo:
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(i) cada vértice de Wy tem p — 7 vizinhos em Wo;

(ii) cada vértice de W; tem & vizinhos em W;, 1 <i <m + 1.
Por outro lado, do processo de construgao de uma (k, 7)-extensao, cada W; é um conjunto
(k,T)-regular de G; (1 < j < m+ 1) logo,

(iii) cada vértice de W; tem 7 vizinhos em Wj, para 0 <i < j <m+ 1.
Para mostrar que m é uma particao equilibrada de G,,41 falta concluir que o ntimero de

vizinhos que um vértice de W, tem em W; é constante, com 0 <1i < j < m + 1.

De (3.4) concluiu-se que a matriz de adjacéncia Ag,, , pode ser escrita na forma

AH Bm
Amis = BT A
m Gm

onde B, é a matriz de incidéncia de um design 1-(ng, 7, m7 + p — k). A matriz B, admite a

seguinte particao em blocos

By, = [BU™ Bin=1) ... glm—a+1) pm=q)) (3.5)

com 0 < ¢ < m, onde as matrizes B,(g) (m —q+1 < j < m) sdo matrizes de incidéncia de
designs 1—(ng, 7, 7) que descrevem as adjacéncias entre os vértices de W, 41 e os vértices de W;
e B~ = [Bﬁnm_q) e B,(T(L))] é a matriz de incidéncia de um design 1-(ng, 7, (m—q)7+p—k)
que descreve as adjacéncias entre os vértices de W, 11 e os vértices de Ug’gq W;.

Prove-se, agora, que cada vértice de W, tem 7 vizinhos em W; (1 < j < m) e p—k vizinhos
em Wy, ou seja, qu{)jm =Ty, (1<j<m)e Bf,?)jm = (p — K)jn,, respetivamente.

- . . P+ (=17 = R)jn, |

Pela Proposicao 3.5 sabe-se que k — 7 é valor préprio de G; e é um
_TJTLQ(ifl)+TL1

vetor proprio associado, para todo o 1 <7 <m + 1.

Se Amin (Git1) = kK — 7, como G; é um subgrafo induzido de G;41 (com 1 < ¢ < m), pela
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Proposicao 3.6, o conjunto de vetores

[+ mr—r),, || 0j,., ] [0, |
Ty (p+7(m—1) = K)j,, O,
T Ty O,
Ty Ty i,
Ty Ty (P = £)in,

i —7'jn1 11 —7'jn1 ] | —ij

¢ um subconjunto de vetores préprios do subespago préprio &g, ,(k — 7), para m > 1.

De Ag,, 1 Um+1,m—q = —2Umi1,m—q, COM ¢ = 1,--- ,m, obtém-se
(m) (m—q+1) q qu'n,2 qun2
A B B B
[ — } m - } (p+ (m — )7 — K)in, = K—T| G+m-ar—ri., |.(3.6)
m Gy, . .
™ “TI(m—g)ng+ny “TI(m—q)ng+ny

Tendo em conta a primeira linha de blocos da matriz do sistema (3.6), desta igualdade deduz-
se

(p+ (m—q)7 —5)BE 95, — 7B D0 iy = Odgn,- (3.7)
Como B, é uma matriz de incidéncia de um design 1 — (ng,7,p + m7 — k) , obtém-se
Bindimnytny = (P +mT = K)jp,,
ou seja, de (3.5), para g =1, ..., m, vem
Bv(nm)jng 4ot B(m q+2)‘]n2 + B(m q-ﬁ-l)Jn2 + Bv(nm_qnj(qu)nﬁnl = (p+mT — K)j,,. (3.8)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.8) por 7 e procedendo a substitui¢ao de-

terminada pela igualdade (3.7), obtém-se

(p_f—(m_q)T_K’) m l]+1) +Z7—B Jng_T(p+mT_’i)jn27 q:172a"‘7m‘ (39)
Considerando ¢ = 1 e tendo em conta (3.9), obtém-se

(p + (m - 1)7— - R) Br(nm).]nz + TBr(nm)an = T(p +mT — K’)jnz

& BIMj, = Ti,, (3.10)
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Da tltima igualdade conclui-se que cada vértice de Wy, 11 tem 7 vizinhos em W,.

Considerando ¢ = 2 e tendo em conta (3.9), obtém-se

(p+ (m —2)7 — &) BE V5, + (rBI™5,, + 7B Yj0) = 7(p + mT — K)jp,-

Utilizando & igualdade (3.10), para ¢ = 1 vem que B,(nm_l) Jny = Tln,, concluindo-se que cada

vértice de W41 tem 7T vizinhos em Wy,_1.

Procedendo de forma andloga para ¢ = 3, ..., m, conclui-se que
(iv) cada vértice de W41 tem 7 vizinhos em W, 1 < j < m.

Como G411 € (p + mr)-regular, de (i) e (iv) vem que

(v) cada vértice de Wp,41 tem (p + m7) — kK — m7 = p — k vizinhos em W

Falta provar que, para 1 <1¢ < j < m, W; tem 7 vizinhos em W; e p — x vizinhos e Wj.
Note-se que G é p-regular e como Gy é (p — 7)-regular e W é um conjunto (x, 7)-regular de
G1, entao cada vértice de W tem p — k vizinhos em Wy = V(Gy).

Para m = 1, sabendo que Gg é (p+7)-regular, Go[Ws] = H ¢ k-regular e, de (iv), cada vértice
de W5 tem 7 vizinhos em Wy, entao Ws tem (p 4+ 7) — k — 7 = p — Kk vizinhos em W,

No caso geral, para 0 <t < m + 1, Gg41 é (p + t7)-regular e G[Wiy1] é r-regular. De (iv)
vem que

(iv’) cada vértice de W41 tem 7 vizinhos em W; (1 < j <t)

e, de (v),
(v’) cada vértice de Wiy tem (p+t7) — k — t7 = p — K vizinhos em Wj.

De (i), (ii), (iii), (iv’), (v’) conclui-se que 7 = (W41, Wi, ..., W1, Wy) é uma (m+2)-particao

[k 7 7 pP—K
T K - T pP—K
equilibrada de Gp,41 com matriz quociente Ag, ., /»= 1| : : 1 : . O
T T - K pP—K
| T T - T p—T |



Capitulo 4

Grafos com menor valor préprio

nao inferior a —2

O grafo linha L(H) de um grafo H é o grafo cujos vértices sao as arestas de H e dois vértices
de L(H) sao adjacentes se as arestas que lhes correspondem em H tém exatamente um vértice
em comum. O grafo cocktail party CP(n) é o unico grafo regular com 2n vértices e grau de

regularidade 2n — 2, que se obtém de Ko, eliminando n arestas mutuamente nao adjacentes.

O interesse no estudo de grafos com menor valor préprio nao inferior a —2 surge da observagao

da seguinte propriedade.
Proposicao 4.1. [Big7/] Seja H um grafo. Se \ é um valor prdprio do grafo linha L(H),
entdo \ > —2.
Esta propriedade dos grafos linha, deve-se ao facto de se ter
Ay +21 = MMy, (4.1)

onde My é a matriz de incidéncia aresta vértice do grafo H e I é a matriz identidade de
ordem igual & ordem de H. No entanto, esta propriedade nao é suficiente para caracterizar
os grafos linha, uma vez que é partilhada pelos grafos linha generalizados e por um conjunto

finito de grafos, que se designam por grafos excecionais.
Diz-se que uma pétala é adicionada a um grafo quando se acrescenta um vértice e duas arestas

27
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a unir este vértice a um vértice preexistente. Um blossom By, consiste em k (k > 0) pétalas
adicionadas a um vértice e, desta forma, By é o grafo trivial K;. Um grafo com blossoms
em cada vértice, eventualmente vazios, diz-se um B-grafo. A cada par de arestas de uma
pétala de um B-grafo H, correspondem dois vértices nao adjacentes do grafo linha L(fI ),
consequentemente L (By) = CP(k). Se G = L(H) entdo diz-se que o multigrafo H é o grafo
raiz de G.

Seja H um grafo com V(H) = {vy, va, --+, vy} € sejam aq, az, ---, a, € Ng. O grafo
linha generalizado G = L(H; a1, ag, --- , a,) definido por Hoffman [Hof70] , é o grafo L(H),

onde H é o B-grafo H(ay, -+, ay) que se obtém de H adicionando a; pétalas ao vértice v;

(t=1, ---, n). Para mais detalhes ver [CRS04].

Exemplo 4.2. Consideremos os grafos H e H

4 4 7
A :
1 2 3 1 2 3
6
Grafo H Grafo H = H(2,0,0,1)

Procedendo a construcao anteriormente referida obtém-se o grafo linha generalizado

L(H;2,0,0,1)

CP(2) CP(1)

Um grafo conexo com menor valor préprio maior ou igual a —2, que nao é um grafo linha

generalizado, diz-se um grafo excecional.

Os grafos excecionais surgem pela primeira vez nos anos 1960s quando Hoffman [Hof60] in-

vestiga a caracterizacao espetral de algumas classes de grafos linha.
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Nas seccoes seguintes faz-se uma breve descrigao das trés técnicas anteriormente utilizadas na
construcao dos grafos com menor valor préprio nao inferior a -2. Estas baseiam-se nos sub-
grafos proibidos, sistemas de raizes e complementos estrela. Na sec¢ao relativa a técnica que
aplica os sistemas de raizes introduz-se a descrigdo dos grafos regulares excecionais [BCS76],
como resposta a seguinte questao colocada por Hoffman em 1968: De entre os grafos regulares
conexos, cuja matriz de adjacéncia tem menor valor préprio igual a —2, quais é que nao sao

grafos linha nem grafos cocktail-party?

4.1 Técnica que aplica os subgrafos proibidos

Observe-se que o grafo H é proibido para o grafo G se G nao admite nenhum subgrafo induzido
isomorfo a H. Em [Bei70] é apresentada uma caracterizacao dos grafos linha identificando

nove subgrafos proibidos.

Teorema 4.3. [Bei70] Um grafo € grafo linha se e sé se nao contém como subgrafo induzido

nenhum dos nove grafos da Figura 4.1.

ANV A v

Hy (—1.7321) H, (—2.1774) Hy (—1.6458) Hj (—1.9032) (—1.8774)
Hg (—1.8284) Hr (—1.7913) ~1.8019) Hy (—1.6180)

Figura 4.1: Subgrafos proibidos dos grafos linha [Cve02]

Cvetkovi¢ et al. [CDS80b, CDS81] estudaram extensivamente os grafos linha generalizados,
introduzidos por Hoffman [Hof70], caracterizando-os por uma colegao de 31 sugrafos proibidos.

De forma independente, e também em 1980, Rao et al. [RSV81] chegam ao mesmo resultado.
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Teorema 4.4. [CDS80b, CDS81, RSV81] Um grafo é grafo linha generalizado se e sé se nao

contém como subgrafo induzido nenhum dos 31 grafos da Figura 4.2.

7 T 4 Py

—21774) Go (—2.13538) &y (=2.4495) Gy (—2.0744) Gy (—2.2361)

EREX

G (—2.0861) G (—2.1129) Gy (—2.1235) Gy (—2.3723) G (—2.1413)

R XL

G (2162300 10 (- 1003206 {18776y (-1 8284)G 5 (=1.7913)

:

YR A

(s [=1.R01WG + (= 16180y =192y l.'—l.&hl]-t‘»:l{wn (—1.941W

x"x_} e __‘,,.T
& % & &

oy (=LA (=1 80630y (— LOU32)0, [—1.8241 )00 (- L1.75135)

v o9 b

Gog (~1B8619)Gar (~1LB085)Goy (—1.8653)G0y (—1.7832)Gw (—L68T4)Cy, (—1.8035)

Figura 4.2: Subgrafos proibidos dos grafos linha generalizados [Cve02].

Nas Figuras 4.1 e 4.2 entre paréntesis encontra-se o menor valor proprio de cada grafo.

No exemplo seguinte descreve-se uma possivel construgao do grafo de Petersen usando a

técnica de aplicacao dos subgrafos proibidos.
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Exemplo 4.5. [CRS04] Suponha que se pretende construir um grafo 3-regular excecional, G.
Como G é excecional contém algum dos nove subgrafos proibidos da Figura 4.1. Como é um
grafo 3-regular apenas podem ocorrer, como subgrafos induzidos, Hy, Hs, Hy ou H;. Além
disso, o menor valor préprio de G é nao inferior a —2, logo, do Teorema do Entrelacamento
(ver, por exemplo, [CDS95]) nenhum dos grafos Hy, da Figura 4.1, e G;, (1 < i < 11), da
Figura 4.2, pode ser subgrafo induzido de G, pois o seu menor valor préprio é inferior a —2.
Considere-se que o grafo 3-regular excecional G pretendido contém o subgrafo induzido H; da
Figura 4.1. Como os grafos G3 e Gy (Figura 4.2) ndo s@o subgrafos induzidos de GG, nenhum
vértice de V(G) \ V(H1) pode ser adjacente aos trés vértices ou a dois dos vértices de grau
1 de Hy. Desta forma, o grafo da Figura 4.3 é um subgrafo do grafo 3-regular excecional G
pretendido, que se obtém acrescentando arestas entre os vértices de grau 1 (ver Seccdo 2.4 de

[CRS04)).

5 67 89 10

Figura 4.3: Subgrafo induzido de um grafo excecional.

Por exemplo, ao acrescentar arestas a ligar os vértices 5a7,5a10,6a8 6a9,7a9e8a

10, obtém-se o grafo de Petersen seguinte:

2 Al

<L /4

A

) 10
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4.2 Técnica que aplica os sistemas de raizes

Nesta seccao introduz-se a descrigdo da construgao dos grafos regulares excecionais [BCS76]
com a qual se deu resposta & questao colocada por Hoffman em 1968 [Hof68] sobre a ca-
racterizacao dos grafos com menor valor préprio nao inferior a -2 que nao sao grafos linha

generalizados.

Seja G um grafo de ordem n com matriz de adjacéncia Ag e tal que A\pin(4g) > —2. A
matriz Ag é simétrica e, portanto, ortogonalmente diagonalizavel. Logo, existe uma matriz
ortogonal U (UT = U~1!) tal que, sendo D a matriz diagonal dos valores préprios de Ag e as

colunas de U os respectivos vetores préprios, entao

UTAcU =D & UTAGU +2I, =D +2I, < UTAgU +2UTU = D + 21,
& UT(Ag +2I,)U = D +2I,.

Consequentemente, como Apin(Ag) > —2, a matriz Ag+21, é semidefinida positiva. Supondo
que a multiplicidade do valor préprio —2 é n — r, entdo Ag + 2I, tem caracteristica r.
Desta forma, Ag + 21, = QTQ, onde Q é uma matriz de tipo r x n, com entradas reais e
caracteristica 7. Se Q = (qi1|- - |gn), entdo cada coluna ¢; € R" e a entrada (4, j) de Ag + 21,
é o produto interno qiqu. A matriz QTQ = 2I, + Ag diz-se matriz de Gram (matriz dos
produtos internos) com n vetores qi, ..., g, que geram o espago Fuclideano R". Note-se que
llg:ll = (qiTqi)l/2 = /2 e, para i # j, gl ¢; = 1, se os vértices i e j sdo adjacentes, e ¢! ¢; = 0,

caso contrario.

Assim, se I; é uma linha (subespago vetorial de dimensao 1) em R" gerada pelo vetor diretor
gi, o angulo formado entre as linhas l; e [; (i # j) é 60°, se os vértices i e j sdo adjacentes, e

90°, caso contrario.

Os conjuntos das linhas do espago Euclideano que passam na origem e formam angulos de 60°
e 90° entre si dizem-se sistemas de linhas. Para um dado 7, qualquer sistema de linhas em
R" ¢ finito. Um sistema de linhas L é decomponivel se pode ser partido em dois subconjuntos
L; e Ly tal que toda a linha em L; é ortogonal a toda a linha em Ls. Caso contrario diz-se
que L é indecomponivel. Observe-se que, de acordo com a definigao, o sistema {ly,---,l,} é

indecomponivel se e s6 se o grafo G é conexo.
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Uma estrela é um conjunto de trés linhas contidas no mesmo plano que formam, duas a duas,
um angulo de 60°. Um sistema de linhas L diz-se estrela-fechado se para quaisquer duas linhas

I, I’ € L, a terceira linha da estrela, determinada por [ e I’, também pertencer a L.

Teorema 4.6. [CRS10] Qualquer sistema de linhas em R" estd contido num sistema de linhas

estrela-fechado de R".

Para qualquer linha [ no sistema de linhas L com n elementos, existem dois vetores colineares
de norma /2 contidos em I. O conjunto com os 2n vetores contidos nas n linhas do sistema
L diz-se um sistema de raizes. O termo sistema de raizes tem origem nas dlgebras de Lie. O

sistema de linhas determinado pelo sistema de raizes R escreve-se R.

Cameron et al. [CGSS76] introduzem os sistemas de raizes no estudo dos grafos com me-
nor valor préprio —2, identificando os sistemas de linhas indecomponiveis e estrela-fechados

seguintes.

Teorema 4.7. [CRS10] A menos de uma transformagao ortogonal, os unicos sistemas de
linhas estrela-fechados indecomponiveis sao A, Dy, Eg, E7 e Eg, onde:

(i) A, ={ei—ej: ei,e; ER"™ i =£4 1<ij<n+1}paran=2,3, ...;

(i) Dy, = {£e;ite;: ej,e; e R", i# 4, 1<i,j<n}paran=2 3, ...;

(iii) Bs = Ds U{L 3% | cie;: e =41, [[1, e = 1};

(iv) E7 = {u € Eg : u € ortogonal a um vetor fizo de Eg};

(v) E¢ ={u € Eg : u € ortogonal a uma estrela fixa de Eg}.
Observe-se que Ap,—1 € D, (n=2,3,...) e |Ay| = n(n+1), |Dy| = 2n(n — 1), |Es| = 240,
’Eﬂ =126 e ’EG‘ = T72.

Diz-se que um grafo G é representado no sistema de raizes R se a matriz de adjacéncia Ag

verifica Ag + 2I,, = QT Q onde as colunas de @ sdo vetores de R.

Através dos sistemas de raizes Cameron et al. [CGSST76] caracterizaram os grafos linha

generalizados e os grafos excecionais.

Teorema 4.8. [CGSS76] Um grafo conexo tem menor valor préprio —2 se e sd se pode ser

representado no sistema de raizes D, para algum n, ou no sistema de raizes excecional Eg.
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Teorema 4.9. [CGSS76] Um grafo pode ser representado em A,_1 se e so se for o grafo

linha de um grafo bipartido.

Teorema 4.10. [CGSS76] Um grafo pode ser representado em D, se e s6 se é um grafo linha

generalizado.

Corolério 4.11. [CGSS76] Um grafo é excecional se e sé se nao é grafo linha generalizado

e pode ser representado no sistema de raizes Eyg.

4.2.1 Os grafos regulares excecionais

Seja G(—2) o conjunto dos grafos regulares conexos cuja matriz de adjacéncia tem menor
valor préprio igual a —2 e que nao sao grafos linha nem grafos cocktail-party. Em [Hof68]
Hoffman coloca o problema de identificar os elementos de G(—2). Cameron et al. [CGSS76]
mostram que qualquer grafo de G(—2) tem no méximo 28 vértices de no méximo grau 16.
Os grafos regulares excecionais, 187 no total, sdo identificados em [BCS76] numa conjugagao
de raciocinio matematico com pesquisa por computador tendo por base os resultados dos

sistemas de raizes apresentados [CGSS76].

Teorema 4.12. [CGSS76] Se G € um grafo reqular conexo com menor valor préprio igual a
-2, entao verifica-se uma das seguintes condigoes:

(i) G € grafo linha;

(ii) G € grafo cocktail party; ou

(iii) G é um grafo excecional com representacao no sistema de raizes Fg

A proposicao seguinte restringe bastante as possibilidades para G.

Proposicao 4.13. [BCS76] Se G € G(—2), entao existem 6, 7 ou 8 valores préprios de G
distintos de -2.

Em [BCS76] é apresentada uma tabela com os 187 grafos regulares excecionais.
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Proposicao 4.14. [CRS04] Se G é um grafo regular excecional entio existe um grafo H,
com oito vértices, tal que G se obtém por switching do grafo linha de H. Se G tem ordem
par, entao cada componente de H verifica uma das sequintes condigoes:

(i) um grafo em que todos os vértices tém grau par,

(i) um grafo em que todos os vértices tém grau impar ou

(iii) um grafo bipartido onde todas as arestas do grafo unem um vértice de grau impar a um

vértice de grau par.

Seja G um grafo cujo conjunto dos vértices é V(G) = {1, 2, ..., n} e o conjunto das arestas é
E(G). Se {e1, €2, ..., ep} é uma base ortonormal de R" entao o grafo linha de G, L(G), é re-
presentado pelo conjunto {e; +¢; : ij € E(G)}. O exemplo seguinte, apresenta uma possivel

representacao do grafo de Petersen no sistema de raizes FEg.

Exemplo 4.15. [CGSS76] O grafo de Petersen, com menor valor préprio -2, tem uma repre-
sentacao no sistema de linhas Eg descrito no Teorema 4.7. Além disso, pela Proposicao 4.14,
este grafo pode obter-se pela unido disjunta do grafo linha L (K33) com um vértice isolado,
representados na Figura 4.4. Desta forma, considerando a base candnica {ej, es, ..., es}
de R®, o grafo de Petersen pode representar-se pelo conjunto {e; + ej 1 1 =1,2,3; j =
5,6,7} U {e4 + eg} aplicando switching ao conjunto {e; + e4y; : @ = 1,2,3}. Neste caso,
a aplicacao de switching a cada elemento e; + e; do conjunto consiste em trocd-lo por
%ki er, — e; — e; (ver Capitulo 3 de [CRS04] ou [CGSS76]). Consequentemente, a matriz

=1
de adjacéncia do grafo de Petersen Ag obtém-se de

Ag+2ho =Q"Q

[_1 1 1 1.1 1 1 17
22222222_ _
1 0000 1 00 -3 110 3 000 % 0
1 0000 0 10 3 001 -3 100 35 O
01 001 0 00 i 000 2 011 L0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

_ |2 22323 333 3 000 5 000 5 1
01 000 0 10 -2 001 3 010 % 0
00 101 0 00 i 100 -3 001 5 0
00 100 1 00 3 010 42 100 -2 0
1 1 1 1 11 1 1 1
5 3 333 3 33| L3 000 53 000 3 1]
|00 010 0 0 1]
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_ O = O = O O O O N
O = = O O O O = N O
O 0O o0 O R, M~ O NRO
S = O = = O N O O O
_— O O = O N O = O O
O OO0 O N O - HEO
S O = N O = = O O O
O O N = O O O O = =
N O O O O = O = O
N R OO O~ O O O

Na Figura 4.4 apresenta-se o grafo H e a representagao do grafo L(H) usando 8 linhas, onde
dois vértices sao adjacentes se se encontram sobre a mesma linha [BCS76]. Assim, os vértices
de L(K33) sdo as intersecgoes das linhas horizontais com as linhas verticais. Os vértices a
branco sao os que pertencem ao conjunto relativamente ao qual se efetua o switching de forma

a obter o grafo regular excecional de Petersen.

1 ) °
2 6

3 7

406 ——e8
Grafo H=K3 3UK> Representacao do grafo L(H)

Figura 4.4: Construcao do grafo de Petersen

A identificacdo de todos os grafos regulares excecionais permitiu a caracterizacdo de vérias
classes de grafos linha. Cvetkovi¢ e Radosavljevi¢ [CR84] controem uma tabela com os 68 gra-
fos referidos no Teorema 4.16 e provam, sem recurso ao computador, que sao todos coespetrais

com um grafo linha regular conexo.

Teorema 4.16. [BCS76] Existem exatamente 68 grafos requlares, todos elementos de G(—2),

que nao sao grafos linha mas sao coespetrais com o grafo linha de um dos sequintes dezassete

grafos: Kua, Ksg, CP(4), Kgs, Cs, C3UC5, C4UCy, o grafo semi-regular de pardmetros
(6,3,2,4), os quatro grafos 3-requlares S1, So, S3 e Sy da Figura 4.5 e cinco grafos G, onde

G € um dos cinco grafos 3-requlares da Figura 4.5.
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S

Figura 4.5: Grafos 3-regulares conexos com oito vértices.

Em [CGSS76, BCS76, CRS04] podem ver-se os exemplos de representacao dos grafos exce-
cionais e fortemente regulares: grafos de Clebsh, grafos de Schlédfli, grafo de Shrikhande e

grafo de Chang, usando os sistemas de linhas e as representagoes adotadas no Exemplo 4.15.

Exemplo 4.17. [CRS04] Considere-se o grafo linha L(Ky4). Aplicando switching relati-
vamente ao subgrafo induzido L(K432), obtém-se um grafo 10-regular de ordem 16 que se
designa por grafo de Clebsch. Este grafo pode ser representado da seguinte forma: na Figura
4.6 os vértices de L(K44) sao as interseccao das linhas horizontais com as linhas verticais, que
representam oito linhas do sistema de linhas Fjg, e os vértices a branco sio os que pertencem

ao conjunto relativamente ao qual se efetua o switching.

1 5)
2 6
3 7
4 8
Grafo H = K44 Representacao do grafo L(H)

Figura 4.6: Construcao do grafo de Clebsch

Exemplo 4.18. [CRS04] Sejam Vi, Va2 e V3 subconjuntos de vértices de L(Kg) que induzem
subgrafos isomorfos a 4K, C3UC5 e Cy, respetivamente. Os grafos Chy, Chg e Chs obtém-se
de L(Kg) efetuando switching relativamente a Vi, V5 e V3, respetivamente, denominam-se

grafos de Chang e sao grafos 12-regulares de ordem 28.

Exemplo 4.19. [CRS04] Considere-se o grafo linha L(K3g) e seja v um vértice do grafo.
Aplicando switching relativamente ao conjunto dos vizinhos do vértice v obtém-se um grafo

H no qual v é um vértice isolado. Eliminado o vértice isolado de H obtém-se um grafo
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16-regular de ordem 27 designado grafo de Schlafli.

O teorema seguinte surge em [BCS76, BCS78|, na sequéncia das pesquisas computacionais
referidas, e a sua prova matemdtica (sem recurso ao computador) é apresentada por A. E
Brouwer et al. em [BCN89, secgao 3.9 e secgao 3.10] usando argumentos da teoria dos reti-

culados inteiros.

Teorema 4.20. [CRS04, Teorema 4.1.5] Se G é um grafo reqular excecional com n vértices
e grau de reqularidade r entdo uma e uma so das sequintes condigoes € satisfeita:
(a) n=2(r+2) <28,
(b) n=
(¢) n=

(r+2) <27 e G € um subgrafo induzido do grafo de Schlifli,
(r+2) <16 e G é um subgrafo induzido do grafo de Clebsch.

Wk NJw

Os grafos excecionais que verificam cada uma das condigdes (a), (b) e (¢) dizem-se da 1%

camada, 2% camada e 3% camada, respetivamente.

Em 1979, Doob and Cvetckovi¢ provam a proposicao seguinte.

Proposigao 4.21. [DC79] Nao existe nenhum grafo regular excecional com menor valor

proprio maior que —2.

Os 187 grafos regulares excecionais encontram-se totalmente descritos na Tabela A3 de

[CRS04] (seccao A3.2, p. 218-227) e sao denotados pelos nimeros 1 a 187.

4.3 Técnica que aplica o complemento estrela

Nesta seccao resume-se o apresentado em [CRS04] e [CRS10] na descricao da técnica do

complemento estrela e sua aplicagdo aos grafos com menor valor préprio nao inferior a —2.

Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) = {1, ..., n} e matriz de adjacéncia
Ag. Como se viu no inicio da Seccao 4.2, sendo Ag uma matriz real simétrica, entdo Ag
é ortogonalmente diagonalizavel pela matriz ortogonal U (U? = U~1), cujas colunas sdo os
vetores préprios de Aq, ou seja,

UTAqU = D,
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onde D = diag(A1, ..., \y) é a matriz diagonal dos valores préprios de Ag e U = (z1, ..., xy),

com Agr; = Nz, i=1,2, ..., n.

Sejam 1, ..., m 0s valores proprios de Ag distintos. Entao D = 1 F1 + -+ - + pm B, onde

E; é uma matriz diagonal por blocos da forma E; = diag(0, ..., 0, I, 0, ..., 0), tal que o i-
ésimo bloco é a matriz identidade I; e d é a multiplicidade do valor préprio u; (i =1, ..., m).
Assim,

Ag :UDUT:MlUElUT+"'+MmUEmUT:ﬂ1P1+"'+Numa

com P, = UE;UT. Se £(p;) tem base ortonormal {1, ..., 74} entdo P, = zyxf + .. + xdxg
é a projegao ortogonal de R™ sobre £(1;) com respeito a base canénica de R™. Portanto, se
w é um valor proprio de Ag e P é a projecao ortogonal de R™ sobre £(u), existe X C V(G)
tal que os vetores Pe; (j € X) formam uma base para £(;). O subconjunto X designa-se por

conjunto estrela para u em G.

Proposigao 4.22. [CRS10] Seja G um grafo com valor préprio p de multiplicidade k > 0.
As seguintes condigdes relativas a um subconjunto X dos vértices de G sdo equivalentes:

(i) X é um conjunto estrela para p;

(i) R" = E(u) @V, onde V = (e; : i ¢ X);

(iii) | X| = k e p nao é um valor préprio de G — X.

O subgrafo do grafo G induzido pelo complementar de X, G — X, diz-se o complemento estrela

para u relativamente a X.

Proposicao 4.23. [CRS10] Seja X um conjunto estrela para pn em G e seja X = V(G) \ X.
(i) Se p # 0, entdo cada vértice de X tem pelo menos um vizinho em X ;
(ii) Se pp # —1 ou p # 0, entdo as vizinhangas em X , de vértices distintos de X , sdao diferentes

e Nao vazias.

De (i) da Proposigao 4.23 conclui-se que se o grafo induzido por X = V(G) \ X é conexo
entdo G também é conexo. De (ii) da Proposicao 4.23 conclui-se que existe um ntmero finito
de grafos com um determinado complemento estrela para um valor proprio yu # —1 e u # 0,

pois se | X| =t entdo | X| < 2%
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O resultado que se segue combina o designado, no contexto da teoria dos grafos, Teorema da

Reconstrugao, provado pela primeira vez em [CRS93], e o seu reciproco [El193].

Teorema 4.24. [CRS10] Seja X um conjunto com k vértices do grafo G, e suponha que

Ax BT
G tem matriz de adjacéncia , onde Ax € a matriz de adjacéncia do subgrafo
B C

induzido por X. Entdo X € um conjunto estrela para u em G se e s6 se p nao € valor proprio

de C e
ul —Ax = BT (ul —C)™'B. (4.2)

x
Desta forma, o espago proprio associado a p € gerado pelos vetores , com

(ul — C)"'Bx
z € RF.

Observe-se que, se X é um conjunto estrela para g entdao o respetivo complemento estrela
H(= G — X) tem matriz de adjacéncia C' e a equacao (4.2) define que G é determinado
por pu, H e as vizinhangas dos vértices em X no conjunto X = V(H). Por outro lado,
para determinar todos os grafos G com um determinado complemento estrela H para pu, é
necessario determinar todas as solucoes Ay e B da equacao (4.2). Assim, seja |V (H)| =t e

defina-se uma forma bilinear em R? por (z,y) = 2T (ul — C)~1y (z, y € RY).

Corolario 4.25. [Ell93] Suponha que p nao € valor préprio do grafo H. Existe um grafo G
com conjunto estrela X para p tal que G — X = H se e s se 0s vetores caracteristicos by
(u € X) verificam:

(i) (bu,by) = p para todo u € X, e

(i) (by,by) € {—1, 0} para todo par de vértices distintos u, v € X.

Assim, u é adjacente a v, quando (b,,b,) = —1 e u ndo é adjacente a v, quando (b, b,) = 0.

Se H é um complemento estrela de p em G correspondente ao conjunto estrela X, entao cada
subgrafo induzido G —Y (Y C X) também tem H como complemento estrela de p. Além
disso, qualquer grafo que tem H como complemento estrela de p é um subgrafo induzido do
grafo G para o qual X é maximal, pois as vizinhancas em H determinam as adjacéncias entre

vértices de um conjunto estrela [CRS01]. Desta forma, para determinar todos os grafos que
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tém H como complemento estrela de p € suficiente determinar aqueles para os quais o conjunto
estrela X é maximal. Designa-se cada um destes grafos de H-mazimal e, da Proposi¢ao 4.23
(ii), eles existem se p # —1,0 pois, nestes casos, vértices distintos de X tém vizinhangas

distintas em H.

O conjunto de procedimentos para a construcao dos grafos a partir dos seus complementos
estrela designa-se por técnica dos complementos estrela e baseia-se em estudos efetuados por
Rowlinson [Row93] e Ellingham [El93]. Em [CRS01] é introduzida esta técnica no estudo
dos grafos com menor valor préprio —2, para o qual o seguinte teorema serviu de ponto de

partida.

Teorema 4.26. [DC79] Se G é um grafo conexo com menor valor préprio maior que -2,
entdo verifica-se uma das condigdes sequintes:

(i) G = L(T;1,0,...,0) onde T é uma drvore;

(i) G = L(H) onde H é uma drvore ou um grafo uniciclico impar;

(i1i) G é um dos 20 grafos de ordem seis representado no sistema de raizes Eg;

(iv) G € um dos 110 grafos de ordem sete representado no sistema de raizes Er;

(v) G € um dos 443 grafos de ordem oito representado no sistema de raizes Eg.

Se G é um grafo conexo com menor valor préprio —2, entao um complemento estrela conexo

para —2 ¢é necessariamente um dos grafos descritos no Teorema 4.26.

Seja X um conjunto estrela em G com complementar X em V(G) e seja H = G — X. Se

r € X entdo o subgrafo de G induzido por X U {x} diz-se extensdo por um vértice do grafo

H.

Os grafos excecionais com menor valor préprio maior que —2 sao os descritos nos pontos
(iii)-(v) do Teorema 4.26. Os grafos descritos em (v) obtém-se pela extensdo por um vértice
dos grafos de (iv) e os de (iv) obtém-se pela extensao por um vértice dos grafos descritos em
(iii). Os 20 grafos com seis vértices do tipo (iii) sao identificados em [CP84] e denotados por
Fi, ..., Fy. Estes grafos sao os grafos com menor valor préprio nao inferior a —2 da familia
dos 31 subgrafos proibidos (representados na Figura 4.2) que caracterizam os grafos linha
generalizados. Os 443 grafos do tipo (v) encontram-se em [BN92]. Os 110 grafos do tipo (iv)
sao identificados em [CLRS9S].
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A caracterizacao dos grafos excecionais estd implicitamente contida no Teorema 4.4, mas na

pratica isso sé é reconhecido pelo seguinte teorema.

Teorema 4.27. [CRS01] Seja G um grafo com menor valor préprio —2. Entdo G é excecional

se e s0 se contém um complemento estrela excecional para —2.

Tendo por base esta propriedade os grafos excecionais maximais, no total de 473, foram
computacionalmente determinados em junho de 1999 [CLRS02] usando a técnica dos comple-

mentos estrela.

O exemplo seguinte apresenta varios conjuntos estrela e respetivos complementos estrela,

considerando o grafo regular excecional de Petersen e os seus valores proprios.

Exemplo 4.28. [CRS04] Na Figura 4.7 cada vértice do grafo de Petersen tem associado um
valor préprio u, por forma a que o conjunto formado por esses vértices seja um conjunto

estrela para o respetivo pu.

12\

Figura 4.7: Grafo de Petersen e respetivos complementos estrela.

Verifica-se que o complemento estrela para o valor préprio —2 é um ciclo com cinco vértices,
Cs, com uma aresta pendente, que é um grafo excecional uma vez que contém o subgrafo
proibido H; da Figura 4.1, o complemento estrela do valor préprio 1 é o grafo linha C5, e o

complemento estrela de 3 é o grafo (nao regular) excecional seguinte



Capitulo 5

Construcao recursiva dos grafos
regulares excecionais por

(k, T)-extensoes

Neste capitulo apresentam-se os principais resultados obtidos nesta tese. Nomeadamente,
mostra-se que todos os grafos regulares excecionais se podem obter por (k, 7)-extensoes, com
Kk —T = —2, e que o conjunto dos grafos excecionais apresenta uma estrutura de conjunto
parcialmente ordenado, considerando a relacao de ordem parcial < introduzida no Capitulo

3.

Na Seccao 5.1 introduzem-se consideragoes gerais sobre os grafos regulares excecionais, cuja
construgao por (k, 7)-extensoes se descreve dividida nas trés sec¢oes que se seguem. Na Secgao
5.2 é construido o subconjunto dos grafos regulares £ que contém os grafos regulares exce-
cionais da 12 camada, obtidos por (0, 2)-extensoes. Estas extensoes reduzem-se a construgao
das matrizes de incidéncia de designs 1 — (4, 2, %) Consequentemente, é entao descrito o
processo de construcao das matrizes de incidéncia dos 1-designs, relativamente as quais sao
estabelecidas restrigdes que reduzem a construcao de grafos isomorfos, concluindo-se a seccao
com a descrigao de um algoritmo que permite obter todos os grafos de (£1, <). Na Secgao 5.3

¢ construido o subconjunto dos grafos regulares Lo que contém os grafos regulares excecionais

43
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da 22 camada obtidos por (0,2)-extensoes e designs 1 — (3, 2, %") Na Secgao 5.4 é cons-
truido o subconjunto dos grafos regulares L3 que contém os grafos regulares excecionais da 32
camada, que se obtém por (1, 3)-extensoes e designs 1 — (4, 3, %T") Na Sec¢ao 5.5, a ultima
deste capitulo, descrevem-se os resultados computacionais obtidos e apresenta-se o diagrama

de Hasse do conjunto parcialmente ordenado que contém os 187 grafos regulares excecionais.

5.1 Consideragoes gerais

Ao longo do texto £ denota o conjunto dos grafos regulares com menor valor préprio maior
ou igual a -2. Entao, £ inclui todos os grafos regulares excecionais que, pela Proposicao 4.21,

tém menor valor proprio igual a -2. Considere-se ainda os subconjuntos L1, Lo e L3 de £

_n_

5 (sendo n o nimero de vértices e r o grau de regularidade) é igual

para os quais a razao
a estabelecida pelo Teorema 4.20 para as 12, 22 e 32 camadas. Desta forma, o conjunto dos

grafos regulares excecionais de cada camada G;(—2) é um subconjunto de £; (i =1, 2, 3).

Seja G um grafo conexo, r-regular de ordem n, com valores proprios A\; > Ay > --- > A\, e
a(@) o seu numero de independéncia. Entao

a(G) < (5.1)

—r—»A

Este majorante para a(G), conhecido por majorante de Hoffman, foi introduzido num manus-
crito nao publicado de A. J. Hoffman e é referido em [Lov79]. Posteriormente, este majorante
foi generalizado a grafos arbitrarios, nao necessariamente regulares, em [Hae80], obtendo-se

0 majorante

—n)\l)\n
< . rarm
S (CIEs W

onde §(G) denota o menor grau dos vértices do grafo G. Se, além disso, S é um subconjunto
de V(G) e EG[S] ¢ a média dos graus dos vértices do subgrafo induzido por S, obtém-se as

desigualdades [BCS76]:

— An - —A
15|52 4\, < dagg) < |S1—22 4 Ao,
n n
que sao equivalentes as desigualdades
dais) — A2 dais) — Mn
— < <n————. 2
N, S Plsn T (5.2)
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Em [CCO06] observa-se que, se S induz um independente maximo, entao EG[S] =0 e a desi-

gualdade de Hoffman (5.1) é obtida a partir de (5.2).

De facto, o majorante de Hoffman é atingido para um grafo regular G se e s6 se G tem um
conjunto (0, 7)-regular tal que 7 = —\,. A condigao necesséria foi provada em [Hae95] (ver,

também, [GRO1, Lema 9.6.2]) e a condi¢ao suficiente foi provada em [CKLOT7].

Em [CCO06] concluiu-se, por observacao, que o majorante de Hoffman é atingido e igual a 4 e
3, no caso dos grafos regulares excecionais das 12 e 22 camadas, e, adicionalmente, que este
coincide com a cardinalidade de um independente méximo, que é um conjunto (0, 2)-regular.
Continua em aberto a obtencao de uma prova tedrica de que, para os grafos regulares exce-
cionais das 12 e 22 camadas, o independente maximo tem cardinalidade 4 e 3, respetivamente.
No entanto, podemos concluir que, se S é um independente maximo de um grafo r-regular de

ordem n, G, entao

n
r+1°

U Nea(i)

€S

< S ING(0)| = a(G)r = (@) =
€S

n—a(G) =

Como consequéncia, considerando a relacao entre a ordem n e a regularidade r dos grafos

regulares excecionais definida no Teorema 4.20, tem-se que se G pertence a

2(r+2) 2(r+1)

e 12 camada, entao a(G) > + 7”+1 =2+ T_QH > 3;

r+1 r+1
< 3/2(r+2) _ 3(r+1
e 22 camada, entao a(G) > /T(j;‘l“ ) — 2E:L; + 2(7;11) E (7“+1) > 2;
° 3@ d t~ (G) > 4/3(7‘+2) o 4(T+1) + 4 + > 2
camada, entac o) = ==~ = 30371) T 3(7+1) — 3 3(r+1)

Por outro lado, pela Proposicao 4.21 os grafos regulares excecionais tém menor valor préprio
-2, pelo que, para os grafos da:

e 12 camada, a(G) < _2(r+2)(_2) G ) R

—-(=2) r+2
« 2% camada, a(G) < 3/39‘(*_?)( L= =
* 3% camada, o(G) < = = SRR = § <9

Assim, deduz-se que o nimero de independéncia para os grafos regulares excecionais da 12

camada é 3 ou 4, da 22 camada é 2 ou 3, e da 32 camada é 2.

Nas secgoes que se seguem apresenta-se a construcao recursiva de todos os grafos regulares

excecionais através de (k,7T)-extensoes, com Kk — 7 = —2. No caso dos grafos das 12 e 22
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camadas a construcao é feita por (0, 2)-extensoes de tamanho 4 e 3, respetivamente, e no caso
dos grafos da 32 camada sao construidos por (1, 3)-extensdes de tamanho 4. Considerando a
relacao de ordem =, definida no Capitulo 3, em L1, Lo, L3 constroem-se os subconjuntos par-
cialmente ordenados (G1(—2), =), (G2(—2),=) e (G3(—2), =) dos grafos regulares excecionais
das 12, 22 e 32 camadas, respetivamente. Esta construcao prova de forma inequivoca que o
nimero de independéncia dos grafos regulares excecionais é igual a 4, na 12 camada, e é igual

a 3, na 22 camada .

Teorema 5.1. [CC06] Os grafos requlares excecionais nao sao elementos minimais dos con-

Juntos parcialmente ordenados (L1, =) e (L2, =).

Pelo Teorema 5.1 e pelo facto de o mesmo se verificar para o conjunto parcialmente ordenado

(L3, =) (ver Secgao 5.4), os grafos regulares excecionais nao sao elementos minimais de (£, <).

No Teorema 4.3 caracterizam-se os grafos linha através de um conjunto de subgrafos induzidos
proibidos. Deste resultado conclui-se que a propriedade de ser grafo linha é hereditaria, ou
seja, qualquer subgrafo induzido de um grafo linha é um grafo linha, e estabelece-se o seguinte

resultado:

Proposicao 5.2. [BCC' 1}] Seja G' um grafo reqular com menor valor préprio —2 e G um

subgrafo reqular induzido de G'.

(i) Se G' é um grafo linha entao G também € um grafo linha.

(i1) Se G é um grafo excecional entio G' também é um grafo excecional.

Com base nesta proposicao, deve observar-se que se um grafo G é excecional entao contém

um subgrafo proibido e este permanece ao longo de todas as (k, 7)-extensoes.

A técnica de produzir grafos regulares por (k,7)-extensoes de G; (i = 0,...,m) através de
um grafo H de ordem ng introduz, em cada grafo G;+1 = H @ G;, um conjunto (k, 7)-regular
([V(H)| = n2). Entao, pela Proposigao 3.5, kK — 7 é um valor préprio do grafo construido. No
caso dos grafos regulares excecionais kK — 7 = —2 é o menor valor préprio de cada grafo. Seja
Go X Gy =2 -+ 2 Gpy1 (m > 0) uma cadeia de grafos do conjunto parcialmente ordenado
(L, =), onde Gy,41 é um grafo (p + 7m)-regular de ordem n = ng(m+ 1)+ n; obtido por uma

sequéncia de (m+1) (k, 7)-extensoes efetuadas a partir do grafo (p — 7)-regular G de ordem
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ni. Pela Proposicao 4.21, o menor valor proprio -2 mantém-se ao longo de toda a cadeia de
grafos regulares excecionais e pela Proposigao 4.13 a multiplicidade de -2, m(—2), aumenta

verificando-se as desigualdades n — 8 < m(—2) <n — 6.

Como consequéncia da Proposicao 3.8, podemos concluir que os grafos do conjunto £, que in-
clui os 187 grafos regulares excecionais, admitem uma partigdo equilibrada e, pela Proposicao

3.2, a matriz de adjacéncia assume a forma que a seguir se descreve:

Corolario 5.3. Seja G1 € L um grafo regular obtido a partir do grafo reqular Go por uma
sequéncia de m + 1 (k, T)-extensoes, com m >0, e k — 7 = —2. Entdo existe uma (m + 2)-

particao equilibrada m = (W1, Wi, ..., W) de V(Gpt1), onde Wip1 = V(Gig1)\V(Gy)

para 0 < i < m, Wy = V(Gy) e o subgrafo induzido Gps1[Wi], i =1,-+- ,m+1, € isomorfo ao
Ay By,
grafo k-regular H. Desta forma, Ag,, , = onde By, € a matriz de incidéncia
Bh Ag,
de um design 1-(no, 7,m7T + p — K) que resulta da concatenagao de m + 1 matrizes Bf,{), com
7 =0,....,m, tais que
B,, = |B/™ Bm—1 ... g) O (5.3)
As matrizes B,(%), com j =1,...,m, sao matrizes de incidéncia de um design 1 — (ng, T, T)

e a matriz Bﬁ?) é a matriz de incidéncia de um design 1 — (n2, 7, p — K).

5.2 Construcao dos grafos regulares excecionais da 12 camada

por (0,2)-extensoes

Os grafos regulares excecionais da 12 camada de menor ordem sao os cinco grafos 2y, Zo,
Zs3, Zy e Zs de ordem 10 e regularidade 3, representados na Figura 5.1 (retirada de [CRS04,
Apéndice A.3]). Estes grafos nao sao grafos minimais de (£, =) (ver Teorema 5.1). Com
efeito, obtém-se por uma (0, 2)-extensao do grafo 3Ks, de ordem 6 e regularidade 1, que é
um grafo linha. Em cada grafo da Figura 5.1 os seis vértices representados por circulos mais
pequenos induzem o grafo 3K, e os restantes vértices referem-se a (0, 2)-extensao de tamanho
4 (grafo 4K1). Por sua vez, os grafos regulares excecionais de ordem imediatamente a seguir
tém ordem 12 e regularidade 4 e obtém-se por uma (0, 2)-extensao de um grafo linha de ordem

8 e regularidade 2 de entre os grafos 2Cy, C3UC5 (uniao disjunta dos grafos C3 e C5) ou Cs.
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7 Zs Zs

Zy Zs

Figura 5.1: Grafos regulares excecionais da 12 camada de menor ordem.

Tendo em vista a construgao do diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado
(£1,=), os grafos r-regulares de ordem n da primeira camada para os quais r = § — 2,
com n < 28 (Teorema 4.20), sao divididos em dois subconjuntos parcialmente ordenados: os
grafos com regularidade impar que se obtém por (0, 2)-extensoes de grafos de regularidade
impar, com elemento minimal, 3K5, de ordem n = 6, e os grafos com regularidade par que

se obtém por (0, 2)-extensoes de grafos de regularidade par, em que os grafos minimais, 2Cy,

C3UCs e Oy, tém ordem n = 8.

Se G' ¢ um grafo da 1% camada de ordem par n e regularidade r = § — 2, e H ¢é o grafo
O-regular de ordem 4, a matriz de adjacéncia do grafo G’ de ordem 4 + n e regularidade

r = 4+T” —2 = % que se obtém por uma (0, 2)-extensao do grafo G pode ser escrita na forma

onde O4 é a matriz de adjacéncia do grafo H (matriz nula de ordem 4), Ag é a matriz de

adjacéncia de G e B é uma matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, %)
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5.2.1 Construgao das matrizes de incidéncia de um design 1 — (4, 2, )

Seja H = 4Ky com V(H) = {v1,v2,v3,v4} e (V(H),S) um design 1 — (4, 2, %). Recorde-se
que S é uma familia de subconjuntos de V(H), cada um dos quais com 7 = 2 elementos. Logo,
S C {51, 52, 53,54, S5, S}, onde S1, Sa, Ss, Sy, S5, Sg representam todos os subconjuntos de
dois elementos de V(H) e

(1] (1] (1] [0 | [0 | [0 |
1 0 0 1 1 0
$1 = , 89 = , S3 = , S4 = , S5 = e sg = (5.5)
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

sao os respectivos vetores caracteristicos.

Cada matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, %) tem como colunas estes vetores, por
forma a que cada vértice de G seja adjacente a 2 vértices de V(H) e cada vértice de V(H)
pertenca a 5 blocos. O ntmero de colunas da matriz de incidéncia B igual a cada um
dos vetores caracteristicos acima indicados pode ser determinado pelas solugoes inteiras nao

negativas do sistema

o
(111000 2| [2]
1001 1o la| |3 56
010101/ 8
(00101 1] as]| |2]

_mﬁ_

Como o nimero total de blocos é n, isto é, a ordem do grafo GG, temos ainda que x1 +x2+x3+
x4 + x5 + 26 = n. Na verdade esta equagao nao é necessaria, pois obtém-se das 4 igualdades

do sistema (5.6).

Comece-se por determinar as solugoes inteiras nao negativas do sistema de 4 equagoes lineares
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a 6 incognitas

T+ T+ T3 =
1+ x4+ 25 =
T2+ T4+ T =

xr3 + x5 + X6 =

S B S S
—~
ot
\]
N—

Subtraindo a dltima equagao as restantes, obtém-se o sistema equivalente

T1+x9— 25 —x6 =0
Ty —x3+ x4 —26=0

To— 23+ x4 — a5 =0

x3+x5+m6:%

Subtraindo agora a 12 equagao do sistema, o resultado da soma das 22 e 32 equagoes, obtém-se
na 12 equacao 2x3 — 2x4 = 0, ou seja, x3 = x4. Usando esta igualdade nas restantes equacoes

do sistema obtém-se:

r3 =14 r3=75 —T1 — T2
1‘1—1’6:0 T — X1
<~
:E2—135:0 Irs = X9
Ty + 25+ T6 =5 Ty=G —T1— T2

concluindo-se que as solugoes inteiras nao negativas do sistema (5.7) se escrevem na forma

n n
~ (.’L'l +$2)7 5 - (.’L'l +$2)7 T2, .’L'l) y L1,T2 S ZE)F; 0 S 1 +$2 S (58)

< n
x X —.
1, L2, 2 2

O conjunto de solugoes pode resumir-se esquematicamente da seguinte forma:
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24 blocos
e e et 1
(1) |
|
|
6 blocos 1
_—_———————— 9 }
Gaxll‘g 0o 1 2 33 4,5 6 7 8 9 10 11 12|
0 0 1 2 3w 45 6 7 8 9 10 11 12/1
1 1 2 g/i 5 6 7 8 9 10 11 12 7
2 2 3-4-5 6 7 8 9 10 11 12 _-7
3 |3-4 -5 6 7 8 9 10 11 12_-
4 4 5 6 7T 8 9 10 11 12 7
5 5 6 7 8 9 10 11 12 -7
6 6 7 8 9 10 11 12 _-~
7 7 8 9 10 11 12 .-
8 8 9 10 11 12 .-
9 9 10 11 12 -7
10 10 11 12_-"
11 112
12 j12.7

onde, até se encontrar o tracejado relativo a 5, sendo n o ntimero de blocos pretendido, na
linha x1 e na coluna x5 apresentam-se os valores possiveis para estas varidveis. As entradas da

tabela sao o resultado da soma 1 +x2 que permitem determinar o valor de 23 = § — (21 +x2).

Conclui-se entdo que para n par o nimero de solugoes (5.8) do sistema (5.7) é dado pelo
nimero de entradas até a diagonal secunddria (inclusivé) da tabela (% + 1) x (% +1), ou

seja, igual a

G+ (542 _ (n+2)(n+49)

di= 5 = g . (5.9)
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Exemplo 5.4. Para n = 6, o sistema (5.7) tem 10 solugoes (5.8): (0,0,3,3,0,0);
(0,1,2,2,1,0); (1,0,2,2,0,1); (1,1,1,1,1,1); (2,0,1,1,0,2); (0,3,0,0,3,0); (1,2,0,0,2,1);
(2,1,0,0,1,2); (3,0,0,0,0,3); (0,2,1,1,2,0). Consequentemente, existem dez formas dife-
rentes de escolher os 6 blocos que constituem um design 1 — (4,2,3), ou seja, existem 10
possibilidades de escolha para o ntmero de colunas s;, ¢ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, que formam a

matriz de incidéncia do 1-design pretendido.

A solugao (0,0,3,3,0,0) estd associada as matrizes de incidéncia que tém xs = 3 colunas
iguais a s3 e x4 = 3 colunas iguais ao vetor s4. Desta forma obtém-se, por exemplo, as

matrizes de incidéncia

(11 1000| [101071 0]
000111 010101
0001 11] |o1o0o101]
(11 1000] [101010]

que resultam de diferentes disposicoes dos vetores s3 e s4 nas colunas das matrizes.

No Exemplo 5.4 viu-se que, para cada solugao (z1, x2, 3, x4, x5, x¢) do sistema (5.7), se
podem construir diferentes matrizes de incidéncia que diferem entre si pelo arranjo dos vetores
si (i =1, 2,3, 4,5, 6) nas suas colunas. O teorema seguinte (ver, por exemplo, [CSR09])
permite determinar quantas matrizes de incidéncia é possivel obter para cada solugao (5.8)

do sistema de equagoes lineares (5.7).

Teorema 5.5 (Numeros multinomiais). Dado um conjunto finito A de cardinalidade n exis-

n
tem = #,'m, possibilidades de partir A em r subconjuntos A1, As,

N1, M2, Ny
-, A, com cardinalidade ny, no, ---, n,, respetivamente.

Do Teorema 5.5 vem que o nimero de matrizes de incidéncia associadas a uma solugao

n!

(z1, x9, x3, T4, 5, xg) ¢ dado por FRATATAEAEAEmE
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5.2.2 Solugoes do sistema que resultam em grafos G' = H & G isomorfos

Nesta subseccao e na seguinte sao apresentados alguns casos de (0, 2)-extensoes de tamanho

4 de grafos regulares que originam grafos isomorfos.

Considerando as matrizes de incidéncia, B, associadas as solucoes (5.8) do sistema (5.7),
verifica-se que muitas destas matrizes diferem entre si apenas por uma permutacao de linhas

e, pela Proposigao 3.3, dao origem a grafos G’ = H & G isomorfos.

Exemplo 5.6. Dado o grafo G = 3K5 de ordem 6 e regularidade 1, com matriz de adjacéncia

010000
100 0 0O
000100
140 - )
001000
000O0O0°1
(000010,

considerem-se 3 matrizes de incidéncia de designs 1 — (4,2, 3):

So S3 S3 S5 S4 S84 S5 S4 S4 S22 S3  S3
1 1 1 0 0 O O 0 0 1 1 1
0O 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 O
B1 = [§] BQ =
1 0 0 0 1 1 O 1 1 1 0 0
o 1 1 1 0 O 1 0 0 0 1 1

S1 S3 S3 S¢ S4 S84

(1 11 0 0 0]
1 0 0 0 1 1
associadas a solugao (0,1,2,2,1,0) do sistema (5.7), e Bs =
0O 0 0 1 1 1
0o 1 1 1 0 O

associada a solugao (1,0,2,2,0,1) do mesmo sistema.
Considerem-se os grafos Gy = H ® 3Ky, Gy = H ® 3Ky e G3 = H" ® 3K,, tais que
V(3K2) = {ul, Uug, U3, Uqg, U5, u6}, V(H) = {1, 2, 3, 4}, V(Hl) = {1/, 2/, 3/, 4/} [S]

V(H")={1", 2", 3", 4"}, com matrizes de adjacéncia
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0 B 0 B 0 B3
Aer =1 cAey =1 eda, =|

Entao B2 = PBl (§] 33 = P/Bl, onde

(0010 0] 1 00 0]

100 0 0010
P = e P =

000 1 0100

(001 0| (000 1|

sdo matrizes de permutacao. Logo Bi, By e Bs diferem entre si apenas por uma permutacao
das linhas da matriz de incidéncia do design e, pela Proposicao 3.3, os grafos G1, Gs e G3

sao isomorfos.

UG
2//54/53 251/53/1
us
1"=2"#£1 U3
Uq Uq
u2 4=3=4"

Figura 5.2: Grafos isomorfos obtidos por matrizes de incidéncia distintas de um design 1 —

(4,2,3).

No Exemplo 5.6 observa-se que existem matrizes de incidéncia de um design 1 — (47 2, %)
que diferem apenas por uma permutacao de linhas e que, de acordo com a Proposicao 3.3,
originam grafos isomorfos obtidos através de (0,2)-extensoes. Estas matrizes de incidéncia
podem estar associadas a uma mesma solugao (5.8) do sistema de equagoes lineares (5.7) ou
a solugoes distintas. O resultado a seguir identifica solugoes do sistema (5.7) que originam

matrizes de incidéncia de designs 1 — (4, 2, %) que diferem por uma permutacao de linhas.

Proposicao 5.7. As matrizes de incidéncia dos designs 1 — (4, 2, %) que se obtém da solucao
do sistema (5.7):

(i) (z1, x3, T2, T2, T3, T1);
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(ii) (x2, x1, T3, T3, T1, T2);
(iii) (z2, x3, 1, T1, T3, T2);
(iv) (z3, 1, T2, T2, T1, T3);
(v) (z3, x2, x1, x1, T2, T3);
diferem das matrizes de incidéncia associadas a solugdo (x1, T2, T3, T3, T2, T1) APENas por

uma permutacao de linhas.

Demonstragao. Considere-se o conjunto C' dos n indices das colunas da matriz de incidéncia
de um design 1 — (4, 2, %), partido em subconjuntos C;, com i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, cujos

elementos sao os indices das colunas da matriz B iguais a s;, onde

[ 1] [ 1] (1] [0 ] [0 ] [0 ]
1 0 0 1 1 0
S1 = , S2 = , 83 = y S4 = y S5 = € S¢ =
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

Para a matriz de incidéncia B associada a solugdo (x1, w2, x3, =3, x2, 1), seja C; o
subconjunto dos x; = x7_; indices das colunas de B iguais a s;, com ¢ =1, 2, 3, 4, 5, 6.

A partir da matriz de incidéncia B constréi-se uma matriz de incidéncia B’ associada & solucao
(1, w3, x2, T2, x3, T1). Para tal, seja

C7 o subconjunto dos z1 indices das colunas de B’ iguais a s1,

CY, o subconjunto dos z3 indices das colunas de B’ iguais a sg,

C% o subconjunto dos x5 indices das colunas de B’ iguais a sg,

C, o subconjunto dos x5 {ndices das colunas de B’ iguais a sy,

C% o subconjunto dos z3 indices das colunas de B’ iguais a ss,

Cj§ o subconjunto dos 2 {ndices das colunas de B’ iguais a sg,

e escolhem-se os indices das colunas de B que pertencem a cada subconjunto C; de forma a
que C1 =C1, Ch = Cs, C5 = Cy, C) = Cs, CL, = Cy e Cf = Cp, 0 que é possivel porque os

conjuntos envolvidos em cada igualdade tém a mesma cardinalidade.

Em sintese, para cada matriz de incidéncia B associada a solugao (z1, x2, 3, T3, T2, 1)
constroi-se a matriz de incidéncia B’ associada a solucao (x1, x3, w2, T2, x3, x1), substi-

tuindo em B as colunas com vetores sy (s3) por vetores s3 (s2) e as colunas com vetores
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s4 (s5) por vetores s5 (s4). Note-se que s2 (s3) se obtém de s3 (s2) por uma troca entre a

32 e 42 linhas, s4 (s5) se obtém de s5 (s4) também por uma troca entre as 3¢ e 42 linhas e a

troca entre estas linhas nao altera s; nem sg. Assim, a cada matriz de incidéncia B associada

a solugao (x1, wa, x3, w3, T2, x1) corresponde a matriz de incidéncia B’ = PB associada

a solugao (r1, x3, x2, x2, x3, x1), onde P =

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
0

1

0
0
1
0

é a matriz de permutacao

aplicada as linhas de B. Procedendo de forma anéloga, obtém-se as matrizes de permutacao

P a partir das quais se determinam as matrizes de incidéncia B’ = PB associadas a cada

uma das solugoes:

1 0
0 0
o (w2, 1, x3, T3, 1, T2), com P =
0 1
i 0 0
1 0
0 0
° (332, xr3, 1, 1, T3, x2>, com P =
0 0
0 1
1 0
0 0
o (w3, x1, 2, T2, ¥, 3), com P =
0 1
i 0 0
1 0
0 0
i (3737 X2, L1, L1, X2, xg), com P =
0 0
0 1

o o o =

—_

o O

o o O

= o O O

@)

0

Exemplo 5.8. Seja C' = {1, 2, 3, 4, 5, 6} o conjunto dos indices das colunas das matrizes

de incidéncia de um 1-design com parametros (4, 2, 3), partido nos seis subconjuntos C; dos

indices das colunas de B iguais a s; (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6). De acordo com a Proposi¢ao 5.7
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as matrizes de incidéncia B associadas a solugao (0, 1, 2, 2, 1, 0) diferem das matrizes de
incidéncia B’ associadas & solugao (1, 2, 0, 0, 2, 1) por uma permutacao de linhas.
Considere-se, por exemplo, para a matriz de incidéncia B resultante da particdo de C' em

Cl = (Da 02 = {1}7 03 = {273}7 C’4 = {4’5}a 05 = {6} € Cﬁ = (Da isto éa

S2 S3 S3 S4 S4 Ss

1 11 0 0 0]

000 1 1 1
B —

1 00 1 1 0

(001 1.0 0 1|

Seja C]’~ o subconjunto dos indices das colunas da matriz de incidéncia B’ iguais a s; (j =
1, 2, 3, 4, 5, 6). Para construir uma matriz B’ que difira de B por uma permutacao de
linhas basta escolher os indices por forma a que os subconjuntos C; e C'J/-, com a mesma
cardinalidade, tenham os mesmos elementos. Considerando, por exemplo, C] = Cy, C} = Cs,

C4 = Ch, C) = Cs, CL = Cy e Cf = C5, obtém-se

§1 82 82 S5 S5 S6

(100 0]
0010
onde P = é uma matriz de permutacao.
00 01
| 001 0 0

Consequentemente, das solucoes inteiras nao negativas (z1,x2, 3,3, x2,z1) (ver (5.8)) que
se obtém para o sistema de equacoes lineares (5.7) basta considerar as que satisfazem as
condicoes

$1+$2+l‘3:g, OSJ/‘leQS:L‘gSg. (5.10)

Estas solugoes designam-se por solucoes tipo.
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Analisando a definicao de solugao tipo, ou seja, a igualdade x1 + x2 + 3 = § com 0 < 77 <

ry < 23 < (w3 # 0), verifica-se que

e <1 < L%J, pois o maior valor de z; é atingido quando x1 = z2 = x3 # 0, obtendo-se

_n _n/2 _n.
31’1—2<:>131— 3 = &
e 0 <9 < L% , pois o maior valor de x5 é atingido quando x1 = 0 < z9 = x3, obtendo-se
n

. 2
To + 3 = 5 e, no caso limite de x9 = 3, tem-se 229 = § < 22 = % s

° [%1 < a3 < L%J, pois o maior valor de x3 é atingido quando x; = x2 = 0 obtendo-se

n

xr3 = 5 e o menor valor possivel obtém-se quando x1 = o = w3 # 0.

No inicio da Seccao 5.2 refere-se que a construcao do conjunto parcialmente ordenado (£, <)
por (0,2)-extensdes é iniciada com os grafos minimais, ndo excecionais, de ordens 6 e 8.
Pelo Teorema 4.20, os grafos regulares excecionais da 12 camada tém no méximo ordem 28.
Considere-se, entao, n par tal que 6 <n <24 ex3=5 — (r1+22) €N, com 0 <z <29 <

r3 < 5. O ntimero de solugoes tipo é:

esen==06entao 0 < a1 < a9 <1< 2x3<3, obtendo-se x1 = a2 =0, 21 =0e x9 =1,
e r1 = x93 = 1, o que totaliza 3 solugoes tipo (note-se que x3 se obtém substituindo os
valores de n, z1 e x32);

e sen=8entao 0 <x; <1e0 <z <2 obtendo-se 3 solugdes, como no caso anterior, e
ainda a solucao x1 = 0 e 2 = 2, 0 que prefaz 4 solugoes tipo;

e sen=10entao 0 < x1 <1, 0 < 29 < 2, obtendo-se 4 solugoes, como no caso anterior,
e ainda a solugao x1 = 1 e 9 = 2, 0 que resulta em 5 solugoes tipo;

e Sen=12entao 0 <z < 2,0 < x9 <2, obtendo-se 5 solugdes, como no caso anterior,
e podemos ainda considerar x1 =0 e x2 = 3, x1 = 2 e x2 = 2, logo existem 7 solucoes

tipo.

O nidmero total de solugbes tipo a considerar em fungao do nimero n de blocos (ou, o niimero
n de colunas de uma matriz de incidéncia que é igual & ordem do grafo a extender) de um
design 1 — (4, 2, %) ¢é calculado de forma andloga aos casos apresentados e resume-se na

Tabela 5.1, juntamente com o nimero de solugdes (5.8) determinado em (5.9):
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n blocos % solugbes (5.8) | solugdes tipo (5.10)
6 10 3
8 15 4
10 21 5)
12 28 7
14 36 8
16 45 10
18 95 12
20 66 14
22 78 16
24 91 19

Tabela 5.1: Nimero total de solugoes em funcao do niimero n de blocos do design 1— (4, 2, 5).

5.2.3 Outros casos que resultam em grafos isomorfos

Considere-se apenas as solugoes tipo (5.10) do sistema de equagdes lineares (5.7), ou seja,
(x1, xo, m3, 3, T2, x1) tal que 1 + x93 + x3 = %, z1,22 € Ng, 23 € Ne x; < 20 < z3.
Note-se que as solugoes do sistema tém a primeira componente igual a tdltima, a 22 igual a
pentltima e a 32 igual a quarta, o que significa que uma matriz de incidéncia de um design
1- (4, 2, %) associada a uma qualquer solucao tem tantas colunas iguais a s; como a sg,
tantas colunas iguais a ss como a ss e tantas colunas iguais a s3 como a s4. Observe-se, ainda,
que todos os vetores s; sao constituidos por dois zeros e dois uns (ver (5.5)). Devido a estas
caracteristicas é possivel transformar, através de uma permutacao sobre linhas, o vetor s;
(sg) em sg (s1), ou 0 vetor s2 (S5) em S5 (S2) ou o vetor s3 (s4) em sy (s3). Mais geralmente,
si (1 =1, 2,,3,4, 5, 6) pode transformar-se em s; (j = 1, 2, ,3,4, 5, 6) desde que s; e
s;j existam em igual nimero. Consequentemente, muitas das matrizes de incidéncia obtidas
para o design pretendido resultam em grafos isomorfos obtidos por (0,2)-extensoes, ja que
essas matrizes diferem entre si apenas numa permutagao de linhas (Proposicao 3.3). O que se
pretende é estabelecer condigoes que eliminem, ou pelo menos reduzam, a producao de grafos

isomorfos.

A proposigao seguinte mostra que qualquer matriz de incidéncia B = [b;;] (1 < i < 4,

1 < j < n) associada a uma solugdo tipo, que tenha como primeiro elemento da ultima
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coluna by, = 0, pode ser transformada, através de uma permutacao sobre as suas linhas,
numa matriz de incidéncia B’ = [bgj] associada & mesma solucdo, com b}, = 1, ou seja, com
a ultima coluna igual a um dos vetores s;, i = 1, 2, 3. Além disso, é possivel estabelecer
condicgoes sobre a ordem pela qual aparecem os pares de vetores s; e s7_;, correspondentes a

valores iguais das componentes x; (i = 1, 2, 3) da solucao tipo.

Proposicao 5.9. Se B ¢é uma matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, %), associada
a uma solugao tipo (5.10) do sistema (5.7), entao B pode ser transformada, através de uma
permutacdo sobre as suas linhas, numa matriz B’ associada & mesma solucdo que satisfaz

uma das sequintes trés condigoes:

neC; AN [(3¢ € Cy,Vqe Chd >q) Vv (3¢" € C3,Yq € Cy,q¢" > q)] (5.11)
neCy N [(C]#0=3¢ €C{,Vq€Cgqd >q)

v (E!q" € Vqe Cy,q" > q)] (5.12)
neCy A [(CL#0=3¢ € C,Vqe Cs,q >q)

V(Cy #£0=3¢" € Cy,Vq € CL,q" > q)] (5.13)

onde Cl, comi=1, 2, 3,4, 5, 6, é o subconjunto dos indices das colunas de B’ iguais a s;.

Demonstragao. Seja B uma matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, %) que se obtém

da solugao (z1, x2, x3, 3, x2, x1) do sistema (5.7) tal que 0 < z; < x93 < 23 < §
com 1,72 € Ng e x3 € N. Entao B tem z; colunas iguais a s; e x; colunas iguais a s7_;,
i=1, 2, 3.

Seja C;, com i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, o subconjunto dos indices das n colunas da matriz de
incidéncia B iguais a s;. Se B nao verifica nenhuma das condigoes (5.11), (5.12) ou (5.13),
entao a ultima coluna de B é diferente de s1, de s9 e s3, ou seja, n ¢ C1 UCyUCs3. Em seguida
mostra-se que a partir de B é possivel construir uma matriz de incidéncia B’ que verifica uma
das condigoes (5.11), (5.12) e (5.13) e que difere de B por uma permutagao de linhas.

Caso 1: Se n € Cy, como |Cy| = |C3] = z3, entao constroi-se a matriz de incidéncia B’ por

forma a que C% = Cy e C') = C3, obtendo-se assim n € Cf, ou seja,
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S3 S4 Sq S3
[ 0] .0 1]
0 1 1 0
B = e B'=
0 1 1 0
1 --- 0 e 0 -1

Consequentemente, B = P,B com i € {1, 2}, onde

(0010 0] (0001 0]

1000 000 1
P1: ePQZ

000 1 1000

(001 0| (010 0|

Note-se que B’ é uma matriz de incidéncia associada & mesma solu¢ao do sistema pois a
aplicacao destas matrizes de permutacao a B traduzem-se por trocas entre colunas com vetores

si e s7—; (i =1, 2, 3) que existem em igual nimero, z;, nas matrizes B e B’:

e P, mantém inalteradas as colunas iguais a s1 e s¢ (C] = C1 e Cf = Cp), troca as colunas
sy com s5 (Cf = Cy e C4 = C5) e, conforme o pretendido, troca as colunas sz com as
S4 (Cé = 04 e Cfl = 03).

e P, mantém inalteradas as colunas iguais a sy e s5 (CL = Cy e C) = (), troca as colunas

s1 com sg (C] = Cg e Cf = C1) e troca as colunas sz e s4 (C4 = Cy e C) = C3).

Falta mostrar que B’ satisfaz a 22 parte da condic¢ao (5.13) do enunciado, ou seja, que B’

verifica, pelo menos, uma das condicoes:

(i) se a matriz de incidéncia tem uma coluna s;, entao pelo menos uma delas estd a direita
de todas as colunas sg,
(ii) se a matriz de incidéncia tem uma coluna sg, pelo menos uma delas esta a direita de

todas as colunas ss.

Para garantir que a 22 parte da condicao (5.13) se verifica, tem que se voltar a analisar as

matrizes de permutacao P; e P,. Se B verifica a condigao (i), ao escolher-se a matriz de
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permutacao P; obtém-se uma matriz B’ que também satisfaz esta condi¢ao. Se B verifica a
condicao (ii), escolhendo a matriz de permutagdo P, obtém-se uma matriz B’ que também
satisfaz esta condicao.

Se B tem uma coluna sg a direita de todas as colunas s; e uma coluna ss5 a direita de todas as
colunas sg, escolhendo P; obtém-se uma matriz B’ que verifica (ii) e escolhendo P, obtém-se
uma matriz B’ que verifica (i).

Observe-se que se C1 = () e Co # (), ndo existem em B colunas iguais a s;. Para obter
uma matriz B’ que satisfaga a 22 parte da condicao (5.13) aplica-se a B a matriz P, ou P,
consoante B satisfaca ou nao a condicao (ii), respetivamente.

Por ltimo, se C; = Cy = (), B tem apenas colunas s3 e s4 e, se n € Oy, qualquer uma das

matrizes P; ou P transforma B numa matriz B’ que verifica a condi¢ao (5.13).

Caso 2: Se n € (3, como |C5| = |Ca| = x2, constroi-se a matriz de incidéncia B’ por forma

a que C) = C5 e CL = Cy, obtendo-se assim n € CY, ou seja,

52 S5 S5 52
[ 1 ... 0_ -... 0o --- 1_
0 1 1 0
B = e B =
1 0 0 1
0 1 1 0

Consequentemente, B’ = P,B, com i € {1, 2}, onde

01 00 0 0 01

1 0 00 0010
Plz eP2:

0 001 0100

| 00 1 0 | 1.0 0 0

A matriz de permutacdo P; mantém inalteradas as colunas iguais a s; e sg e as colunas s3
trocam com as colunas sy, pelo que C% = Cy e C) = C5. Aplicando a matriz de permutacao
P;, as colunas iguais a s3 ou s4 permanecem inalteradas e as colunas s; trocam com as colunas
se, pelo que C1 = Cg e Cf, = C}.

A 22 parte da condi¢ao (5.12) do enunciado requer que B’ satisfaca, pelo menos, uma das

seguintes condicoes:
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(i) se a matriz de incidéncia tem uma coluna s, entao pelo menos uma estd a direita de
todas as colunas sg,
(ii) na matriz de incidéncia existe pelo menos uma coluna s3 a direita de todas as colunas

S4.

Se B verifica a condigao (i) ou a condigao (ii), ao escolher-se a matriz de permutacao P; ou
a matriz de permutacao P, respetivamente, obtém-se uma matriz B’ que também satisfaz a
mesma condigao.

Se C} # ) mas B nao satisfaz (i) nem (ii), escolhendo a matriz de permutagdo P; ou a matriz
de permutacao P» obtém-se uma matriz B’ que verifica (ii) ou (i), respetivamente.
Observe-se que se C = () nao existem em B colunas iguais a s1. Para obter uma matriz B’ que
satisfaca a 22 parte da condic¢ao (5.12), ou seja, que verifique a condigao (ii), aplica-se a B a

matriz de permutagao P, ou P, consoante B satisfaca ou nao a condicao (ii), respetivamente.

Caso 3: Se n € Cg, como |Cg| = |C1]| = x1 constroi-se a matriz de incidéncia B’ de forma
a que C1 = Cg e C;, = C1, obtendo-se assim a ultima coluna da matriz B’ igual a sy, isto é,

n € C1, ou seja,

S1 S6 S6 S1
[ 0 .0 1]
1 0 0 1
B — e B/ =
0 1 1 0
0 1 1 0

Consequentemente, B’ = P,B, com i € {1, 2}, onde

(000 1 0] (000 0 1]
000 1 0010
1000 0100
(0100 (1000

sao matrizes de permutacao.
Ao escolher Pp, as colunas iguais a so e s5 permanecem inalteradas e as colunas iguais a
s3 trocam com as colunas iguais a sy, pelo que C4 = Cy4 e C) = C5. Escolhendo P, as

colunas iguais a s3 e s4 permanecem inalteradas e as colunas iguais a so trocam com as



64 Capitulo 5. Construgao recursiva dos grafos regulares excecionais por (k, T)-extensoes

colunas iguais a s5, pelo que C) = C5 e C; = Cy. De forma andloga ao efetuado para os
casos anteriores, verifica-se que se a matriz B nao satisfaz a 22 parte da condigao (5.11)
do enunciado, escolhendo adequadamente uma das matrizes de permutacao, P; ou P, e
aplicando-a a B, obtém-se uma matriz B’ que verifica a condi¢ao (5.11) e que difere de B

apenas por uma permutacao de linhas.

Caso 4: Sen € Cy oun € Cy oun € Cs e nao se verifica a 22 parte da respetiva condigao
(5.11), (5.12), (5.13), entao, para cada um destes trés casos, basta escolher, respetivamente,

a matriz de permutacgao:

0100
1 0 00
e P= que mantém inalterado o vetor s; (s¢) mas transforma s5 (s2) em
0 0 01
001 0|
S92 (85) € s4 (s3) em s3 (s4);
0010
0 0 01
e P= que mantém inalterado o vetor sy (s5) mas transforma sy (s3) em
1 0 00
|01 .0 0|
s3 (s4) e, caso existam,transforma os vetores sg (s1) em s1 (S¢);
0100
1 0 00 )
e P = que mantém inalterado o vetor ss (s4) mas transforma, caso
0 0 01
00 1 0]

existam, os vetores sg (s1) em s1 (sg) e s5 (s2) em s2 (s5).

No caso particular de a solugao tipo (5.10) ter quatro componentes iguais, isto é, 1 = z2 ou
To = x3, € possivel transformar qualquer matriz de incidéncia B, que satisfaz as condigoes
da Proposicao 5.9, por aplicacao de uma permutacao sobre as suas linhas, numa matriz B’
associada & mesma solugdo, cuja ultima coluna é igual ao vetor s; (caso x; = x3) ou s3

(caso xg = x3). Além disso, se B tem alguma coluna s, entdo B’ tem uma coluna sg &
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direita de todas as colunas iguais a s5. Se a solugao tipo verificar ainda xz; = x3 (neste
caso 1 = x3 = x3 # 0), é possivel transformar qualquer matriz de incidéncia B associada a
solucao, por aplicagao de uma permutagao sobre as suas linhas, numa matriz de incidéncia
B’, associada & mesma solucao, onde a tltima coluna é igual ao vetor s3, a pentltima coluna
¢é igual a um dos vetores so ou s3 ou s4 e, além disso, existe uma coluna igual a sy que esta a

direita de todas as colunas iguais a ss.

O corolario seguinte formaliza estas propriedades associadas as solucgbes tipo com quatro

componentes iguais e com as seis componentes iguais.

Corolario 5.10. Seja B uma matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, g) associada a
uma solugao tipo (r1, T2, x3, T3, T2, 1) do sistema (5.7). Se B wverifica uma das condigoes

(5.11), (5.12) ou (5.13) da Proposi¢io 5.9 e

(a) 11 = 29 < x3 ou 1 < x9 = w3, entdo existe uma matriz de permutacao P tal que

B’ = PB € uma matriz de incidéncia associada a mesma solucdo e
(neClUCy) A (Cy#0 =3¢ € Cy,Yq e CL,q >q); (5.14)

(b) ©1 = x9 = w3 # 0, entdo existe uma matriz de permutacao P tal que B = PB € uma

matriz de incidéncia associada a mesma solucdo e

(neCi)A(n—1€CUCUCY A (3¢ € Cy, Vg€ Chq' > q); (5.15)

onde C{ é o subconjunto dos indices das colunas de B’ iguais a s;, parai=1, 2, 3, 4, 5, 6.

Demonstragdao. (a) Seja B uma matriz de incidéncia de um design 1— (4, 2, %) que se obtém
da solucao (x1, w2, x3, x3, x2, x1) do sistema (5.7) e que verifica uma das condigdes
(5.11), (5.12) ou (5.13) da Proposigao 5.9. Entao B tem z; colunas iguais a s; e z; colunas
iguais a s7—;, 1 =1, 2, 3.

Seja C;, com i =1, 2, 3, 4, 5, 6 o subconjunto dos indices das n colunas da matriz de
incidéncia B iguais a s;.

Caso 1: Se n € Cy (B verifica (5.12)) e 1 = z2 < x3, a matriz de incidéncia B tem a
ultima coluna igual ao vetor so e o nimero das colunas iguais a so € igual ao niimero das

colunas s1. Entéo, a matriz B’ = P,B (i € {1,2}), onde
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(100 0] (00 1 0]

0010 100
P1: eP2

0100 00 0

(000 1| (010 0]

sao matrizes de permutacao que transformam B numa matriz de incidéncia B’ com a

ultima coluna igual a s1 (n € CY).

e Py troca os vetores sy com s; (C] = Cy e Cy = C) e os vetores sg com s5 (Cf = Cp
e Cy = Cs), mantendo os vetore s3 e s4 (Cy = C3 e C) = Cy);
e P, transforma os vetores sy em s; (C] = C3), os vetores s; em s5 (Cf = (), os

vetores s5 em s¢ (Cf = C5), 0s vetores sg em sy (Ch = C) e troca os vetores sg com

S4 (Cé = 04 € Czi = 03)

Para verificar a 2% parte da condigao (5.14) analisemos de novo as matrizes de permutacao

Pl (§] PQ.

e Se existe em B uma coluna igual a s; a direita de todas as colunas iguais a sg, entao
B’ = P, B verifica a condigao (5.14);
e Caso contrario, existe uma coluna igual a sg a direita de todas as colunas iguais a

s1, entdo B’ = P, B verifica a condicao (5.14).

Caso 2: Se n € Cy (B verifica (5.12)) e x; < x2 = z3, a matriz de incidéncia B tem a
ultima coluna igual a s2 e 0 nimero das colunas iguais a s2 é igual ao nimero das colunas

s3. Entao, a matriz B’ = P;B (i € {1,2}), onde

10 00 0010

0100 0 001
P1: GPQZ

0 001 0100

| 00 1 0 |10 0 0]

sao matrizes de permutacao que transformam B numa matriz de incidéncia B’ com a

ultima coluna igual a s3 (n € C%).

e Py troca os vetores sy com sz (C4 = C3 e C4 = Cy) e os vetores s4 com s5 (C) = C5

e Cf = Cy), mantendo os vetores s1 e sg (C] = Cy e Cy = Cs);
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e P, transforma os vetores sy em s3 (C4 = C3), os vetores s3 em s5 (Cf = C3), os

vetores s5 em s4 (C) = C5), 0s vetores s4 em sy (Ch = Cy) e troca os vetores s; com

S6 (Ci = CG e Cé = Cl)

Para verificar a 2* parte da condigao (5.14) analisemos de novo as matrizes de permutagao

P1 e PQ.

e Se existe em B uma coluna igual a s3 a direita de todas as colunas iguais a sy, entao
B’ = P, B verifica a condigao (5.14);
e Caso contrario, existe uma coluna igual a s4 a direita de todas as colunas iguais a

s3, entdo B’ = P, B verifica a condigao (5.14).

Caso 3: Se n € () (B verifica (5.11)) e nao existe ¢ € Co,Vq € C5,¢' > ¢, entao

01 00
) N 1 0 00 ) o
B’ = PB com matriz de permutacao P = , verifica a condicdo (5.14),
0 001
00 1 0

pois a matriz de permutacao P mantém inalteradas as colunas iguais a s1 e s (C] = C4
e Cg = Cg), troca as colunas iguais a s com s5 (C) = Cs e Cf = Cs) e troca as colunas
s3 com s4 (C% = Cy, C) = Cs).

Caso 4: Se n € Cs (B verifica (5.13)) e nao existe ¢ € C3,Vq € Cs,q¢' > ¢, entdo B’ =

0 001
0 010
PB, com P = , verifica a condigao (5.14), pois a matriz de permutagao
0100
10 00

P mantém inalteradas as colunas iguais a s3 e s4 (C = C3 e C) = Cy), troca as colunas

s1 com sg (C] = Cg e Cf = C1) e troca as colunas sg com s5 (C4 = Cs, Cf = Cy).

Observe-se ainda que, se z1 = 0 (C; = 0) ou 1 = 3 = 0 (C; = Cy = (), entdo
n e Cy=Cse seCh # 0, existe ¢ € C4,Vqg € CL, ¢ > ¢, como ja foi verificado
anteriormente.

Assim, se a solugao é da forma (x1, x1, x3, x3, 1, 1) ou (z1, =3, T3, T3, T3, 1) € satisfeita

a condicaio n € C{UCE A (C4 # 0 = 3¢ € C4,Vq € CL, ¢ > q).

(b) Seja B uma matriz de incidéncia de um design 1 — (4,2, %) que se obtém da solucao
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(x1, x1, =1, 1, ®1, 1) do sistema (5.7). Note-se que, neste caso, r1 = 3 € x93 = 3.
Consequentemente pode considerar-se que B verifica a condi¢ao (5.14), ou seja, n €
C1UC3 ese Cy # 0, entao d¢' € Co,Vq € Cs,q > q.

Se n ¢ Cs, entao n € C1, ou seja, a matriz de incidéncia B tem a iltima coluna igual a
10 00

0 0 01

s1. Fazendo B"” = P;B com P} = , as colunas iguais a s; trocam com as
0 01 0
01 0O

colunas s3, as colunas sg trocam com S4, mantendo inalteradas as colunas S e s5. Note-se
que x1 = x93 = x3 e portanto, |C1| = |Cy| = |C3| = |Cy| = |C5| = |Cg|. Desta forma, B” é
uma matriz de incidéncia associada & mesma solucao que B, com a ultima coluna igual
a s3 e onde a coluna mais a direita igual a so tem indice superior a qualquer dos indices
das colunas iguais a ss.

Analisemos entao a pentiltima coluna da matriz B”:

e Se a matriz B” tem a pentiltima coluna igual a s3, sy ou sy4, entdo verifica (5.15) e
B/ — B//

e Caso contrario, a pentltima coluna de B” é igual a s; ou sg. Observe-se que nao
pode ser igual a s5 porque B verifica a condigao (5.14) e P mantém inalteradas as
colunas iguais aos vetores ss e s5, logo a tltima coluna é igual a s3 e todas as colunas

iguais a s5 estao a esquerda de uma coluna igual a ss.

— Sen —1 € (4, ou seja, a peniltima coluna é igual a s1, entao B’ = P, B” com

(100 0
0 010
P, = , isto é, B' = (P,P,)B. Esta permutacao nao altera ss
01 00
0 0 01

(ﬁltima_ coluna da m_atriz) e como a penultima coluna fica igual a sg, todas as
colunas s5 aparecem & sua esquerda, logo B’ verifica a condigao (5.15).

— Se n—1 € Cg, ou seja, a penultima coluna for igual a sg, entao B’ = P3B”

00 0 1
i 0100
com matriz de permutacdo P3 = , isto é, B’ = (P3P;)B. Esta
0010
i 1 0 0O ]
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permutacao nao altera a ultima coluna, igual a s3, e como a pentultima coluna
fica igual a so, todas as colunas s5 aparecem A sua esquerda, logo B’ verifica a

condicao (5.15).

Em qualquer dos casos descritos a matriz de incidéncia B’ obtém-se por uma permutacao

sobre as linhas de B. O

5.2.4 Algoritmo

Nesta secgao propoe-se um algoritmo para construir o conjunto parcialmente ordenado (£, <)

que contém os 163 grafos regulares excecionais da 12 camada.

A construcao de um grafo regular excecional G, 11, de ordem n, por uma sequéncia de (m+1)
(0,2)-extensodes, a partir de um grafo minimal Gy € L, reduz-se a construgao de matrizes
de incidéncia B,, de designs 1 — (4, 2, %) De acordo com o Corolério 5.3, Gy,4+1 admite

uma (m + 2)-particao equilibrada. Considerando n; como sendo a ordem do grafo minimal

Go, a matriz de incidéncia B, (ver (5.3)) ¢ partida em m = *7* — 1 matrizes de incidéncia
B%), i=1,---,m, de designs 1 — (4, 2, 2) e uma matriz de incidéncia By(r?) de um design

1—(4, 2, p), onde p = 4 (note-se que 2n; = 4p).

Para construir a matriz B,,, consideram-se as solugoes tipo definidas em (5.10) e as condigoes

estabelecidas na Proposicao 5.9 e Corolario 5.10.

As solugdes tipo (z1, z2, 3, x3, T2, 1) do sistema de equagdes lineares (5.7) associadas as

matrizes de incidéncia B,, = Bfnm) Bgnm_l) . Bg) B,,SS,’) sao determinadas pelas solugoes
n1
XO = (‘Tl(n T2p, L3y L3095 L2 xlo)u com 7y, + x2, + T3, = 77 (516)

associadas as submatrizes de incidéncia B,S?) de designs 1 — (4, 2, %), e pelas solugdes

Xi = (x1,, 2, x3,, T3,, Ta,, T1,), COM T1, + Ta, + T3, = 2, (5.17)

associadas as submatrizes de incidéncia B7(,? de designs 1 — (4, 2, 2) (i=1,---,m), tais que
m m

S Xi+Xo=Y (z1,, 3, ¥3,, T3, Ta,, T1,) = (1, T2, T3, T3, T, 1), (5.18)
i=1 i=0

com x1 + T2 + 73 =g e x; < w3 < T3,
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Exemplo 5.11. Considere-se a construc¢ao de uma cadeia de grafos de £ por (0, 2)-extensoes

que induzem partigoes equilibradas, em que o grafo minimal é Gy = 3K5, pelo que

(001000 0]
100000
A3K2:000100
001000
000001
(0000 10|

Seja G1 € L o grafo 3-regular de ordem 10 que se obtém de Gy por uma (0, 2)-extensao que
induz uma particao equilibrada. Para determinar uma matriz de incidéncia B de um design
1— (4, 2, 3), considera-se uma solugao tipo (5.10) do sistema de equagoes lineares (5.7), isto
é, uma solucao (x1, x2, T3, T3, T2, r1) com x1 +x2+x3 = 3 e x1 < x5 < x3 < 3. Considere-se,
por exemplo, 1 = 0, x3 = 1 e z3 = 2. A matriz de incidéncia B tem como colunas x;
vetores s; e x; vetores s7_;, com ¢ = 1, 2, 3, que sao os vetores caracteristicos dos blocos de
um design 1 — (4, 2, 3) e estao descritos em (5.5). Uma matriz B associada a solugdo tipo
x1 =0, 290 =1ex3 =2 tem uma coluna so, uma coluna ss, duas colunas s3 e duas colunas sy4.
Considere-se um 6-tuplo com os indices destes vetores, por exemplo 544332, e determine-se
um arranjo destes indices nas condigoes da Proposi¢ao 5.9 e do Corolario 5.10. Para que o

grafo G resultante da (0, 2)-extensao pertenca a L1, o arranjo das colunas de B tem que ser
Oy B

feito por forma a que o menor valor préprio da matriz de adjacéncia Ag, =
BT Ak
2

seja igual a —2.
Considerando o 6-tuplo 443352, resultante de um arranjo dos indices dos vetores s;, associado

a solucao r1 =0, x2 = 1 e x3 = 2, obtém-se a matriz de incidéncia

84 S84 83 83 S5 S2

(00001 1 0 1]
1 1 0 0 1 0 que d4a origem a matriz de adjacéncia
T 00 0
i 0 0 1 1 1 O |
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0000001101
00001 10O010O0
00001 1 0O0O01
00 00/0O0T1T1T1FPO
Ag, = 01 10/01O0O0O0O0
01101 0O0O0O0O0
100 1{0 0 0 1 0O
100 1{0 0 1 0 0 O
010 1/0 0 0 0 01
| 1 01 00 0 0 0 1 0]

que corresponde ao grafo G isomorfo ao grafo regular excecional Z; representado na Figura

5.1.

O grafo G; admite uma biparticdo equilibrada 7 = (V(H),V(Gp)) com matriz quociente
0 3

AG T =
v 2 1

Considere-se, agora, a construcao de um grafo 5-regular Gy € L1, de ordem 14, através de
uma (0, 2)-extensao que induz uma partigao equilibrada do grafo G;. Pelo Teorema 2.5 um

design 1 — (4, 2, 5) tem 10 blocos. Logo, a matriz de incidéncia B; tem dimensao 4 x 10 e

admite a seguinte particao em blocos By = [B%l) Bgo)] onde B§l) ¢ a matriz de incidéncia
de um design 1 — (4, 2, 3) e BEO) é a matriz de incidéncia de um design 1 — (4, 2, 3).

) - . R - . C A 1)
O conjunto das solugoes X7 associadas a construcao da matriz de incidéncia B§ )¢

{(270?070707 2)7 (07 27 07 07270)7 (070’ 2’ 2’ 07 0)7 (171?0707 17 1)7 (1707171707 1)7 (07 17 ]" ]"]"0)}7

(0)

enquanto o conjunto de solugoes Xy associadas a construcao da matriz de incidéncia B’ é

{(0,1,2,2,1,0), (0,2,1,1,2,0), (1,2,0,0,2,1), (2,1,0,0,1,2), (1,0,2,2,0,1), (2,0,1,1,0,2),

(1,1,1,1,1,1), (0,0,3,3,0,0), (0,3,0,0,3,0), (3,0,0,0,0,3)}.

Assim, para obter, por exemplo, a solugao tipo (1,1, 3, 3,1, 1) associada & matriz de incidéncia

Bj, devem ser escolhidas solugoes X; e X que satisfacam a igualdade (5.18), isto é,

Z}:O X’L - Z}:() (331,“ XL2;5 L3,y L3;y T2, xli) - (17 153535 ]-a 1)
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Existem 3 possibilidades para obter a solugao tipo (1,1,3,3,1,1):

e X;=(1,1,0,0,1,1) e Xp = (0,0,3,3,0,0);

e X1 =(0,1,1,1,1,0) e Xo = (1,0,2,2,0,1);

e X;=(1,0,1,1,0,1) e Xo = (0,1,2,2,1,0).
Note-se que as solugoes Xy e X7 nao tém que ser solucoes tipo, mas a solucao que resulta da
soma destas, e que estd associada a determinacao da matriz de incidéncia By de um design

1— (4, 2, 5), tem de ser uma solucao tipo.

Considere-se (1,1,3,3,1,1) = (0,1,1,1,1,0) + (1,0,2,2,0,1). Para determinar as matri-
zes de incidéncia B;l) e B%O) consideramos arranjos com repeticao dos indices ¢ das colu-
nas s; de acordo com as solugoes X; e X, por forma a que a sua concatenacao verifi-
que a condicoes da Proposicao 5.9 e do Coroldrio 5.10. Por exemplo, a concatenacao da
sequéncia 5432, relativa a solugao (0,1,1,1,1,0), com a sequéncia 644331, relativa a solucao
(1,0,2,2,0,1), resulta na sequéncia 5432644331, relativa a solugao (1,1,3,3,1,1). Uma
vez que esta solucdo tipo tem 4 componentes iguais (z; = zg = 1) verifica-se a condicdo
neClUC,A(ChL#0= 3¢ € C),Vq e CL,q > q) do Coroldrio 5.10. Se o grafo resultante

G2 (ver Figura 5.3) tiver menor valor préprio -2 (como é o caso do grafo escolhido para este

exemplo), entdo faz parte de L.

0000100 1/00011 1]
0000011011010 0
0000001 1/1 1100 0
00001 100/00101°1
1001/0000/00T1101
010 1/0000[1 100710
01 10[0000/1 10001
4= 1 01 0looo0o0loo 111 0
01 10]/01 10010000
01 10[0110/10000 0
001 1|1 00 1/000 10 0
1 100[1 00 1|00 1000
100 1/0101/00000 1
100 1[1 01 0[0000 10

Figura 5.3: Matriz de adjacéncia e grafo G5 isomorfo ao grafo 31 da Figura 5.8.
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A Tabela 5.2 resume o nimero total de matrizes de incidéncia dos designs 1 — (4, 2, §) que
permitem obter grafos Gy, +1 € L1, por uma (0, 2)-extensao de G,,, em fun¢do do nimero de

blocos, considerando os varios métodos para reduzir a construcao de grafos isomorfos.

A primeira coluna da tabela refere-se ao niimero de blocos n (a ordem do grafo G, a estender).
Na 22 coluna tem-se o nuimero total de matrizes de incidéncia associadas a todas as solugoes
(5.8) do sistema de equagoes lineares (5.7). Na 32 coluna consideram-se apenas as solugoes
tipo (5.10), ou seja, as solugdes do sistema que verificam x1 + x4+ x5 = 5, com ] < x2 < T3.
Na 42 coluna considera-se o nimero de matrizes de incidéncia associadas a solucoes tipo e que
satisfazem as condigoes da Proposicao 5.9 e do Corolario 5.10. Na 52 e tltima coluna tem-se
o nimero de matrizes obtido quando se acrescenta, ao caso descrito na 42 coluna, o facto das
matrizes de incidéncia resultarem da concatenagao de varias submatrizes (ver (5.3)), relativas

a particao equilibrada.

blocos solucao tipo Prop. 5.9 ¢
. sem restricao R Cor. 5.10 (m + 2)-parti¢ao equilibrada
6 1860 920 91 91 (m = —1)
8 44730 13790 2520 2520 (m = —1)
10 1172556 359352 62181 8790 (m = 0) 62181 (m = —1)
12 32496156 12254 088 1508703 186375 (m = 0) 1508703 (m = —1)
14 936369720 268399560 48866532 762840 (m = 1) 5422788 (m = 0)
16 27.770e+009 | 7.8333e+009 | 1.4289e4+009 | 18220230 (m = 1) | 148642956 (m = 0)
18 84.209e4-010 | 27.837e+010 | 3.8991e+010 62707176 (m = 2)
20 25.989e+012 | 7.0310e+012 | 1.3138e+012 1606061520 (m = 2)
22 81.369e+013 | 21.688e+013 | 4.0816e+013 5.9423e+009 (m = 3)
24 25.780e+015 | 7.8512e+4015 | 1.1907e+015 1.4884e+011 (m = 3)

Tabela 5.2: Nimero total de matrizes de incidéncia produzidas para construir o grafo G,,+1

em fungao do nimero de blocos do design 1 — (4, 2, 7).
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Da aplicacao do algoritmo que a seguir se descreve, verifica-se que existem dois grafos regulares
excecionais da 12 camada que nao resultam da extensao dos grafos minimais de ordem 6 ou
8, mas da extensao do grafo linha desconexo L1, de ordem 10, e do grafo linha Lo, de ordem

12, representados na Figura 5.4.

Ll L2

Figura 5.4: Grafos linha minimais L1 e Lo.

Da (0, 2)-extensao dos grafos linha Ly e Ly resultam grafos regulares excecionais de ordem 14
e 16, respetivamente, que por sua vez dao origem, por uma (0, 2)-extensao, a grafos regulares
excecionais de ordem 18 e 20, respetivamente. Mas estes grafos de ordem 18 e 20 sao isomorfos
a grafos que se obtém por uma sequéncia de (0, 2)-extensoes dos grafos linha minimais de
ordem 6 e 8, respetivamente. Devido a existéncia do grafo minimal L; existem grafos de
ordem 14 que se obtém a partir do grafo minimal 6 ou por uma extensao de L;. E, devido a
existéncia do grafo minimal Lo, existem grafos de ordem 16 que se obtém por uma sequéncia
de duas extensoes de um grafo minimal de ordem 8 ou por uma extensao do grafo Ly. Estas
construgoes dao origem a producao de um maior nimero de matrizes de incidéncia, nameros

que sao apresentados na ultima coluna da Tabela 5.2.

Os célculos necessarios a obtencao dos resultados apresentados na Tabela 5.2 bem como uma
breve analise ao esfor¢o computacional do algoritmo que a seguir se propoe encontram-se no

Apéndice A.1.

O Algoritmo 1 descreve mais formalmente os procedimentos a seguir na construgao dos grafos
regulares de (L1, =). Seja G,,, o conjunto dos grafos regulares de ordem 4m-+mny. O Algoritmo
1 determina o conjunto G,,+1 dos grafos G,,+1 que se obtém de G € G, por (0, 2)-extensoes
que induzem (m + 2)-parti¢oes equilibradas. Para cada G € G,,, succ(G) denota o conjunto

dos sucessores do grafo G.
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Algoritmo 1 Construgao dos grafos de (L1, <), de ordem n + 4, que se obtém por (0, 2)-

extensoes que induzem (m + 2)-particoes equilibradas dos grafos de ordem n.
DADOS: O conjunto dos grafos G,,, de ordem n = 4m + n;.

RESULTADOS: O conjunto dos grafos G,,+1 e lista dos conjuntos dos sucessores de succ(G).
1: Determina o conjunto Sy das solugdes Xo = (21, T2y, T3,, T30, T20, *1,) definidas por (5.16).
2: Determina o conjunto S; das solugées X; = (z1,, x2,, «3,, T3,, T2,, x1,) definidas por (5.17).
3: Determina o conjunto S de todos os arranjos das solugoes tipo X = [X,, - -+ X1 Xo] que verificam

(5.18).

4: Fazer Gpi1:=10

5: Para Cada G € G,, Fazer succ(G) := () FimFazer.

6: Para Cada X € § Fazer

7: Seja b = [by -+ by bp] um (4m + nq)-uplo resultante da concatenacao dos m 4-uplos b; (i =
1,---,m) e um nj-uplo by. Em cada 4-uplo b; (i = 1,---,m) existem z;, entradas iguais a

j=1,2,3 e z;, entradas iguais a 7 — j e no n;-uplo by existem z;, entradas iguais a j =1,2,3 e

x;, entradas iguais a 7 — j.

i

Para Cada (m + 1)-uplo p = [p;m -+ p1 po] que se obtém de b onde p; é uma permutagio de
b; Fazer
9: Se p verifica as condigoes da Proposicao 5.9 e Corolério 5.10
10: Entao construir a matriz de incidéncia B com os vetores caracteristicos s; e s7—; (5.5)

definidos pelas entradas do 4m 4+ ni-uplo p.

0, B
11: Para G € G,,, Fazer Ag =
BT Ag
12: Se Anin(G’') = —2 Entao
13: Se G’ nao é isomorfo a algum grafo de G, 11
14: Entao gm+1 = gm+1 @] {G/} e
succ(G) = succ(G) U {G'}.
15: Sendo Se G' 2 G” € G, +1 Entao suce(G) := suce(G) U{G"}
16: FimSe
17: FimSe
18: FimFazer
19: FimSe

20: FimFazer

21: FimFazer
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5.3 Construgao dos grafos regulares excecionais da 22 camada

por (0, 2)-extensoes

Utilizando a técnica de construcao por (k,7)-extensoes descrita no Capitulo 3, pretende-
se agora construir o conjunto parcialmente ordenado (Lq,=<) dos grafos regulares G’ com
Amin(G') > —2 que se obtém por uma (0, 2)-extensdo de G, fazendo G’ = H @ G tal que
G é um grafo r-regular de ordem n < 27, com r = %” — 2 (ver Teorema 4.20), e H é um
grafo nulo (0-regular) de ordem 3. Recorde-se que o conjunto L9 inclui os grafos excecionais
da 22 camada. Desta forma (V(H),S) define um design 1-(3, 2, 2*). Os grafos regulares
excecionais da 22 camada de menor ordem s@o os grafos de ordem 9 e regularidade 4, da
Figura 5.5. Estes grafos obtém-se por uma (0, 2)-extensao de tamanho 3 do grafo linha Cg
(subgrafo induzido pelos vértices representados pelos circulos pequenos no grafo da esquerda
na Figura 5.5) e do grafo desconexo 2K3 (subgrafo induzido pelos vértices representados pelos
circulos pequenos no grafo da direita na Figura 5.5). Para construir o diagrama de Hasse que
representa o conjunto parcialmente ordenado Lo, considera-se os grafos r-regulares de ordem
2n

n, com r = 5 — e b <n<27.

Figura 5.5: Grafos regulares excecionais minimais da 22 camada.

A matriz de adjacéncia dos grafos G’ de ordem |S| + |[V(G)| = 3 + n e regularidade r =

@ —-2= %" que se obtém por uma (0, 2)- extensao do grafo G de ordem n e regularidade

2?"—Qéda forma
Ay B

BT Aq

AG’/ —

onde Ay é a matriz de adjacéncia do grafo H, isto é, a matriz nula de ordem 3, Ag é a
matriz de adjacéncia do grafo G de ordem n e B é uma matriz de incidéncia de um design

1-(3,2,2).
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De facto, para construir cada matriz de adjacéncia do grafo G’ = H & G ¢é preciso determinar

uma matriz de incidéncia de um design 1 — (3, 2, %"), com 3 linhas e n colunas.

5.3.1 Construgao das matrizes de incidéncia de um design 1 — (3, 2, %”)

Seja H = 3K; com V(H) = {v1,v2,v3}. Recorde-se (ver Subsecgao 5.2.1) que S é uma familia
de subconjuntos de V(H) cada um dos quais com 7 = 2 elementos, logo S C {51, S2, S3} onde

51,92, 53 representam todos os subconjuntos de 2 elementos de S e

1 1 0
s1=111|,80=]|0]|ess=1|11]. (5.19)
0 1 1

sao os respetivos vetores caracteristicos.

Cada matriz de incidéncia dos designs (V(H),S) tem como colunas os vetores de forma a
que cada vértice de G seja adjacente a dois vértices de V(H) e cada vértice de V(H) apareca
em %” blocos. O ntmero de colunas de B iguais a cada um dos vetores caracteristicos acima

indicados pode ser determinado pelas solugoes inteiras nao negativas do sistema de equagoes

lineares
110 1 Zn
101 zp | = | &
01 1]/ as Zn

Além disso, o numero total de blocos é n, isto é, a ordem do grafo G, logo temos ainda que
x1 + 2 + x3 = n. No entanto, esta equacao é desnecessaria, pois resulta da soma das 3

equacoes do sistema. Note-se que o sistema

1+ T2 = 2@”
xr1 +2x3 = Z?n (5.20)

$2+1‘3:§

tem uma unica solucgao (%, T %), com 6 < n < 27. Para construir uma matriz de incidéncia

de um design 1 — (3, 2, %”) consideram-se % colunas da matriz iguais a s;, 1 = 1, 2, 3.
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Exemplo 5.12. A solugao (2, 2, 2) significa que existem matrizes de incidéncia de designs

1—(3, 2, 4) com 6 blocos (ver Teorema 2.5), que tém 2 colunas iguais a s;, i = 1, 2, 3, onde

1 1 0
S1 = 1 , 89 = 0 e S3 = 1
0 1 1

110101

Desta forma obtém-se, por exemplo, a matriz deincidéncia | 1 1 1 0 1 0 | oua matriz

@)

01111
111010

de incidéncia | 1 1 0 1 0 1 | que resulta de uma outra disposicao dos vetores s; nas

001111

colunas da matriz.

Note-se que a partir da solucao do sistema (5.20), podem ser construidas diferentes matrizes

de incidéncia que diferem entre si pela disposicao das colunas s;, ¢ = 1, 2, 3, na matriz.

Sejam Bj e By duas matrizes de incidéncia associadas a uma solugao do sistema (5.20), que
diferem entre si por uma permutacao de linhas. Da Proposicao 3.3, os grafos G; e G2 que se

obtém por uma (0, 2)-extensao de G com matrizes de adjacéncia, respetivamente,

0 Bl 0 B2
Ag, = e Ag, = ,
B @ B @

sao isomorfos.

Exemplo 5.13. Considere-se o grafo G = 2K3 de ordem 6 e regularidade 2, com matriz de

adjacéncia
011000
101000
110000
AG - )
000011
000101
|00 0 1 1 0|
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e duas matrizes de incidéncia do design 1 — (3,2,4):

S1 81 83 S2 S3 S2 S1 81 S2 S3 S2 S3
1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0
Bi=|1 1 1 0 1 0 e B=|1 1 0 1 0 1
o o 1 1 1 1 O 0 1 1 1 1
010
A matriz de incidéncia Bo = | 1 0 0 | Bi1, consequentemente os grafos G; = H @ 2K3 e
0 01
Go = H' & 2K3, tais que V(2K3) = {u1, uz, us, ug, us, u}, V(H) ={1, 2, 3} e V(H') =
) o 0 B 0 Bs _
{1, 2/, 3’} com matrizes de adjacéncia Ag, = e Ag, = sao
BT Ak, BI Agg,
isomorfos.
1=3
u Ue
4
3=1

Figura 5.6: Grafos isomorfos obtidos por matrizes de incidéncia diferentes de um design

1—(3,2,4)

A proposicao seguinte mostra que qualquer matriz de incidéncia de um design 1 — (3, 2, %")
associada & solugao (%, % %) pode ser transformada, através de uma permutagao sobre as
suas linhas, numa matriz de incidéncia B = [b;j], cuja ultima coluna é igual a s; e existe uma

coluna igual a s9 a direita de todas as colunas iguais a s3.

Proposicao 5.14. Qualquer matriz de incidéncia B de um design 1— (3, 2, %”), associada a

uma solugdo inteira ndo negativa (5, %, §) do sistema (5.20) pode ser transformada, através
de uma permutacdo sobre as suas linhas, numa matriz B’ associada ¢ mesma solucdo que

assume a sequinte forma:
neCiA(3qeCy,Vq €Ch,q>4), (5.21)

onde C!, comi =1, 2,3 € o subconjunto dos indices das n colunas de B' iguais a s; de (5.19).
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Demonstragao. Seja B uma matriz de incidéncia de um design 1 — (3, 2, 2?”) que se obtém

da solucao (%, 3 %) do sistema (5.20). Entao B tem % colunas iguais a s;, i = 1, 2, 3.
Seja C;, com i = 1, 2, 3, o subconjunto dos indices das n colunas da matriz de incidéncia B

iguais a s;. Suponhamos que a ultima coluna de B é diferente de s1, ou seja, n € Cy U Cs.

Caso 1: Se n € (9, a matriz de incidéncia B tem a tultima coluna igual a s;. Entao a

1 00 0 0 1
matriz B = PB (i=1,2),onde L =0 0 1 |eP>= |1 0 0 | sdo matrizes de
010 01 0

permutagao que transformam B numa matriz B’ com s; na ultima coluna (n € C7).

Note-se que B’ 6 uma matriz de incidéncia associada & mesma solucao do sistema que a matriz
B, pois estas permutagoes traduzem-se por trocas entre colunas com vetores s; (i = 1, 2, 3)
que existem em igual niimero em cada matriz:
e P, mantém inalteradas as colunas iguais a s3 (C} = C3) e troca as colunas sy com s;
(Cé = Cl € Ci = 02);
e P, transforma as colunas sy em s; (C] = Cy ), as colunas s3 em sy (C) = Cs) e
transforma as colunas s; em sg (C} = Cy).

Temos duas situacoes possiveis na matriz B:

e Se a ultima coluna é igual a so e existe uma coluna s; a direita de todas as colunas

iguais a s3, entao fazendo B’ = P B, verifica (5.21), ou seja

S3 S1 S92 S3 S9 S1

0 1 1 0 1 1

B= 1 1 0 e B = 1 0 1
1 0 1 1 1 0

e Se a tultima coluna é igual a sy e existe uma coluna s3 a direita de todas as colunas

iguais a s, entdo fazendo B’ = P, B, verifica-se (5.21), ou seja,

S1 S3 52 S3 S9 S1
1 0 1 0 1 1
B = 1 1 0 e B = 1 0 1
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Caso 2: Se n € Cs, a matriz de incidéncia B tem a tltima coluna igual a s3. Entao a matriz
010 0 01

B'=PB(i=1,2),ondeP =0 0 1 |ePo=1|0 1 0 | sdomatrizes de permutagio

1 00 100
que transformam B num matriz de incidéncia B’ com a tltima coluna igual a s; (n € C}):

e P transforma as colunas s3 em s1 (C] = C3), as colunas s1 em s9 (Ch = C) e transforma
as colunas sy em sz (C% = Cy);

e P> mantém inalteradas as colunas iguais a sy (C4 = C3), troca as colunas s3 com s;
(Ci = Cg (§ Cé = Cl)

Temos duas situacoes possiveis na matriz B:

e Se a ultima coluna da matriz de incidéncia B é igual a s3 e existe uma coluna s; a
direita de todas as colunas iguais a sz, entao escolhe-se a matriz de permutacao P; e
obtém-se uma matriz B’ que verifica (5.21).

e Se a ultima coluna da matriz de incidéncia B ¢é igual a s3 e existe uma coluna so a
direita de todas as colunas iguais a s;, entao escolhe-se a matriz de permutagao P» para

obter a matriz B’ pretendida.

Caso 3: Se n € C1, mas nao se verifica a condi¢ao 3¢ € C9,Vq' € C5,q > ¢, ou seja, a ultima

coluna da matriz de incidéncia B é igual a s; mas nao existe uma coluna igual a sy a direita

010
de todas as colunas iguais a s3, entao B’ = PB onde P = 1 0 0 | é uma matriz de
0 0 1

permutacao que mantém inalterado o vetor s; mas transforma so (s3) em s3 (s2) obtendo-se

a matriz de incidéncia B’ nas condigoes pretendidas. O

Considere-se uma cadeia de grafos regulares da 22 camada Go < G; <X -+ <X Gpq1 (Mm > 0)
onde G,41 é obtido de Gy por uma sequéncia de m + 1 (0, 2)-extensoes. Pela Corolério 5.3,
cada grafo G; (1 < j < m + 1) admite uma (j + 1)-particao equilibrada que mantém os
conjuntos (0, 2)-regulares introduzidos em cada passo. Assim, tendo em vista a construgao
dos grafos da 22 camada desenvolveu-se o Algoritmo 2, andlogo ao Algoritmo 1 descrito no

caso da construcao dos grafos excecionais regulares da 12 camada.
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Algoritmo 2 Construgao dos grafos de (L9, <), de ordem n + 3, que se obtém por (0, 2)-

extensoes que induzem (m + 2)-particoes equilibradas dos grafos de ordem n.

DADOS: O conjunto dos grafos G,,, de ordem n = 3m + 6.

RESULTADOS: O conjunto dos grafos G,,+1 e lista dos conjuntos dos sucessores de

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

succ(@).

Determina o conjunto Sy das solugoes Xo = [2 2 2].

: Determina o conjunto S; das solugoes X; = [11 1].

Determina o conjunto S de todos os arranjos das solugoes tipo X = [X,, --- X1 Xo] tais
que Y ", X; é solugao de (5.20).
Fazer G,,11 := 0

Para Cada G € G,,, Fazer succ(G) := () FimFazer.

Para Cada X € S Fazer
Seja b = [by, -+ b1 bp] um (3m + 6)-uplo resultante da concatenacao dos m 3-uplos
b; (i =1,---,m) e um 6-uplo byp. Em cada 3-uplo b; (i =1,---,m) existe um 1, um 2 e

um 3 e no 6-uplo by existem 2 uns, 2 dois e 2 trés.
Para Cada (m+1)-uplo p = [pn, - - - p1p0] que se obtém de b onde p; é uma permutacao
de b; Fazer
Se p verifica as condi¢oes da Proposicao 5.14
Entao construir a matriz de incidéncia B com os vetores caracteristicos s; (5.19)

definidos pelas entradas do 3m + 6-uplo p.
Para G € G, Fazer Aq = 0 B
BT Aq
Se Anin(G’') = —2 Entao
Se G’ nao é isomorfo a algum grafo de G, 11
Entao Gpi1 := Gni1 U{G'} e
succ(G) := succ(G) U {G'}.
Senao Se G' = G" € G,,,4+1 Entao succ(G) := succ(G) U {G"}
FimSe
FimSe
FimFazer
FimSe

FimFazer

FimFazer
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5.4 Construgao dos grafos regulares excecionais da 32 camada

por (1,3)-extensoes

Os grafos regulares excecionais da 32 camada s@o apenas trés e, pelo Teorema 4.20, tém ordem

n € {8, 12, 16} e regularidade r = %T” —2. A semelhanca dos grafos das 12 e 22 camadas,
também é possivel construir estes grafos usando a técnica das (s, 7)-extensoes descrita no

Capitulo 3 mas, neste caso, recorrendo a (1, 3)-extensoes.

Em seguida, descreve-se a construgao do conjunto parcialmente ordenado (L3, <), onde L3
é o conjunto dos grafos regulares G’, com M\, > —2, que se obtém por (1,3)-extensoes
do grafo minimal Gy = 2K,. Neste caso, G’ = H ®& G, onde G é um grafo r-regular de
ordem n < 16 e regularidade r = %" — 2 (ver Teorema 4.20) e H = 2K,. A construgao de
G’ reduz-se a construcdo de matrizes de incidéncia de 1-designs (V(H),S) com parametros
(4, 3, 3), onde S é uma familia de subconjuntos de V(H) cada um com 7 = 3 elementos.

Consequentemente S C {S1, S92, S3,54}, onde Sy, S2, S5, 54 representam os subconjuntos de

V(H) com trés elementos e

_1_ —1_ _1_ —0_
1 1 0 1
51 = , 52 = , 53 = € s4 = (5.22)
1 0 1 1
_0_ | 1] 1] | 1]

sao os vetores caracteristicos respetivos. Cada matriz de incidéncia dos (V(H),S) designs
tem como colunas estes vetores, tais que cada vértice de G é adjacente a 3 vértices de V(H)
e cada vértice de V(H) pertence a %" blocos. O nimero de colunas da matriz de incidéncia
igual a cada vetor caracteristico s;, i = 1,2, 3, 4, pode ser determinado pelas solugoes inteiras

nao negativas do sistema de equagoes lineares

1110z 3
1101 o 3n
= : (5.23)
1011 3 3n
01 1 1| ay A
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D %), com n € {4, 8, 16}. Para construir as matrizes de

O sistema tem a solugao (%, T
incidéncia dos designs 1—(4, 3, ‘%”) consideram-se %” colunas da matriz iguais a s;, 1 = 1, 2, 3, 4.
Pela Corolario 5.3, também neste caso se verifica que cada grafo G; (1 < j < m + 1) admite
uma (j + 1)-particdo equilibrada que mantém os conjuntos (1,3)-regulares (1 —3 = —2 =

Amin) introduzidos em cada passo. Com Algoritmo 3, andlogo ao descrito para a 12 camada,

constroem-se os grafos da 32 camada.

Algoritmo 3 Construgao dos grafos de (L3, <), de ordem n + 4, que se obtém por (1,3)-

extensoes que induzem (m + 2)-parti¢oes equilibradas dos grafos de ordem n.
DADOS: O conjunto dos grafos G,,, de ordem n = 4m + 4.

RESULTADOS: O conjunto dos grafos G,,+1 e lista dos conjuntos dos sucessores de succ(G).
1: Determina o conjunto S; das solugdes X; = [111 1].
2: Determina o conjunto S de todos os arranjos das solugdes tipo X = [X,,, --- X; Xo] tais que
Yoty X é solucao de (5.23).
3: Fazer G,,11:=0
4: ParaCada G € G,, Fazer succ(G) := () FimFazer.
: ParaCada X € S Fazer

(=2

Seja b = [by, -+ by bp] um (4m + 4)-uplo resultante da concatenacao dos m + 1 4-uplos b; (i =

0,---,m), onde em cada 4-uplo b; existem um 1, um 2, um 3 e um 4.

o

ParaCada (m + 1)-uplo p = [pm -+ p1 po] que se obtém de b onde p; é uma permutacao de b;

%

Fazer construir a matriz de incidéncia B com os vetores caracteristicos s; (5.22) definidos pelas

entradas do (4m + 4)-uplo p.

Ay B
9: ParaCada G € G,,, Fazer Ag =
BT Ag
10: Se Amin(G') = —2 Entao
11: Se G’ nao é isomorfo a algum grafo de G, 11
12: Entao g»m_;,_l = gm_;,_l U {G/} e
succ(G) := succ(G) U {G'}.
13: Sendo Se G' = G € G,,+1 Entao succ(G) := succ(G) U {G"}
14: FimSe
15: FimSe
16: FimFazer

17: FimFazer

18: FimFazer
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5.5 Resultados Computacionais

Tendo como objetivo a construgao do diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado
(L, <), considere-se o conjunto £ partido nos trés subconjuntos L1, L2 e L3 dos grafos regula-
res que respeitam as relacoes entre a regularidade e a ordem estabelecidas pelo Teorema 4.20
e que definem as trés camadas dos grafos regulares excecionais. O Algoritmo 1, implementado
em Matlab R2009b, constroi, para cada n, as matrizes de adjacéncia dos grafos regulares de
ordem n+ 4, G = G& H, de L1 (G =< G'), que incluem os grafos regulares excecionais
da 12 camada. Algoritmos semelhantes foram implementados para construir os grafos dos

subconjuntos Lo e L3 que incluem os grafos regulares da 22 e 32 camada, respetivamente.
Os resultados obtidos para cada camada encontram-se descritos no Apéndice A.2.

Os 187 grafos regulares excecionais encontram-se totalmente descritos na Tabela A3 de
[CRS04] (Seccao A3.2, p.218-227), tendo por base a Proposigao 4.14 e sao identificados pelos
nuameros 1 a 187. Com recurso a estas tabelas foram contruidas as matrizes de adjacéncia dos
187 grafos regulares excecionais, tendo em vista comparar com os resultados obtidos e usar,

no conjunto parcialmente ordenado, a designacao 1 a 187.

O diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado (£, =) tem quatro componentes:
duas dessas componentes dizem respeito aos grafos de (£1, <) que se divididem em grafos com

regularidade par e grafos com regularidade impar; uma componente (L2, <) e outra (L3, =<).

Os diagramas de Hasse das duas componentes de (L1, =), que incluem os grafos regula-
res excecionais da 12 camada, sao apresentados na Figura 5.8, caso em que os grafos tém

regularidade fmpar e na Figura 5.9, caso em que os grafos tém regularidade par.

Note-se que existem trés grafos regulares excecionais da 12 camada que nao se obtém por
uma (0, 2)-extensao dos grafos minimais 3K2, 2Cy, C3UC5 e Cs: o grafo excecional 5-regular
17, que se obtém por uma (0, 2)-extensao do grafo desconexo G34 (grafo linha Ly da Figura
5.4), o grafo excecional 6-regular 56, que se obtém por uma (0, 2)-extensao do grafo linha
4-regular G415 (grafo linha Ly da Figura 5.4) e o grafo excecional 8-regular 134 que se obtém,

por exemplo, do grafo linha G63 (ver grafo raiz de G63 na Figura 5.7).
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Figura 5.7: Grafo raiz do grafo linha G63.

Os elementos maximais da primeira camada sao os oito grafos regulares excecionais de ordem
20 (113-120), todos os grafos regulares excecionais de ordem 22 (135-152), os trés grafos de
Chang (grafos excecionais fortemente regulares de ordem 28), existindo ainda 3 grafos linha

(um de ordem 20, G831, e dois de ordem 28, G121 e G124).
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3K,

Figura 5.8: Diagrama de Hasse: grafos regulares excecionais da 12 camada (regularidade impar)
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Figura 5.9: Diagrama de Hasse:
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A terceira componente do diagrama de Hasse diz respeito a (L2, =) que inclui os grafos
regulares excecionais da 22 camada (ver Figura 5.10). Os elementos minimais sao Cs e 2K3
e os maximais sao os grafos regulares excecionais 181 e 184 (o grafo de Schlifli) e um grafo

linha ( Q87).

Figura 5.10: Diagrama de Hasse: grafos regulares excecionias da 22 camada

A quarta componente diz respeito a (L3, =), que inclui os grafos regulares excecionais da 32
camada (ver Figura 5.11). O elemento minimal e minimo é o grafo 2K5 e o elemento maximal

e maximo é o grafo fortemente regular de Clebsh.

187
186

R4y 185

2Ks

Figura 5.11: Diagrama de Hasse: grafos regulares excecionais da 32 camada






Capitulo 6

Conclusoes e trabalho futuro

Com este trabalho prova-se que o conjunto dos grafos regulares excecionais apresenta uma
estrutura de conjunto parcialmente ordenado, que cada grafo regular excecional tem um
conjunto (k,7)-regular, com K — 7 = —2, e que no caso particular dos grafos das 12 e 22
camadas se obtém x = 0 e 7 = 2 pelo que, consequentemente, o nimero de independéncia

destes grafos atinge o majorante de Hoffman.

Os 187 grafos regulares excecionais encontram-se totalmente descritos na Tabela A3 de
[CRS04] e sao identificados pelos nimeros 1 a 187. O método de construcao destes grafos,
desenvolvido nesta tese e recentemente referido em [CRS], revelou-se bastante expedito. Com
efeito, a partir de um conjunto muito reduzido de grafos regulares nao excecionais obtém-se
por (k,T)-extensoes, com k — T = —2, todos os grafos regulares excecionais, com cadeias de

comprimento maximo 5 na 12 camada, 6 na 22 camada e 2 na 32 camada.

A relacdo de ordem parcial introduzida foi inicialmente identificada em [CCO06| a partir da
observacao empirica de que todos os grafos regulares excecionais das 12 e 22 camadas tém um

nimero de independéncia que atinge o majorante de Hoffman para grafos regulares.

Em contraposicao com a técnica de construcao dos grafos regulares excecionais introduzida,
no Capitulo 4 faz-se uma sintese das principais técnicas até agora utilizadas na construcao
e identificagao deste tipo de grafos (subgrafos proibidos, sistema de raizes e complemento

estrela).

91
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Com o novo processo construtivo dos grafos regulares excecionais, apresentado no Capitulo 5
juntamente com outros resultados associados, ficou provado que o nimero de independéncia
dos grafos das 12 e 22 camadas atinge o majorante de Hoffman. Adicionalmente, provou-se
que os grafos regulares excecionais tém uma estrutura de conjunto parcialmente ordenado
cuja relagao de ordem parcial é determinada por (0, 2)-extensoes nas 12 e 22 camadas e por
(1, 3)-extensoes na 32 camada. Nas Figuras 5.8 a 5.11 apresentam-se os respetivos diagramas

de Hasse.

O processo construtivo apresentado, tal como foi referido, prova que todos os grafos regulares
excecionais das 12 e 22 camadas tém numero de independéncia que atinge o majorante de
Hoffman mas, apesar de vdrias tentativas (na Secc@o 5.1 apresentam-se as conclusoes que se

conseguiram obter), a demonstragao teérica deste resultado continua em aberto.

Este ultimo tépico continua a constituir um desafio para investigacao futura, na qual se inclui
o aprofundamento do estudo e identificacao de grafos que se podem obter por (k, 7)-extensoes,

procurando identificar outras propriedades combinatorias e espetrais.



Apéndice A

Implementacao e resultados

computacionais

Os resultados obtidos da implementacao dos algoritmos e descritos neste apéndice podem ser

consultados em https://sites.google.com/site/grafosregularesexcecionais/.

A.1 Analise do esforco computacional do Algoritmo 1

O processo de extensao de um grafo por (k, 7)-extensoes reduz-se a construgao das matrizes de
incidéncia do 1-design. Nesta secgao descreve-se como determinar o nimero total de matrizes
de incidéncia e apresenta-se uma analise do tempo de execugao do algoritmo implementado no
caso do grafos regulares de L1, ou seja, conjunto de grafos regulares com menor valor préprio

nao inferior a -2 que inclui os 183 grafos regulares excecionais da 12 camada.

Do Capitulo 5, sabe-se que os grafos p-regulares G’ € £; se obtém por (0, 2)-extensoes de
um grafo (p — 2)-regular de ordem n. Assim, para construir a matriz de adjacéncia do
grafo G’, de ordem n + 4, é preciso determinar as matrizes de incidéncia de um design 1 —
(4, 2, %) associadas a uma solucdo inteira positiva do sistema de equagoes lineares (5.7)
(71,72, 23,23, T2,21), tal que x1 + 22 + 23 = §. Pelo Teorema 5.5 o nimero de matrizes de

! , ~ .
. Se o numero de solugoes a considerar

C e . n\ 4 !
incidéncia do design 1 — (4, 2, 2) é igual a Crr
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diminui quando se consideram apenas as solugoes tipo (ver Tabela 5.1), ou seja, quando a
solucdo é (x1,x9,x3,x3,x2,21), tal que x1 + x9 + 3 = % e x1 < x9 < x3, entao o numero
total de matrizes de incidéncia também se reduz significativamente (resultados apresentados

nas 22 e 32 colunas da Tabela 5.2).

Considere-se ainda que as solucoes verificam as condigoes da Proposicao 5.9 e do Corolario
5.10. O numero de matrizes de incidéncia a gerar, para cada design 1 — (4, 2, %), e a
considerar na construcao dos grafos que se obtém por (0,2)-extensoes de L1, determina-se

usando o Teorema 5.5 e pode separar-se nos trés casos que a seguir se descrevem.

1. Se 0 < x1 < 9 < x3, tem-se trés condigoes disjuntas:

(a) a ultima coluna da matriz de incidéncia é igual a sj, ficando uma das n colunas
ocupada, e as restantes n — 1 colunas vao ser iguais a x7 — 1 vetores sy, xo vetores
S9, T3 vetores s3, T3 vetores s4, T vetores sy e x1 vetores sg; além disso, existe
uma coluna igual a ss com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a s5
ou existe uma coluna s3 com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a
sS4, ou seja, um par de vetores sa(s3) - - - $5(s4) nao pode ser trocado de ordem e o
nimero de matrizes de incidéncia é

1 n—1 ) o
2(131 — 1)!331!(x2!)2(x3!)27

xr1 — 1,.7}2,.7]3, x3,T2,T1

(b) a tultima coluna da matriz de incidéncia é igual a s9, ficando uma das n colunas
ocupada, e as restantes n — 1 colunas vao ser iguais a xo — 1 vetores sg, 1 vetores
s1, x3 vetores s3, x3 vetores sq, To vetores s e x1 vetores sg; além disso, existe
uma coluna igual a s; com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a sg
ou existe uma coluna s3 com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a
S4, ou seja, um par de vetores s1(s3) - s¢(s4) nao pode ser trocado de ordem e o

numero de matrizes de incidéncia é

[u—

n—1 (n—1)!

= 2 29
x1, 2 — 1,213,213, 22,71 2(z1!1)* (22 — Dlaa!(z5!)

(c¢) a tltima coluna da matriz de incidéncia é igual a s3, ficando uma das n colunas

ocupada, e as restantes n — 1 colunas vao ser iguais a x3 — 1 vetores s3, x1 vetores
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s1, T vetores so, T3 vetores sS4, To vetores s; e xq vetores sg; além disso, existe uma
coluna igual a s; com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a sg ou
existe uma coluna sy com indice superior ao indice de qualquer coluna igual a ss,

ou seja, um par de vetores s1(s2) - - - $1(S5) nao pode ser trocado de ordem e tem-se

[u—

n—1 B (n—1)!

= 2 2 :
x1, %2, w3 — 1,23, 22,21 2(211)*(221)* (23 — 1)las!

Somando os resultados das trés situagoes possiveis obtém-se
(n—1)! (n—1)! (n—1)! — _ (n=1D)Yz1t+z2tz3) _
=Dl @22(@s2 T 2@ 2 @e—D el @) T 2@ 2@ P (@s—Dles! — = 2@D2(@a)2(z3))? —
n!
4z zolz3!)?’

pois 1 + T9 + 13 = %

2. Se 0 <x1 =29 <wg3oul <z <y =3, a Ultima coluna da matriz de incidéncia do
1-design é igual a s3 ou s; e qualquer coluna na matriz igual a s; tem indice superior

ao maior indice de uma coluna igual a so. Tém-se dois casos:

e se xr1 = w9 = 0, a matriz tem a ultima coluna igual a s3, pelo que restam n — 1
posicoes para ocupar e x3 — 1 vetores s3 para distribuir pelas colunas; assim obtém-

se
n—1 _ (n—1)

%3—1,1‘3 x3!(x3—1)!’

e caso contrario,

— a ultima coluna da matriz é igual a s1, pelo que restam n — 1 colunas da matriz
para ocupar com x1—1 vetores s1, xo vetores so, x3 vetores s4, To vetores s; e x

vetores sg; além disso, existe uma coluna na matriz igual a so que aparece a di-

n—1
reita de todas as colunas iguais a s5, pelo que % =
xr1 — ]-7 Z2,T3,T3,T2,T1
(n—1)! .
2(z1—1)z1(z2!)2(z3!)2>

— a ultima coluna da matriz é igual a s3 e um vetor sg tem que aparecer numa

coluna da matriz a direita de todas as colunas iguais a ss, pelo que, de forma

n—1 (n—1)!

1 _ .
2 - 2($1!)2(;U2!)2(1‘3—1)!$3!’

analoga, se obtém 3

Z1,22,T3 — 1) x3,T2,T1
Efetuando a soma obtém-se que, neste caso, o nimero de matrizes de incidéncia é

(n—1)! (n—1)! B
2(1‘1 - 1)'.%'1'(.%’2')2(1‘3')2 2(.%'1!)2(1‘2!)2(373 - 1)'1‘3' N
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(n=1)Yx1 4+ x3)
2(.%'1!1‘2!3}3!)2

No caso em que z; = 0 nao existem na matriz colunas iguais a s; e o contributo

da 12 parcela para a soma é nulo, o que se reflete na férmula fazendo 1 = 0.

3. Se 0 # x1 = x9 = x3, a ultima coluna da matriz de incidéncia do design pretendido é

igual a s3 €

e a peniltima coluna é igual a s3 e consequentemente restam n — 2 colunas para
serem ocupadas por x3 — 2 vetores s3, x1 vetores sy, To vetores so, T3 vetores sy,

9 vetores s e x1 vetores sg, logo

n—2 B (n—2)!

= 2 2
T1,T2,T3 — 2,13, T2, T1 (21!)%(22!)? (25 — 2)las!

e a peniltima coluna é igual a sy e consequentemente restam n — 2 colunas para
serem ocupadas por x3 — 1 vetores s3, o — 1 vetores sg, x1 vetores s1, x3 vetores
sS4, T2 vetores s5 e x1 vetores sg, logo

n—2 B (n—2)!
(:L’ll)z(xQ — 1)!%2!(.@3 — 1)!%3!

€T1,T2 — 1,.’I,'3 - 1,.’E3,.’L’2,.’I)1

e a peniltima coluna é igual a s4, e de forma andloga se obtém

n—2 B (n—2)!

2
r1,x2,x3 — 1,23 — 1,29, 21 (1'1!)2([122!)2 ((1'3—1)')

e, além disso, existe na matriz uma coluna igual a s; se existir uma igual a s9, pelo

que se divide por 2 os 1° e 0 3° dos casos descritos. Efetuando a soma, e reduzindo

(n—2)!1(2z34+222—1)
2(z1!wa!)? (z3—1)lzs!

ao denominador comum tem-se Como 1 + w2 + 23 = 5, entao x1 =

Ty = T3 = %, donde resulta que o nimero de matrizes de incidéncia neste caso é

(n—2)!(2n —3)
6 (x3!)° (23 — 1)1

O numero total de matrizes de incidéncia determinado encontra-se na 42 coluna da Tabela

5.2

No caso em que os grafos regulares G,,11, com m > 0, se obtém por (0,2)-extensoes que

induzem (m + 2)-partigoes equilibradas no grafo G,,+1, as matrizes de incidéncia do design
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1-— (4, 2, %) resultam da concatencao de m+ 1 submatrizes, que sdo matrizes de incidéncia de
1-designs combinatérios. Desta forma, o nimero total de matrizes reduz significativamente,
como se pode verificar na utlima coluna da Tabela 5.2.

O exemplo seguinte mostra um caso em que, mesmo nao considerando as restrigoes da Pro-
posicao 5.9 e do Corolario 5.10, o niimero de matrizes de incidéncia associadas a uma solugao

reduz significativamente quando usadas as extensoes que induzem particoes equilibradas.

Exemplo A.1. Pelo Teorema 5.5, niimero total de matrizes de incidéncia do design 1 —

4, 2, 5) associadas a solucao tipo (0,1,4,4,1,0) é 10! — 6300. Ao considerar a bipartigao
(114!)

equilibrada, as matrizes de incidéncia do 1-design resultam da concatencao de duas subma-

trizes: uma matriz de incidéncia do design 1 — (4, 2, 2) e outra matriz de incidéncia do
design 1— (4, 2, 3) associadas, respetivamente, a solugao (0,0,2,2,0,0) e a solugao (0,1,2,2,1,0).

Portanto, o niimero total de matrizes é & + ﬁ =6+ 180 = 186.

Na Figura A.1 apresenta-se o grafico que relaciona o nimero de total de matrizes de incidéncia
determinadas com a implementacao do Algoritmo 1, numa escala logaritmica de base 10, em

fungdo do nimero de blocos do 1-design.

2 18

&

T 16

Q

[=

o 14

=

w0

g 12 — todas as sducdes

g 10 = sdugdes fipo

i) 8 sdugdes tipo com restricdes
= (Prp. 5.9 e Cor. 5.10)

[=]

‘é 6 —— sdugdes tipo cam restricdes €
g 4 particio equilibrada

3

s 2

=

2 0

g 6 8 10 12 14 1B 18 20 2 2%

nPblocos

Figura A.1: Numero total de matrizes de incidéncia determinadas em fungdo do nimero de

blocos do 1-design.
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O algoritmo em Matlab foi executado num computador de modelo DELL POWEREDGE
2900111 com dois processadores Xeon Quad Core X5450 a 3.0Ghz e memoéria 32GB a 667Mhz.

A Tabela A.1 indica o tempo de execugao necessario para gerar as matrizes de incidéncia do
1-design associadas a solucao tipo, sujeitas as restricoes da Proposicao 5.9 e do Corolério 5.10

e que induzem particoes equilibradas, aqui designadas por extensoes.

blocos tempo(s) extensoes
6 0,19 91
8 1,59 2520
10 7,9214-9,342=17,263 8790+62181=70971
12 169,983+238,346=408,329 186375+1508703=1695078
14 694,92+1226,284=1921,204 762840+5422788=6185628
16 29440,74+-57417,75 18220230+148642956=166863186
18 152626,6 62707176
20 3560251 1606061520
22 8846538 5942341000
24 63031392 148837500000

Tabela A.1: Tempo necessédrio para gerar o nimero total de extensoes em fung¢do do nimero

de blocos.

O dados da Tabela A.1 podem representar-se pelo grafico da Figura A.2, onde se apresenta
o numero total de extensoes e o respetivo tempo de execugdo, numa escala logaritmica de
base 10, em funcdo do numero de blocos do 1-design. Os graficos obtidos sao préximos de
linhas retas o que nos permite concluir que o algoritmo tem estimativa de tempo de execusao
de ordem exponencial. Se se comparar a hipétese onde nao se consideram as condicbes da
Proposicao 5.9 e do Corolario 5.10 nem as particoes equilibradas, que seria um algoritmo com

estimativa de tempo de execusao de ordem superexponencial, ha uma clara otimizagao.
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12

10

log10

— tempo
— extensdes

8 10 12 14 16 18 20 22 24

n°de blocos

Figura A.2: Tempo de execusao e numero total de extensoes em funcao do nimero de blocos

do 1-design.
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A.2 Resultados

Nesta seccao apresentam-se os resultados computacionais obtidos, organizados em trés sub-
secgOes correspondentes aos trés subconjuntos do conjunto parcialmente ordenado (L, <):
(L1, =) que inclui os grafos regulares excecionais da 12 camada; (L2, <) que inclui os grafos
regulares excecionais da 22 camada; (L3, <) que inclui os grafos regulares excecionais da 32

camada.

Os resultados estao organizados em tabelas onde na 12 coluna se indentifica a regularidade do
grafo, evidenciando a sua relagao com a respetiva ordem do grafo. Na 22 coluna identifica-se a
solucao do sistema de equagoes lineares associada a matriz de incidéncia do respetivo 1-design.
No caso dos grafos de £; abrevia-se a solugao (x1, z2,x3, s, z2,21) por (z1,z2,x3), Visto a
12componente ser igual a tltima componente, a 22 componente ser igual a pentltima e a 32 ser
igual a 42. Existem vérias solucoes tipo associadas as matrizes de incidéncia do 1-design com
as quais se obtém grafos isomorfos, pelo que a solugao apresentada foi a primeira a dar origem
a um grafo que foi selecionado como representante da classe de isomorfismo. Na 32 coluna
é adotada a designagao Gr; indicando que é o grafo r-regular com nimero i (na realidade é
a classe de isomorfismo dos grafos r-regulares com nimero ¢), do conjunto L1, que se obteve
por uma (0, 2)-extensao; Qr; indica que é o grafo r-regular com nimero ¢, do conjunto Lo,
que se obteve por uma (0, 2)-extensao e Rr; é o grafo r-regular com nimero i do conjunto L3
que se obteve por uma (1, 3)-extensao. Na 42 coluna identifica-se o grafo regular excecional
com um numero de 1 a 187, designacao atribuida na Tabela 3 em [CRS04] e utilizado nos
diagramas de Hasse apresentados no Capitulo 5 e em [BCC*14]. Na 52 coluna calcula-se
o espetro e, nas duas ultimas colunas identificam-se os grafos obtidos por (k,T)-extensoes,
usando a designacao adotada no Algoritmo desenvolvido e a designagao atribuida na Tabela

3 em [CRS04], aparecendo um trago caso o grafo nao seja excecional, mas um grafo linha.
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A.2.1 Resultados obtidos para (£, <)

REGULARIDADE IMPAR

Regularidade | Solugédo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigdo equilibrada: designagio
(r = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
grafo linha G31, G3g, G33, G34, | 4,1,2,3
1=5%-2 3Ky (-2, (1?2
(desconexo) G35. 5
(—-2)2, —1.73, G51, G5, G53, G54, 32, 31, 16, 15,
—1, —0.41, G55, G5g, G57, G5g, | 18, 30, 27, 29,
(0, 1, 2) G3q Zy4 (0)2, 1.73, G5g, G510, G511, 26, 34, 20,
2.41, 3 G519, G513, G514, 33, 19, 24,
G517, G513- 25, 28.
(—2)2, —1.56, G51, Gb3, G55, G5¢, | 32, 16, 18, 30,
(-1)2, 0, G57, G510, G514, 27, 33, 24,
) (0, 1, 2) G3q Z4 9
3=10_2 (1)2, 2.56, G515, G516, G518, 22, 23, 28,
3 G51g. 14.
(-2)2, G51, G59, G57, G5g, | 32, 31, 27, 26,
(—1.53)2, G510, G511, G512, 34, 20, 33,
(1,1, 1) G33 Zo 5
(-0.35)2, 1, G513, G515, G516, 19, 22, 23,
(1.88)2, 3 G517, G518, G5g0- 25, 28, 21.
(=2)3, (-1)2, G51, G55, G5¢g, G57, | 32, 18, 30, 27,
(1,1, 1) G3y Z3 (1)3, 2, G5g, G519, G512, 29, 34, 33,
3 G51g. 28.
(1,1, 1) G35 Zs (-2)4, ()3, 3 G56. 30.
nao tem (-2)2, (-1)3,
G3g G517, G519, G5a1- 25, 14, 17
desconexo (0)2, 1, (32) ’ ’ ’
(-2)8, —1.34, G71, G79, G73, G74, | 103, 93, 101, 90,
Fldqg —0.41, 0.53, G7s, G7g, GT7, G7g, | 107, 102, 105, 92,
(1, 2, 2) G5, n.32 1, 2, G79, G719, G715, 96, 97, 71,
2.41, 2.81, G716, GT17, G719, 85, 82, 77,
5 G790, GTa1, GTg3. 79, 72, 91.
(-2)8, —1.34, G749, GT3, GTg, GTg, | 93, 101, 107, 102,
(1, 2, 2) G5g Fl4,g —0.41, 0.53, 1, 2, | G719, G713, G717, 97, 78, 82,
n.31 2.41, 2.81, 5 G719, GTag, GT36- 77, 86 87.
Fl4g (-2)8, (-1)2, G749, G735, GTg, 93, 107, 92
(1, 2, 2) G53 n.16 (1)2, (2)2, G710, G712, G714, 97, 94, 84,
3,5 G716, GTa3. 85, 91.
Fldy (-2)%, (=12, G74, GT7, GTg, 90, 105, 96,
(1, 2, 2) G5y
n.15 (12, (2)2, 3,5 G717, GTao, GToy4. 82, 95, 81.
Fl4g (-2)8, —1, (0)2, G71, G73, G74, GTg, | 103, 101, 90, 92,
(0, 2, 3) G55 R R
14 n.18 12, (3)2, 5 G710, G712, GT18- 97, 94, 99.
5=14 _ o -
2 Fl4q7 (-2)8, —1.56, 0, G75, G77, GTg, 107, 105, 92,
(0, 2, 3) G5g 3
n.30 (1)3, 2.56, 3, 5 G711, G712, GTag. 88, 94, 95.
(-2)8, —o0.81, G71, GT9, GT3, GT4, | 103, 93, 101, 90,
—0.41, 0, G719, G7g, GTg, 102, 96, 97,
Fldqy 1, 1.47, G710, G713, G714, 04, 78, 84,
(0, 2, 3) G5
n.27 2.41, G715, G716, G717, 71, 85, 82,
3.34, G719, GTa0, G721, 77, 79, 72,
5 G799. 95.
Fldqg (-2)8, —1.56, 0, G74, GT5, G712, 90, 107, 94,
(1, 1, 3) Gs5g
n.29 (1)3, 2.56, 3, 5 G726, GT34- 86, 106.
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Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo
Espetro que induz partigdo equilibrada
(r‘ = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
(-2)8, —o0.81, G76, G710, G713, 102, 97, 78,
Fl4,3 —0.41, 0, 1, G715, G717, G719, | 71, 82, 77,
(1,1, 3) G5g
n.26 1.47, 2.41, G793, GTa5, GTag, | 91, 104, 86,
3.34, 5 G737. 83.
(-2)8, —1.34, G7,, G75, GTg, 103, 107, 102,
Fldg —0.41, 0.53, G712, G713, G714, | 94, 78, 84,
(1, 2, 2) G571
n.34 1, 2, 2.41, G718, GTaa, G723, | 99, 95, 91,
2.81, 5 G729.- 74.
(-2)%, -1, G749, G7g, G711, 93, 92, 88,
22 G511 Fl4, (-0.25)2, (1.45)2, | G713, G713, G715, | 94, 78, 71,
T n.20 (2.80)2, G720, G721, G723, | 79,72, 91,
5 GTog, GTo7, GT9g. | 86, 89, 74.
G7,, G755, GTg, 103, 107, 102,
(-2)8, G710, G711,G712, | 97, 88, 94,
Fldog —1.34, —0.41, G713, G714, G715, | 78, 84,71,
n.33 0.53, 1, G718, GTag, G791, | 99, 79, 72,
(1,2,2) G519
2, 2.41, GTo3, GTa5, GT9g, | 91, 104, 86,
5=1 -2 2.81, 5 G797, G730, G731, | 89, 75, 76,
G739, G733, G734, | 100, 98, 106
G737. 83.
(-2)6, —1, G74, G711, G719, 90, 88, 94,
Fl4g (—0.25)2, G713, G715,G719, 78, 71, 77,
(1, 2, 2) G513 n.19 (1.45)2, G721, G722, G733, 72, 95, 91,
(2.80)2, 5 GTog, GTag, G799, | 86, 73, 74,
G736- 87.
(-2)6, —o.81, G71, G7g, G712, 103, 92, 94,
Fl4qq —0.41, 0, 1, G714, G715, G721, | 84, 71, 72,
1, 2,2) G514
n.24 1.47, 2.41, G793, GToy4, G795, | 91, 81, 104,
3.34, 5 G730, G731, G735. | 75, 76, 100.
(-2)8, G71, G7g, G710, 103, 96, 97,
Fldg (—0.80)2, G715, G718, G721, | 71, 99, 72,
(1,2, 2) G515 2 2
n.22 (0.56)2, (2.25)2, G795, GTag, G730, | 104, 74, 75,
3,5 G731, G739, G735. | 76, 100, 80.
(-2)6, G73, G7g, G710, 101, 102, 97,
Fl41g (—0.80)2, G713, G715, G718, | 78,71, 99,
(1, 2, 2) G51¢ 5 R
n.23 (0.56)2, (2.25)2, GTig, G720,G725, 77, 79, 104,
3,5 G799, G731, GT733. | 74, 76, 98.
(-2)%, —o.81, G719, G711, G714, | 97, 88, 84,
Fl41g —0.41, 0, 1, G718, G719, G791, | 99, 77, 72,
(1,1, 3) G517
n.25 1.47, 2.41, G797, GTag, 89, 73,
3.34, 5 G733, GT36- 98, 87.
G7,, G749, GTg, 103, 93, 102,
(-2)6, —o.81, G178, G7g, G710, 92, 96, 97,
Fl4qs —0.41, 0, G711, G713, G714, | 88, 78, 84,
(1,1, 3) G518
n.28 1, 1.47, G715, G720,G721, 71, 79, 72,
2.41, 3.34, 5 G796,GTa9, G730, 86, 74, 75,
G731, GT37. 76, 83.
Fl4; (—=2)6, —1, G710, G711, G714, | 97, 88, 84,
(1,1, 3) G519 n.14 —0.56, (1)3, G718, G7o7, G732, | 99, 89, 100,
2, 3.56, 5 G733, G737, G73g. | 98, 83, 70.
Flag (-2)6, -1,
(1, 2, 2) G549 n.21 (—0.25)2, (1.45)2, G7q, G711, GT13. 93, 88, 78.
(2.80)2, 5
; Flay (-=2)8, —1, (0)2,
(1, 1, 3) G591 R 2 G797, GT33. 89, 100.
n.17 12, (3)2, 5

!Grafo construido a partir do grafo linha G3¢ e ndo do grafo 3Ko.
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Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigio equilibrada: designagio
(l = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
F1834 (-2)10, _0.41,
(2, 2, 3) GT7y n.103 0.27, (2)2, 2.41, G9g, G919, G913 141, 140, 144.
3, 3.73, 7
Fl89y (-2)19, _0.56,
(2, 2, 3) G7q n.93 1)2, 2, G93, G94, G9g 150, 149, 141.
(3)2, 3.56, 7
F1839 (=2)10, -0.41,
(2, 2, 3) G73 n.101 0.27, (2)2, 2.41, G9g, G911- 141, 137.
3,3.73, 7
F1821 (-2)10, -0.56 , G93, G9y, 150, 149,
(2, 2, 3) G7y n.90 (1)2, 2, (3)2, G910, G911, 140, 137,
3.56, 7 G919, G91g. 152, 148.
F183g (=210, 1,1
(2, 2, 3) G5 5 . G91, G93, G915. 151, 150, 152
n.107 (2)2, (3)3, 7
F1833 (—2)19, ~0.41,
(2, 2, 3) G7g n.102 0.27, (2)2, 2.41, G9g, G97, G9g. 139, 138, 141.
3,3.73, 7
F183¢ (=210, 1,1
(2, 2, 3) G . G94, G919. 149, 152.
n.105 (2)2, (3)3, 7
18 F1853 (=219, _0.56 , (1)2, G91, Gy, 151, 149,
7=18 —2 (2, 2, 3) G7g
n.92 2, (3)2, 3.56, 7 G919. 140.
F18o7 (=2)10, _0.41,
(2, 2, 3) G7g R
n.96 0.27, (2)2, 2.41, G9g, G9g. 141, 136.
3,3.73, 7
F185g (-2)10, -0.41, G945, G95, 142, 143,
(2, 2, 3) G710 n.97 0.27, (2)2, 2.41, G9g, G97, 139, 138,
3,3.73, 7 G9g, G91¢- 141, 140.
F1819 (-2)10, _0.56 , (1)2, | @91, G9g, 151, 142,
(1, 3, 3) G711 N
n.88 2, (3)2, 3.56, 7 G93. 150.
Fl18o5 (-2)19, _0.56, G91, G93, 151, 150
(1, 3, 3) G719 n.94 (1)2, 2, (3)2, G94, G919, 149, 140,
3.56, 7 G919, G914. 152, 145.
F189 (=210, (0.12)2, 1, G95, G95, 142, 143,
(1, 3, 3) G713 2 2
n.78 (2.35)2, (3.53)2, 7 G9g, G9g. 139, 141.
G91, G99, G93, 151, 142, 150,
F1815 (=2)10, 0, (1)3, G955, G9g, G97, 143, 139, 138,
(1, 3, 3) G714 R
n.84 (3)2, 4, 7 G9g, G910,G913, 141, 140, 144,
G91y4. 145.
F189 (=2)10 (0.12)2, 1 G945, G9g, G97, 142, 139, 138,
(1, 3, 3) G715 R R
n.71 (2.35)2, (3.53)2, 7 G9g, G99, G91¢. 141, 136, 140.
F181¢ -2)19, 0, (13,
(1, 2, 4) G71g R G9g, G919, G913- 141, 140, 152.
n.85 (3)2, 4, 7
F1813 (-2)19, 0, (1)3, G9g, G919, G911, 141, 140, 137,
(1, 2, 4) G717 R
n.82 (3)2, 4, 7 G91a. 152.
F183q (-2)19, _0.41 , 0.27, G95, G95, G913, 142, 143, 144,
(2,2, 3) G718 2
n.99 (2)2, 2.41, 3, 3.73, 7 | G914. 145.
F18g (-2)10 (0.12)2, 1 G9g, G97, G9g, 139, 138, 141,
(2, 2, 3) G719
n.77 (2.35)2, (3.53)2, 7 G911- 137.
F181¢ (-=2)10, (0.12)2, 1
(2, 2, 3) G799 G97, G9g, G913. 138, 141, 144.
n.79 (2.35)2, (3.53)2, 7
F183 (-=2)19, (0.12)2, 1 G95, G97, G9g, 143, 138, 136,
(2, 2, 3) G791 R R
n.72 (2.35)2, (3.53)2, 7 G919, G913. 140, 144.
F189g (-=2)10, _0.56 , (1)2,
(2, 2, 3) G799 5 G93, G919, G912. 150, 140, 152.
n.95 2, (3)2, 3.56, 7
F1899 (-2)19, 0.56, (1)2, G91, G94, G9g, 151, 149, 141,
(2, 2, 3) G7a3 5
n.91 2, (3)2, 3.56, 7 G919, G913. 152, 144.
F1815 (=219, 0, (13,
(2, 2, 3) G7o4 R G94, G99, G91¢. 149, 136, 140
n.81 (3)%, 4,7
F1835 (-2)10, _0.41, 0.27,
(2, 2, 3) G7a5 5 G97, G9g, G915. 138, 141, 147.
n.104 (2)2, 2.41, 3, 3.73, 7
F1817 (=210, _0.56, (1)2,
(2, 2, 3) G7a¢ G91, GOy, GI7. 151, 149, 138.
n.86 2, (3)2, 3.56, 7




A.2 Resultados

105

Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz particdo equilibrada: designacio
r=2 _2 x1, T9, T Algoritmo Tabela A3[CRS04 Algoritmo Tabela A3[CRS04
5 1, T2, =3
F185q (=219, _0.56 , (1)2,
(2, 2, 3) G7a7 5 G91, G95. 151, 143.
n.89 2, (3)2, 3.56, 7
F184 (=210, (0.12)2, 1 G945, G99, 142, 136,
(2, 2, 3) G7ag
n.73 (2.35)2, (3.53)2, 7 G914, G917. 145, 135.
. 2. o F185 (-2)10, (0.12)2, 1 G9g, G97, 139, 138,
)2, 29
n.74 (2.35)2, (3.53)2, 7 G913, G914. 144, 145.
@ 2. o Fl18g (—=2)19, (0.12)2, 1 G99, Gog, 142, 136,
)2, 30
7=18 _» n.75 (2.35)2, (3.53)2, 7 G915, G91¢- 147, 146.
@ 2. o F187 (-2)10, (0.12)2,1 G955, G97, 143, 138,
)2, 31
n.76 (2.35)2, (3.53)2, 7 G9g, G915. 136, 147.
F1837 (-2)19, _0.41 , 0.27, G95, G913, 143, 144,
(2, 2, 3) G739
' n.100 (2)2, 2.41, 3, 3.73, 7 G915, G91g- 147, 146.
Fl1859 (=219, _0.41 , 0.27,
(2, 2, 3) G733 G99, G97. 142, 138.
n.98 (2)2, 2.41, 3, 3.73, 7
10
F1837 (=219, 1,1
(2, 2, 3) G734 R 3 G9y. 151.
n.106 (22, (3)3, 7
F1811 (-=2)10, (0.12)2, 1
(2, 2, 3) G735 G99, G916- 136, 146
.80 .35)2, (3.53)2,
n.80 2.35)2, (3.53)2, 7
10 2
F181g (-=2)10, _0.56 , (1)2,
(2, 2, 3) G736 . G953, G9g. 150, 139
n.87 2, (3)2, 3.56, 7
Fl1814 (=219 0, (1)3, G91, G99, G97, 151, 142, 138,
(1, 2, 4) G737 5
n.83 (3)2, 4,7 G913, G915. 144, 147.
F18; (=2)10 (1)5, G95, G95, 142, 143,
(1, 2, 4) G73g
’ n.70 @2, 7 G916 146.
F2217 (—2)14, 0, (3)5
2,3, 4 9 nao tem —
G9y
n.151 4,9
F22g (-2, (1)?, (3)3
(2, 3, 4) G9y 5 nao tem -
n.142 (4)2, 9
F2244 (=2)14 0, (3)5
(2, 3, 4) Go3 nao tem -
n.150 4,9
F22q5 (—=2)4, 0, (3)5
(3, 3, 3) Gy nao tem -
n.149 4,9
F229 =2, 12, 33
2,3, 4 G9 nio tem -
(2,3, 4) 5
n.143 02,9
F225 (-2)14, (1)2, (3)3
(2, 3, 4) G9g nao tem —
n.139 02,9
9=22 -2 F224 (-2, 12, (3)3
(2, 3, 4) G9r 5 nao tem -
n.138 (4)“, 9
F227 (-2, 1)?, (3)3
2,3, 4 9 i nao tem -
Gog 5
n.141 (4)2, 9
o 14 2 53
F225 (=2)7%, (1)=, (3)
2,3, 4 9 nao tem -
(2,3, 4) G99
n.136 (42,9
F22¢ -2, 2, (3)3
(2, 3, 4) G91g nio tem -
n.140 (4)2, 9
F223 =2, 12, 33
(2, 3, 4) G911 nio tem -
n.137 02,9
F221g (-2)14, 0, (3)°
(2, 3, 4) G912 nao tem —
n.152 4,9
F221 (-2, (1?2, (3)3
(2, 3, 4) G913 5 nao tem -
n.144 )<, 9
F227, (-2, 1?2, (3)3
(3, 3, 3) G914 nao tem -
n.145 2,9
F22;3 (-2, )2, (3)3
(2, 3, 4) G915 nao tem -
n.147 ()2, 9
F2215 (-2, (12, (3)3
(3, 3, 3) G91g nio tem -
n.146 02,9
F22y (-2)14, (12, (3)3
(3, 3, 3) G917 nio tem -
n.135 02,9
F2214 (-2)14, 0, (3)°
(3,3, 3) G918 nao tem —

n.148

4,9
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REGULARIDADE PAR

Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designacdo Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz parti¢do equilibrada: designacao
(7‘ =17 - 2) (z1, ®2, ®3) | Algoritmo | Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
Grafo (—2)2, (0)4, G41, G4g, Gag, R
24 desconexo (2)2 G4r, G4g, G41p. 9, -, 13.
) Grafo (—1.62)2, (-1)2, G4y, G4g, G411, -, 7, 10,
C3UCsH
2=8_-2 desconexo (0.62)2, (2)2 G41g, G413. 8, 12.
Gdg, G4g, Gdy, R
(=2),(—1.41)2, Gas, Gag, Gar, 11, 6, 9,
Cg Grafo linha 2 2 .
(0)2, (1.41)2, 2 G4g, G419, G413, -, 13, 12
Gdyg- -
(0, 0, 4) G4, Grafo linha (—2)%, (08, (2)2 G63, G613, G61¢- -, 44, -.
G671, G6y, G63, 59, -, -,
(—2)%, —1.24, G6y4, G655, G6g, 50, 49, 51,
(0, 1, 3) G4, Grafo linha (0)4, 2, G610, G619, G613, | -, 37, 44,
3.24, 4 G615, G617, G618, | -, 45, 43,
G6g5, G6yq- 46, 35.
(=2)%, (0)3, G61, G6g, G63, 59, -, -,
(0, 2, 2) Gag Grafo linha (2)3, 4 G6g, G6g, G612, 69, -, 37,
G615. -
G64, G655, G6g, -, 49, 51,
(-2)%, —1.41, G67, G61¢, G611, 60, -, 68,
Grafo linha —0.73, (0)2, G614, G615, G619, | 67, -, 63,
(0, 2, 2) Gy
1.41, 2, G690, G6ag, G6g5, | 61, 40, 46,
2.73, 4 G6ag, G639, G635, | 47, 52, -,
i1z s G637, G6y0- 39, 35.
G671, G6y4, G653, 59, 50, 49,
(—2)%, —1.41, G6g, G67, G611, 51, 60, 68,
Fl2g -0.73, (0)2, G619, G614, G619, | 37, 67, 63,
(0, 2, 2) Gag n.11 1.41, 2, G691, G6go, G655, | 64, 40, 46,
2.73, G697, G6ag, G631, | 48, 67, 62,
4 G633, G63g, G637, | 38, 54, 30,
G640- 35.
F12q (-2)%, (-0.73)2, G655, G6g, G611, 49, 51, 68,
(0, 2, 2) Gag 3 R
n.6 (0)3, (2.73)2, 4 G619, G6oy, G634. | 37, 58, 57
F12y (-2)%, (0)3, G671, G67, G6g, 59, 60, 69,
(0, 2, 2) Gay n.9 (2)3, 4 G619, G613, G617, | 37, 44, 45,
G640- 35.
(—2)%, (—-1.41)2, G671, G6y, G63, 59, -, -,
(0, 2, 2) Gag Grafo linha 0, (1.41)2, G64, G655, G6g, 50, 49, 51,
(2)2, 4 G61g, G611, G613. | -, 68, 44.
G6g, G692, G6a3, 51, 40, 41,
F129 (-2)%, -1, G6o4, G6g5, G6gg, | 58, 46, 55,
(1,1, 2) Gag n.7 (-0.62)2, 0, G6g7, G6ag, G63o, | 48, 47, 52,
1.62, 3, 4 G634, G637, G63g, | 57, 39, 53,
G63g. 42.
Fl2g (—2)%, (—1.41)2, G671, G65, G6g, 59, 49, 51,
(1, 1, 2) G4y n.13 0, (2)2, 4 G67, G613, G614, 60, 44, 67,
G617, G61g, G6g5. | 45, 43, 46.
(—2)%, —1.41, G655, G67, G6o1, 49, 60, 64,
Fi2g —0.73, (0)2, G6g9,G6a3, Géar, 40, 41, 48,
(1,1, 2) G411 n.10 1.41, 2, G6og, G6gg, G631, | 65, 47, 62,
2.73, 4 G63g, G639, G640, | 53, 42, 35,
G641. 36.
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Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigdo equilibrada: designagio
(r = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
(—2)%, (-1.30)2, G611, G614, G619, | 68, 67, 63,
12 iy Fl2g o, (1)22, G6og, G6a1, G63o, | 61, 64, 40,
W12 s n.8 (2.30)2, 4 G6og, G6ag, G630, | 55, 65, 66,
2 G634, G637, G63g. | 57, 39, 42.
G64, G655, G6g, 50, 49, 51,
(—2)%, —1.56, G619, G6oqg, G631, | 63, 61, 64,
12 Gars Fl12q (—0.622)2, 1, G6oy, G6ay, G6g5, | 40, 58, 46,
n.12 (1.62)2, 2.56, G697, G6ag, G631, | 48, 47, 62,
4 G635, G63y, G63g, | 52, 57, 54,
G637. 39.
(-2)%, —1.56, G619, G611, G6ay, -, 63, 58,
1,1, 2) Gayy Grafo linha 1, (—0.62)2, G6o5, G631, G633, | 46, 62, 38,
(1.62)2, 2.56, 4 G635. -
(—2)%, (—0.73)2, G6ag, G630, G634, | 55, 66, 57,
Gays Grafo linha (0)3, (2.73)2, G63g, G63g, G641, | 54, 53, 36
4 G6ys. 56.
F1655 (—2)8, —1.24, G8y, G83, G8g, 109, 124, 129,
(2, 2, 2) G61 n.59 0, (2)4, G8g, G811, G823, 112, 130, -,
3.24, 6 G8ag. 133.
@ 2.2 oy Crafo linta (—2)8, —1.24, 0, G81, G85, G8g, 109, 123, 129,
(2)4, 3.24, 6 G8g, G8ay4. -, 134,
@ 22 a6, Crato Tinha (—?)8, (0)3, G8g, G8g, G8g, 129, -, 112,
(2)3, 4, 6 G853, G8o4. -, 134,
Fl61¢ (-2)8, —0.73, G83, G8¢, G817, 124, 129, 114,
(2, 2, 2) G6y n.50 0, 0.59, (2)2, G818, G829, 113, 127,
2.73, 3.41, 6 G8a3. -
F1615 (-2)8, —0.73, 0, G83, G85, G8g, 124, 123, 129,
(2, 2, 2) G65 n.49 0.59, (2)2, 2.73, G810, G819, G81g, | 119, 116, 113,
6=18 -2 3.41, 6 G890, G833, G8gg. | 127, -, 133.
F1617 (—2)8, —0.73, 0, G83, G85, G8g, 124, 123, 129,
(2, 2, 2) Gé6g n.51 0.56, (2)2, 2.73, G811, G813, G81g, | 130, 116, 115,
3.41, 6 G817, G850, G89o. | 114, 118, 127.
F165¢ (—2)8, —1.24, G8y, G8y, G817, 111, 108, 132,
(2, 2, 2) G67 n.60 0, (2)4, G819, G823, 126, 127,
3.24 6 G8o5, G8ag. 128, 133.
(2,2, 2) Gég Flf;?;s (=22, 28, 6 G8y, G8g. 111, 112
n.
(2, 2, 2) G6g Grafo linha (-2)?, (2)8, 6 G8g, G830 -, 110.
(-2)8, —0.73, G83, G819, G815, 124, 119, 115,
(2, 2, 2) G619 Grafo linha 0, 0.59, (2)2, G818, G8ag, 113, 127,
2.73, 3.41, 6 G894, G831 . 134, -.
F1634 (—-2)8, (0.73)2,
(2, 2, 2) G611 G8g. 129
n.68 (2)3, (2.73)2, 6
F163 (-2)8, (0)2, G8y, G83, G85, 111, 124, 123,
(2, 2, 2) G619 n.37 (0.59)2, 2, G8g, G8g, G811, 129, 112, 130,
(3,41)2, 6 G893, G8a9, G83¢. | -, 133, 110
F161g (=2)8, (0)3, G8y, G8¢, G8g, 109, 129, 112,
222 G013 n.44 (2)3, 4,6 G8as. 127.
F1633 (-2)8, (0.73)2,
(2, 2, 2) G614 G87, G811, G8a3. 132, 130, 127.
n.67 (2)3, (2.73)2, 6
(-2)8, (0)2, G85, G8g, G8g, 111, 129, -,
(1, 2, 3) G615 Grafo linha (0.59)2, 2, G811, G823, 130, -,
(3,41)2, 6 G894, G8ag. 134, 133.
(0, 0, 6) G61g Grafo desconexo (-2)8, (0)8, (6)2 G891 . -
F1611 (-2)8, (0)3, G871, G89, G83, 109, 111, 124,
029 G617 n.45 (2)3, 4, 6 G87, G8g9. 132, 133.
1w Go1s F16g (72)3. (0)3, G81, G84, G811, 109, 108, 130,
n.43 (2)3, 4, 6 G8a¢.- 122.
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Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigio equilibrada: designagio
(r‘ = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
Fl6og (-2)8, -1, (0.38)2, | G819, G812, G816, | 119, 116, 115,
(1, 2, 3) G619 5
n.63 2, (2.62)2, 3, 6 G8ag. 118.
F1627 (—2)8, —1, (0.38)2, | G819, G813, G817, | 119, 117, 114,
(1, 2, 3) G
n.61 2, (2.62)2, 3, 6 G8o- 118.
F1630 (—2)8, -1, (0.38)2,
(1, 2, 3) G691 G812, G813, G897. 116, 117, 120.
n.64 2, (2.62)2, 3, 6
(-2)8, —0.56, G853, G85, G8g, 124, 123, 129,
Fl6g (0.38)2, 1, G81g, G819, G813, | 119, 116, 117,
(1, 2, 3) G639
n.40 (2.62)2, G814, G815, G819, | 121, 125, 126,
3 .56, 6 G899, G8o5, G8a9. 127, 128, 133.
F167 (-2)8, —o0.56, G85, G819, 123, 116,
(1, 2, 3) G6oag n.41 (0.38)2, 1, (2.62)2, G814, G813, 121, 113,
1 -
6=18 -2 3.56, 6 G819, G899 126, 127.
F1604 (-2)8, —0.30, G810, G812, G813, | 119, 116, 117,
(1, 2, 3) G624 n.58 (12, 2, G816, G817, G818, 115, 114, 113,
(3.30)2, 6 G8o. 118.
(-2)8, —0.73, G83, G81g, G812, 124, 119, 116,
F1619 0, 0.59, G816, G817, G81g, | 115, 114, 113,
(1, 2, 3) G6a5
n.46 (2)2, 2.73, G819, G8o(, G890, | 126, 118, 127,
3.41, 6 G855, G82g. 128, 122.
F1697 (-2)8, (-0.30)2, G819, G813, 116, 117,
(2, 2, 2) G6ag n.55 1)2, 2, G817, G8a7. 114, 120.
(3.30)2, 6
F1614 (-2)8, —0.73, G813, G814, G817, | 117, 121, 114,
(2, 2, 2) G6o7 n.48 0, 0.59, (2)2, G8o5, G897. 128, 120.
2.73, 3.41, 6
F1637 (—2)8, (—0.73)2,
(2, 2, 2) G6ag 3 R G8o5. 128
n.65 (2)3, (2.73)2, 6
Fl1613 (-2)8, —0.73, 0, G83, G812, G813, 124, 116, 117,
(2, 2, 2) G6ag n.47 0.59, (2)2, 2.73, G814, G815, G819, | 121, 113, 126,
3.41, 6 G895, G897, G8ag. | 128, 120, 131.
Fl1639 (—2)8, (-0.73)2,
(2, 2, 2) G63g G8og. 131.
n.66 (2)3, (2.73)2, 6
Fl6og (-2)8, -1, G81¢, G813, G817, | 119, 117, 114,
(2, 2, 2) G631 n.62 (0.38)2, 2, G81g, G8a7. 113, 120.
(2.62)2, 3, 6
F161g (—2)8, —0.73, G81p, G814, G815, 119, 121, 125,
(2, 2, 2) G639 n.52 0, 0.59, (2)2, G890, G82g- 118, 122.
2.73, 3.41, 6
F164 (-2)8, —0.56,
(2, 2, 2) G633 n.38 (0.38)2, 1, G83, G895, G8o7. 124, 128, 120.
(2.62)2, 3.56, 6
F1693 (—-2)8, —0.30, (1)2,
(2, 2, 2) G634 N G819, G813, G89¢. | 116, 117, 118.
n.57 2, (3.30)2, 6
(-2)8, —0.56,
(2, 2, 2) G635 Grafo linha (0.38)2, 1, G810, G819, G8g4. | 119, 126, 134
(2.62)2, 3.56, 6
F169q (-2)8, —0.73, G815, G817, G89g, | 125, 114, 115,
(2, 2, 2) G63g n.54 0, 0.59, (2)2, G895, G897, G8ag. 128, 120, 131.
2.73, 3.41, 6
G83, G85, G810, 124, 123, 119,
F165 (—2)8, —0.56, G811, G813, G814, 130, 117, 121,
(2, 2, 2) G637 n.39 (0.38)2, 1, G81g, G819, G890, | 115, 126, 118,
(2.62)2, 3.56, 6 G8o5, G89¢, 128, 122,
G897, G8ag. 120, 131.
Fl61g (-2)8, —0.73, G81o, G813, G814, | 116, 117, 121,
(2, 2, 2) G63g n.53 0, 0.59, (2)2, G815,G825. 125, 131.

2.73, 3.41, 6
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Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigio equilibrada: designagio
(r = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
Fl6g (-2)8, —0.56, G87, G819, G813, 132, 116, 117,
(2, 2, 2) G63g n.42 (0.38)2, 1, G814, G815, G817, 121, 125, 114,
(2.62)2, 3.56, 6 G8o5, G897,G8ag. 128, 120, 131.
F16; (-2)8, (0)2, G81, G8y, G83, 109, 111, 124,
6 16 _ o (0, 3, 3) G640 n.35 (0.59)2, 2, G84, G85, G8g, 108, 123, 129,
2 (3,41)2, 6 G87, G819, G8a5. 132, 126, 128.
F169 (-2)8, (0)2, G8y, G814, G825, 108, 121, 128,
(1, 2, 3) G641 n.36 (0.59)2, 2, G8og. 131.
(3.41)2, 6
Fl699 (—2)8, (—0.30)2,
(2,2,2) n.56 (1)2, 2, G8y0. 118.
(3.30)2, 6
F203 (=212, 0, (2%,
(2, 2, 4) a8y R G105, G10g. 158, 155.
n.109 (4)2, 8
F20y (=212 0, (2)%, G10g, G104, 159, 157,
(2,2,4) G8g )
n.111 (4)2, 8 G105, G107. 158, 160.
F2017 (=212, (0.59)2, G104, G105, 157, 158,
2,2, 4 8 n.124 2)2, (3.41)2, 10g. 155.
G83 2 2 G10g
4,8
10=20_2 F20, (-2)12, 0, (2)4, G104, G10g, 157, 155,
(2, 3, 3) G8y R
n.108 (4)2, 8 G101g. 156.
F201¢ (=212, (0.59)2, G103, G105, 153, 158,
(2, 3, 3) Gs5 n.123 (2)2, (3.41)2, G10g. 155.
4,8
F2099 (=212, (0.59)2, G104, G103, 159, 153,
(2, 3, 3) G8g n.129 (2)2, (3.41)2, G105. 158.
4,8
F2005 (-=2)12, (0.59)2, G104, G10g, 157, 155,
(2, 3, 3) G8y n.132 (2)2, (3.41)2, G107. 160.
4,8
(-2)12, o, G107, G105, -, 159,
(0, 4, 4) G8g Grafo linha
2%, (4)2, 8 G103. 153.
F205 (=2)12 o,
(0, 4, 4) G8g G104, G105. 159, 158.
n.112 2%, (4)2, 8
F2019 (-2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G819 nao tem —
n.119 (3)2, (3.62)2, 8
F2093 (-2)12, (0.59)2, G103, G104, 153, 157,
(2, 3, 3) G811 n.130 (2)2, (3.41)2, G105. 158.
4,8
F20g (-=2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G819 nao tem -
n.116 (3)2, (3.62)2, 8
F201¢ (-2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G813 2 2 nao tem —
n.117 (3)2, (3.62)2, 8
F20q4 (-=2)12, (0.59)2,
(2, 3, 3) G814 n.121 (2)2, (3.41)2, G10g, G101g. 155, 156.
4,8
F20;8 (-2)12, (0.59)2,
(2, 3, 3) G815 n.125 (2)2, (3.41)2, G10g. 155.
4,8
F20g (=2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G81g nio tem -
n.115 (3)2, (3.62)2, 8
F20; (-2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G817 nao tem —
n.114 (3)2, (3.62)2, 8
F20g (-2)12, 0, (1.38)2,
(2,3, 3) G818 2 2 nao tem -
n.113 (3)2, (3.62)2, 8
F2019 (—=2)12, (0.59)2,
(2, 3, 3) G819 R R G105, G101 158, 156.
n.126 (2)2, (3.41)2, 4, 8

2Construido pela extensdo de G415 e ndo a partir de 2C4, C3UCs5 ou Cs.
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Apéndice A. Implementagao e resultados computacionais

Regularidade Solugéo tipo Grafo a estender: designagio Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz particdo equilibrada: designacio
(l = % - 2) (x1, x2, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
F2013 (=212, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G8y nao tem -
n.118 (3)2, (3.62)2, 8
0,0,8 G8 Grafo desconexo —2)8, (0)lo, (8)2 G10g. -
( ) 21 8
F205 (-2)12, (0.59)2,
(1, 3, 4) G899 5 R G105, G10g. 158, 155.
n.127 (2)2, (3.41)2, 4, 8
(-2)12, (0.59)2,
2,2, 4 Gs Grafo linha 2)2, (3.41)2, 4, 8 G105, G105. 159, 158.
23 2 5
12 2
) F2057 (-2)12, (0.59)2,
6=158_2 (2, 3, 3) G89y3 G101, G105. -, 158.
2 2
n.134 (2)2, (3.41)2, 4, 8
F209 (=212, (0.59)2, G104, G10g, 157, 155,
(2, 2, 4) G8y5
’ n.128 (2)2, (3.41)2, 4, 8 G101g. 156.
F2015 (=212, (0.59)2, G10g, G109, 155, 154
(2, 3, 3) G8a¢
n.122 (2)2, (3.41)2, 4, 8 G101g. 156.
F2013 (=2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G8y7 nao tem -
n.120 (3)2, (3.62)2, 8
F2004 (-=2)12, (0.59)2,
(2, 3, 3) G8ag G101g 156.
n.131 (2)2, (3.41)2, 4, 8
F209g (-=2)12, (0.59)2, G104, G104, 159, 157,
(1, 3, 4) G8g9
n.133 (2)2, (3.41)2, 4, 8 G105. 158.
F203 (=212, 0, (2)%,
(0, 4, 4) G830 5 G104, G103 159, 153.
n.110 (4)2, 8
(-2)12, 0, (1.38)2,
(2, 3, 3) G831 Grafo linha 5 5 nao tem -
(3)2, (3.62)2, 8
(2, 4, 4) G104 Grafo linha (—2)16, 23 ()%, 10 G121, G129 161.
F24q
(2, 4, 4) G104 (—2)16, 23 ()% 10 G12,. 161.
n.159
F24;
(2, 4, 4) G103 (—=2)16, 23 ()% 10 G125. 161.
n.153
F245 .
=23 -2 (3, 3, 4) G104 ° (—=2)16, 23 ()4, 10 | G123 163.
n.157
F24g S
(2, 4, 4) G105 (—2)16, 23 ()% 10 G125, G123. 161, 163.
n.158
F243
(3, 3, 4) G10g (—2)16, 23 ()%, 10 G123. 163.
n.155
F24g
(2, 4, 4) G107 (=2)16 23 ()4 10 G123. 163.
n.160
(0, 0, 10) G1og Grafo desconexo (=2)10, 010 (10)2 G12y4. -
F24q
(3, 3, 4) G109 (=2)16, 23 ()%, 10 G125. 162.
n.154
F24y
(3, 3, 4) G101 (—=2)16, 23 ()% 10 G123, G125 162, 163.
n.156
4,4, 4 G12 Grafo linha —2)20 (4)7 12
1
1
F28;
12=28 _2 (4, 4, 4) G129 ro1 (=2)20 ()7, 12 nao tem -
n.
1
F283 .
(4, 4, 4) G123 (=2)20, ()7, 12 nao tem -
n.163
0,0, 12 12 rafo desconexo —2)12 (0)14, 12 nio tem -
G2, Graf 12 14 152
1
F285
(4, 4, 4) G125 (=2)20, (9)7, 12 nao tem -
n.162

3@rafo que se obtém por extenséo de grafos linha.

4CGrafos Chang
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A.2.2 Resultados obtidos para (£,, <)

Regularidade Solucgéao tipo Grafo a estender: designacao Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz partigdo equilibrada: designagio
(7‘ = 2xn _ 2) (1, wg, ©3) | Algoritmo | Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
2% Cg Grafo linha -2, (=1)2, Q41, Q43, 164, -,
2= % —2
1)2, 2 Q44 -
2Ksg Grafo desconexo (—1)4, (2)2 Q4s, Q43. 165, -
591 (—2)2, (-1.53)2, Q61, Q62, 167, 170,
(2, 2, 2) Q4 R 5
n.164 (—0.35)2, (1.88)2, Q63. 166.
4
2x9 S99 (—2)2, —1.56, Q671, Qby, 167, 169,
4= % —2
(2,2, 2) Q4q n.165 (-1)2, o, Q65. 168.
1, 2.56, 4
(-2)3, (=12,
(2,2, 2) Q43 Grafo linha Q61, Qbg. 167, -
(1)2, 2,4
(2, 2, 2) Q4y Grafo linha (—2)4, (1)4, 4 Q63. 166.
S124 (=2)5, —1.41, Q81, Q83, 173, 171,
(3,3, 3) Q63
n.167 —0.73, 1.41, Q84, Q85. 172, 176.
2,2.73, 6
S125 (—=2)%, (-0.73)2, Q81, @84, 173, 174,
(3,3, 3) Q62 5 5
n.170 (02, (2.73)2, 6 Q8s5. 176.
=
6= 2x12 _, 5123 (=2)°,
3 (3, 3, 3) Q65 n.166 (-1.30)2, (1)2, Q85, Q85. 174, 176.
(2.30)2, 6
S124 (-2)%, -1,
(3, 3, 3) Q64 n.169 (—0.62)2, (1.62)2, Q8. 173.
3,6
S123 (-2)%, —1.24, Q81, Q83, 173, 171,
(3, 3, 3) Q65 n.168 (0)3, 2, 3.24, 6 Q8¢. 175.
(-2)%, (0)2,
(3, 3, 3) Q6g Grafo linha Q83, Q87. 171, -.
23, 6
S153 (-2)8, -0.73, Q107, Q104, 180, 178,
(4, 4, 4) Q8
n.173 0, 0.59, 2, Q103. 177.
2.73, 3.41
S154 (—2)8, (—0.30)2,
(4, 4, 4) Q8o 5 Q1071, Q10y4. 180, 179.
2% 15 n.174 (1)2, (3.30), 8
8 % 2
k S157 (—2)8, -1.24, 0,
(4, 4, 4) Q83 Q103. 177.
n.171 (2)3, 3.24, 8
S154 (—-2)8, -1, (0.38)2,
(4, 4, 4) Q8y 5 Q103. 177.
n.172 (2.61)2, 3, 8
S15¢ (—-2)8, (0.73)2,
(4, 4, 4) Q85 ) Q10;. 180.
n.176 (2)3, (2.73), 8
S155 (-2)8, (0)3,
(4, 4, 4) Q8¢ Q104. 178.
n.175 (2)2, 4, 8
(4, 4, 4) Q87 Grafo linha (-2)9, (2)°, 8 nao tem -
S184 (—2)11,
o8 (5, 5, 5) Q10q n.180 (0.12)2, (2.35)2, Q125. 182.
10=2X18 o
: (3.53)2, 10
S185 (-2)11 0, (1)2,
(5, 5, 5) Q104 n.178 (3)2, 4, 10 Q121, Q125. 181, 182.
S18¢ (—=2)11, -0.56,
(5, 5, 5) Q103 n.177 1, 2, (3)2, Q12y. 181.
3.56, 10
5183 =21, 1,
(5, 5, 5) Q104 2 Q125. 182.
n.179 (4)2, 10
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Regularidade Solugdo tipo Grafo a estender: designagdo Grafos obtidos por (0, 2)-extensdo que
Espetro induz particdo equilibrada: designacio
(7‘ = QXT” - 2) (xy, xo, x3) Algoritmo Tabela A3[CRS04] Algoritmo Tabela A3[CRS04]
. S214 (=21, o,
12=2X21 5 (6, 6, 6) Q12 ndo tem -
k n.181 (3)4, 4, 12
S214 (—2)14, (1)2,
(6, 6, 6) Q12, Q144 183
n.182 (3)2, (4)2, 12
14=2%24 5 S24, (-2)17, (2)2,
(7,7, 7) Q14, 4 Q164 184
n.183 ()%, 14
16 = 2X27T _ 527,° ;
(8, 8, 8) Q167 (—=2)20, (46,16 | nao tem -
n.184

A.2.3 Resultados obtidos para (L3, <)

Regularidade Solugao tipo Grafo a estender: designacao Grafos obtidos por (1, 3)-extensdo que
Espetro induz parti¢io equilibrada: designagio
('r' = 3xn _ 2) (21,9, 23, z4) | Algoritmo | Tabela A3[CRS04] Algoritmo [ Tabela A3[CRS04]
l 2= 2X6 _ [ 2K, Grafo desconexo (-1)2, (1)2 R4y, Rdy. [ -, 185.
(=2)2, (03,
(2,2, 2,2) R4q Grafo linha R7. 186.
2,4
4= % —2 T8 (-2)2,
(2, 2,2, 2) Riq n.185 (—1.41)2, 0, R7q. 186.
(—1.41)2, 4
7 3x12 4 T12y (=25,
(3, 3, 3, 3) RTq n.186 —1, (1)2, R107. 187.
@27
10— 8X16 71616 (-2)10,
(4, 4, 4, 4) R10; nao tem -
n.187 (2)5, 10

5Grafo Schlafli
6Grafos Clebsh
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